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内 容 简 介 


本 书 是 世界 著名 数学 家 R. 柯 朗 的 名 著 之 一 ， 是 介绍 数学 基本 内 容 
的 综合 性 通俗 读物 。 书 中 以 通俗 易 仅 的 语言 ,深入浅出 地 叙述 了 许多 
数学 分 支 的 基本 概念 ,实质 和 分 析 问 题 的 方法 。 鉴 于 它 的 思想 性 较 强 ， 
内 容 丰 富 ,说 理 清 楚 , 世 界 上 许多 国家 都 翻译 出 版 了 此 书 . 
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译 者 的话 


R. 柯 朗 《Richard Courant) 是 在 数学 研究 与 数学 教育 上 
都 对 当代 有 深远 影响 的 数学 家 ， 是 西方 公认 的 数学 权威 。 他 
于 1888 年 1 月 8 日 生 于 鲁 布 里 尼 欧 ( 即 现在 波兰 的 鲁 布 里 尼 
克 Lubliniec)， 1910 年 于 德国 哥 廷 根 大 学 获得 博士 学 位 ， 以 
后 一 直 在 哥 廷 根 大 学 任教 。 在 哥 廷 根 时 ,他 与 D. 希 尔 伯 特 
关系 甚 密 。1933 年 他 离开 纳粹 德国 ,于 1934 年 到 美国 纽约 大 
学 任教 ， 并 曾 担任 了 数学 系 主任 和 数学 研究 院 院 长 。 在 此 其 
间 , 该 研究 院 成 了 世界 最 大 的 应 用 数学 研究 中 心 。1972 年 他 
在 纽约 去 世 。 他 对 数学 分 析 、 函 数论 、 数 学 物理 、 变 分 法 等 都 
有 精深 的 研究 ， 他 不 仅 学 识 洲 博 ,是 当之无愧 的 大 数学 家 ,而 
且 一 生 都 从 事 和 关心 数学 教育 .他 最 伟大 的 贡献 也 许 就 是 通 
过 他 的 著作 和 个 人 交往 使 许多 年 青 数 学 家 得 到 宝贵 的 启示 和 
巨大 的 鼓舞 . 

R. 柯 朗 一 生 著 作 极 丰 ， 其 中 最 著名 的 是 “数学 物理 方法 ” 
(与 希 尔 伯 特 合 著 )、“ 微 积分 ”, 还 有 就 是 “数学 是 什么 ”这 本 书 . 
“数学 是 什么 "这 本 书 自 出 版 以 来 ,受到 普遍 的 热烈 欢迎 ,并 被 
译 成 多 种 文学 ,一 版 再 版 ,盛况 至 今 不 衰 ， 成 为 数学 世界 名 著 
之 一 . 这 本 书 对 几何 学 ,代数 学 , 微 积分 学 等 各 种 数学 分 支 都 
作 了 精炼 而 别 具 匠 心 的 介绍 ， 它 不 仅 内 容 丰 富 ， 而 且 文 笔 流 
畅 , 阅 述 精 用 ; 既 直观 易 懂 又 严谨 深刻 ;使 人 读 时 爱不释手 , 读 


后 回味 无 穷 , 确 实 是 一 本 深入 浅 出 ,引人入胜 的 难得 的 佳作 ， 
阅读 本 书 并 不 需要 高 深 的 数学 知识 ， 高 中 学 生 就 能 看 懂 其 中 
大 部 分 内 容 , 但 是 本 书 还 含有 许多 近代 数学 思想 和 方法 , 读 懂 ， 
这 些 是 要 化 许多 气力 的 ,不 过 只 要 认真 阅读 , 勤 于 思考 ， 就 一 
定 会 有 不 少 收获 . 我们 在 此 顺便 指出 ， 本 书 提 到 的 一 些 未 解 
决 的 数学 问题 ,现在 有 的 已 经 解决 了 ,有 的 已 经 有 了 不 同 程度 
的 进展 ,例如 ,“ 四 色 问 题 ”",“ 连 续 统 假设 ”,“ 哥 德 巴赫 猜想 ”等 
等 ,请 读者 注意 ， 还 有 ,原文 中 个 别 明 显 的 错误 ,我 们 已 经 作 
了 订正 。 

本 书 虽 在 1951 年 曾 有 齐 植 案 等 人 的 中 译本 ,但 流传 不 
广 ,部 分 章节 文字 较 艰 涩 , 且 不 少 术语 已 与 目前 通行 的 不 尽 相 
同 , 因 此 我 们 感到 有 必要 根据 较 新 版 本 重新 翻译 与 出 版 ,以 期 
对 正在 为 实现 四 个 现代 化 而 努力 奋战 的 我 国 广大 读者 与 书 年 
能 有 所 助 益 ， 由 于 我 们 水 平 有 限 译本 中 难免 会 有 缺点 和 错 
误 , 欢 迎 各 方面 的 批评 与 建议 . 

感谢 梅 向 明王 景 鹤 \, 林 有 浩 ` 电 镇 南 等 同志 ,他 们 在 繁重 
的 科研 和 教学 工作 中 ,抽出 很 多 宝贵 的 时 间 , 仔 细 审 阅 了 全 部 
译 稿 。 本 书 最 后 又 经 数学 研究 所 胡 作 玄 同 志 作 了 认真 校 阅 ， 
在 此 表示 深切 的 谢意 ， 

译 者 
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第 一 版 序言 


两 千 多 年 来 ， 人 们 一 直 认为 每 一 个 受 教育 者 都 必须 具备 
一 定 的 数学 知识 。 但 是 今天 ， 数 学 教育 的 传统 地 位 却 陷 人 了 
严重 的 危机 之 中 ， 而 且 遗 德 的 是 ， 数 学 工作 者 却 要 对 此 负 一 
定 的 责任 .数学 教学 有 时 竞 演变 成 空洞 的 解 题 训练 ， 解 是 
虽然 可 以 提高 形式 推导 的 能 力 ， 但 却 不 能 导致 真正 的 理解 与 
深入 的 独立 思考 。 数 学 研究 已 出 现 一 种 过 分 专门 化 和 过 于 强 
调 抽象 的 趋势 ,而 忽视 了 数学 的 应 用 以 及 与 其 它 领 域 的 联系 . 
不 过 ， 这 种 状况 丝毫 不 能 证 明 紧缩 数学 教育 的 政策 是 合理 
的 .相反 ,那些 醒 司 到 培养 思维 能 力 的 重要 性 的 人 ,必然 会 采 
取 完全 不 同 的 作法 ， 即 更 加 重视 和 加 强 数 学 教学 。 教师 ,学 
生 和 一 般 受 过 教育 的 人 都 要 求 数学 家 有 一 个 建设 性 的 改造 ， 
而 不 是 听 其 自流 ， 其 目的 是 要 真正 理解 到 数学 是 一 个 有 机 的 
整体 ,是 科学 思考 与 行动 的 基础 . 

某 些 传记 性 与 历史 性 的 名 著 以 及 富有 启发 性 的 普及 读 
物 , 普 激 起 了 潜在 的 一 般 兴趣 .但 是 ,借助 轻松 愉快 的 传授 所 
得 到 的 数学 知识 。 决 不 会 比 通过 最 出 色 的 新 闻 杂 志 对 那些 从 
未 听 过 音乐 的 人 进行 音乐 教育 获得 的 更 多 。 实 际 去 接触 活 生 
生 的 数学 内 容 是 必 不 可 少 的 当然， 应 当 各 免 走 弯路 或 陷 人 
技术 性 的 细节 。 介 绍 数学 不 必 过 分 注重 通常 例 行 的 作法 ， 也 


se iii 。 


不 应 采取 生硬 的 教条 主义 的 态度 ， 因 为 教条 主义 会 掩盖 动机 
和 目的 ， 妨 碍 人 们 作 实事 求 是 的 努力 .实际 上 ， 我 们 可 以 由 
最 基本 的 事实 出 发 ， 不 必 拐 弯 抹 角 而 直达 一 个 可 以 博览 近代 
数学 的 实质 和 动力 的 有 利 位 置 ， 

现在 这 本 书 是 朝 此 方向 的 一 个 尝试 ， 因 为 所 需 知识 估计 
在 高 中 课本 中 都 可 以 找到 ， 所 以 把 它 看 成 一 本 通俗 读物 也 无 
妨 . 但 是 ,这 并 不 意味 着 是 对 那 种 贪图 省 劲 ,不 愿 作 任何 努力 
的 危险 倾向 的 让 步 ， 阅 读本 书 要 求 读者 在 智力 上 比较 成 熟 并 
乐意 进行 独立 思考 。 本 书 既 是 为 初学 者 也 是 为 专家 、 了 既是 为 
学 生 也 是 为 教师 既是 为 哲学 家 也 是 为 工程 师 、 既 是 为 课堂 孝 
学 也 是 为 参考 阅览 而 写 的 .这 个 抱负 可 能 是 太 大 了 .这 本 书 
虽 经 若干 年 的 准备 ,但 在 其 它 工作 的 压力 下 , 却 是 在 其 真正 完 
成 之 前 出 版 , 故 不 得 不 作 某 些 折衷 处 理 。 欢 迎 批评 和 建议 . 

无 论 如 何 ,作者 希望 本 书 能 对 美国 高 等 教育 有 所 贡献 ,以 
表 对 这 个 国家 给 我 的 机 会 的 谢意 .此 书 的 计划 与 观点 应 由 本 
人 负责 ,而 任何 荣誉 与 奖赏 则 必须 与 昌 . 罗 宾 (Herbert Robbins) 
共享 .自从 他 参加 这 项 工作 以 后 ， 就 全 力 以 赴 地 完成 了 他 的 
事项 ,并 且 本 书 能 以 现在 这 种 形式 完成 ,他 的 合作 是 决定 性 的 
因素 . 

(下 略 》 


R, 柯 庆 
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第 二 ,三 、 四 版 序言 


近 些 年 来 ,在 许多 事情 的 推动 下 ,人 们 对 数学 知识 与 训练 
的 需要 日 益 增加 现今， 除非 学 生 和 教师 设法 超越 数学 的 形 
式 主义 ,并 努力 去 把 握 数 学 的 实质 ,否则 产生 受挫 和 幻灭 的 危 
险 将 会 更 甚 。 这 本 书 就 是 写 给 这 样 的 学 生 和 教师 的 ， 人 们 对 
第 一 版 的 反应 鼓舞 了 作者 ， 使 作者 敢于 期 望 本 书 对 读者 会 有 
所 助 益 。 
许多 读者 的 批评 使 得 本 书 作 了 多 方面 的 修正 与 改进 . 
R. 柯 其 


本 书 的 用 法 


本 书 虽 是 按 系统 的 次 序 写 就 的 ， 但 并 不 要 求 读者 逐 页 逐 
章 地 去 读 。 例 如 历史 和 哲学 的 介绍 最 好 推迟 到 读 完 本 书 其 余 
部 分 之 后 再 看 .各 章 之 间 基 本 上 是 独立 的 .每 章 开头 通常 是 容 
易 理解 的 ,然后 逐渐 加 深 , 到 每 章 的 末尾 及 补充 就 相当 难 了 . 
因此 ,对 于 那些 想 作 一 般 了 解 甚 于 要 求 专门 知识 的 读者 来 说 ， 
可 以 满足 于 一 些 有 选择 的 材料 ,而 略 去 详细 讨论 的 部 分 . 

数学 基础 较 差 的 学 生 必须 有 所 选择 地 阅读 。 带 星 号 (# ) 
的 部 分 和 小 体 字 印 刷 的 部 分 在 初次 阅读 时 可 以 略 去 ， 这 对 理 
解 后 面 的 部 分 不 会 有 多 大 影响 。 再 者 ， 也 不 仿 只 研究 读者 最 
感 兴趣 的 那些 章节 。 大 部 分 的 习题 都 是 精 选 的， 比较 困难 的 
则 用 星 号 标 出 ， 读 者 如 对 其 中 的 许多 问题 不 能 解决 也 不 足 为 
怪 . 

在 “几何 作 图 ”和 “ 极 大 与 极 小 ”这 些 章节 中 ， 高 中 教师 能 
为 课外 活动 小 组 或 一 些 选 定 的 学 生 找到 有 益 的 材料 . 

我 希望 本 书 既 能 为 大 学 生 、 研 究 生 ,也 能 为 对 科学 有 真正 
兴趣 的 专业 人 员 提供 帮助 。 本 书 也 可 作为 关于 数学 基本 概念 
的 一 个 非常 规 的 大 学 基础 教材 ， 第 三 ,四 ,五 章 可 用 作 几 何 教 
材 , 而 第 六 、 八 章 合 在 一 起 形成 一 个 自 成 系统 的 微 积分 教材 ， 
它 不 像 通 常 的 微 积分 课本 ， 而 是 强调 理解 。 这 些 材料 对 于 那 
些 按 特殊 需要 补充 一 些 资料 ， 以 及 想 提供 更 多 的 例题 以 使 内 
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容 更 为 生动 的 教师 来 说 ， 都 可 当 作 初步 教材 ， 散 布 在 本 书 各 
个 部 分 的 大 量 习 题 以 及 书 末 增补 的 一 些 习题 使 本 书 更 便于 在 
课堂 教学 中 使 用 . 

我 还 希望 专家 们 能 对 某 些 细节 和 含有 进一步 发 展 的 朝代 
的 初步 讨论 感到 兴趣 ， 
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exXvie 


数学 是 什么 ? 


数学 ,作为 人 类 思维 的 表达 形式 ,反映 了 人 们 积极 进取 的 
意志 , 慎 密 周详 的 推理 以 及 对 完美 境界 的 追求 。 它 的 基本 要 
素 是 : 催 辑 和 直观 ,分 析 和 构 作 , 一 般 性 和 个 别 性 .虽然 不 同 
的 传统 可 以 强调 不 同 的 侧面 ， 然 而 正 是 这 些 互相 对 立 的 力 最 
的 相互 作用 以 及 它们 综合 起 来 的 努力 才 构 成 了 数 堂 科 学 的 生 
命 , 用 途 和 它 的 崇高 价值 . 

毫 无 疑问 ， 一 切 数学 的 发 展 在 心理 上 都 或 多 或 少 地 基于 
实际 的 。 但 是 理论 一 旦 在 实际 的 需要 中 出 现 ， 就 不 可 避免 地 
会 使 它 自身 获得 发 展 的 动力 ， 并 超越 出 直接 实用 的 局 限 。 这 
种 从 应 用 科学 到 理论 科学 的 发 展 趋 势 ， 不 仅 常见 于 古代 历史 
中 ， 而 且 在 工程 师 和 物理 学 家 为 近代 数学 不 断 作 出 的 许多 贡 
献 中 更 是 屡见不鲜 。 

有 记载 的 数学 起 源 于 东方 . 大 约 在 公元 前 两 千年 ， 巴 比 
伦 人 就 搜集 了 极其 丰富 的 资料 ， 这 些 资料 今天 看 来 应 属于 初 
等 代数 的 范围 .至 于 数学 作为 现代 意义 的 一 门 科 学 , 则 是 迟 至 
公元 前 五 至 四 世纪 才 在 着 腾 出 现 的 .东方 和 希 冉 之 间 的 接触 
不 断 增 多 ( 始 于 波斯 帝国 时 期 ,至 亚历山大 远征 时 期 则 达到 高 
峰 )， 使 希腊 人 得 以 熟悉 巴比伦 人 在 数学 和 天 文学 方面 的 成 
就 ， 数 学 很 快 就 被 加 人 到 风行 于 希腊 城邦 的 哲学 讨论 之 中 。 
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因而 希腊 的 思想 家 逐渐 意识 到 ,在 连续 .运动 、 无 限 大 这 些 概 
念 中 ,以 及 在 用 已 知 单位 去 度量 任意 一 个 量 的 问题 中 ,数学 都 
在 在 着 固有 的 极 大 困难 ， 面 对 这 个 挑战 ， 经 过 了 一 番 不 届 不 
拨 的 努力 ,产生 了 网 多 克 斯 (Eudoxus) 的 几何 连续 统 理论 ,这 
个 成 果 是 唯一 能 和 两 干 多 年 后 的 现代 无 理 数理 论 相 媲 美的 
数学 中 这 种 公理 演绎 的 趋向 起 源 于 欧 多 克 斯 时 代 ， 又 在 欧 几 
里 得 〈Euclid) 的 “原本 ”中 得 以 成 熟 . 

虽然 希腊 数学 的 理论 化 和 公理 化 的 倾向 一 直 是 它 的 一 个 
重要 特点 ,并 且 曾 经 产生 过 巨大 的 影响 。 但 是 ,对 这 一 点 我 们 
不 能 过 分 强调 ,因为 在 古代 数学 中 ,应 用 以 及 同 物 理 现实 的 联 
系 恰恰 起 了 同样 重要 的 作用 ， 而 且 那 时 候 人 们 宁愿 采用 不 像 
欧 几 里 得 那样 严密 的 表达 方式 . 

由 于 较 早 地 发 现 了 与 “不 可 公 度 ”的 量 有 关 的 这 些 困 难 ， 
使 希 腾 人 没 能 发 展 早已 为 东方 所 掌握 的 数字 计算 的 技术 ， 相 
反 ,他 们 却 迫 使 自己 钻 进 了 纯粹 公理 几何 的 丛林 之 中 .于 是 科 
学 史上 出 现 了 一 个 奇怪 的 曲折 。 这 或 许 意味 着 人 类 背 失 了 一 
个 很 好 的 时 机 。 几乎 两 千年 来 ， 希 腊 几 何 的 传统 力量 推迟 了 
必然 会 发 生 的 数 的 概念 和 代数 运算 的 进步 ， 而 它们 后 来 构成 
了 近代 科学 的 基础 . 

经 过 了 一 段 绥 慢 的 准备 ,到 十 七 世纪 , 随 着 解析 几何 与 向 
积分 的 发 展 ， 数 学 和 科学 的 革命 也 开始 莲 勃 发 展 起 来 .虽然 
希腊 的 几何 学 仍然 占有 重要 的 地 位 ,但 是 ,希腊 人 关于 公理 体 
系 和 系统 推 福 的 恩 想 在 十 七 世纪 和 十 八 世 纪 不 复出 现 ， 从 一 
些 清 清楚 楚 的 定义 和 没有 矛盾 的 “明显 ”公理 出 发 ， 进 行 准确 
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的 有 逻辑 推理 ， 这 对 于 数学 科学 的 新 的 开拓 者 来 说 似乎 是 无 关 
紧要 的 .通过 之 无 拘束 的 直观 猜想 和 令 人 信服 的 推理 ， 再 加 
上 莞 衣 的 神秘 论 以 及 对 形式 推理 的 超人 力量 的 盲目 相信 ， 他 
们 征服 了 一 个 蕴藏 着 无 限 财富 的 数学 世界 .但 是 后 来 ， 大 发 
展 引起 的 狂热 逐渐 让 位 于 一 种 自我 控制 的 批判 精神 ， 到 了 十 
九 世 纪 , 由 于 数学 本 身 需 要 巩固 已 有 成 果 , 而 且 人 们 也 希望 把 
它 推 向 更 高 阶段 时 不 致 发 生 问题 〈 这 是 受到 法 国 大 革命 的 影 
响 ), 就 不 得 不 回 过 头 来 重新 审查 这 新 的 数学 基础 ， 特 别 是 微 
积分 及 其 赖 以 建立 的 极限 概念 。 因 此 十 九 世 纪 不 仅 成 为 一 个 
新 的 发 展 时 期 ， 而 且 也 以 成 功 地 返回 到 那 种 准确 而 严谨 的 证 
明 为 其 特征 。 在 这 方面 它 甚至 胜 过 了 希腊 科学 的 典范 。 于 
是 ， 钟 摆 又 一 次 向 纯粹 性 和 抽象 性 的 一 侧 摆 去 。 目 前 我 们 似 
平 仍然 处 于 这 个 时 期 。 但 是 人 们 可 以 期 望 ， 在 纯粹 数学 和 具 
有 活力 的 应 用 之 间 产 生 了 这 种 不 幸 分 离 〈 可 能 在 批判 性 的 审 
查 时 期 ,这 是 不 可 避免 的 ) 之 后 ， 随 之 而 来 的 应 是 一 个 紧密 结 
合 的 时 代 。 这 种 重新 获得 的 内 在 力量 ,更 主要 的 是 由 于 理解 


更 加 明晰 而 达到 认识 上 的 极 大 简化 ， 将 使 得 今天 有 可 能 在 不 


忽略 应 用 的 情况 下 来 掌握 数学 理论 ， 再 一 次 在 纯 数学 和 应 用 
科学 之 间 建 立 起 有 机 的 结合 ， 在 抽象 的 共性 和 色彩 绽 纷 的 个 
性 之 间 建立 起 牢固 的 平衡 ， 这 或 许 就 是 不 久 的 将 来 数学 上 的 
首要 任务 . 

这 里 不 是 对 数学 进行 详细 的 哲学 或 心理 学 的 分 析 的 地 
方 . 但 有 几 点 应 当 强 调 一 下 ， 目 前 过 分 强调 数学 的 公理 演绎 
特点 的 风气 ， 似 乎 有 盛行 起 来 的 危险 .事实 上 ， 那 种 创造 发 
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明 的 要 素 ， 那 种 起 指导 和 推动 作用 的 直观 要 素 ， 虽 人 然 常 常 不 
能 用 简单 的 哲学 公式 来 表达 ， 但 是 它们 却 是 任何 数学 成 就 的 
核心 ， 即 使 在 最 抽象 的 领域 里 也 是 如 此 .如 果 说 完善 的 演绎 
形式 是 目标 ， 那 末 直 观 和 构 作 至 少 也 是 一 种 动力 ， 有 一 种 观 
点 对 科学 本 身 是 严重 的 危 胁 ， 它 断言 数学 不 是 别 的 东西 ， 而 
只 是 从 定义 和 公理 推导 出 来 的 一 组 结论 ， 而 这 些 定 义 和 命 题 
除了 必须 不 矛盾 之 外 ， 可 以 由 数学 家 根据 他 们 的 意志 随意 创 
造 。 如 果 这 个 说 法 是 正确 的 话 ， 数 学 将 不 会 吸引 任何 有 理智 
的 人 ， 它 将 成 为 定义 、 规 则 和 演绎 法 的 游戏 ， 既 没有 动力 也 
没有 目标 。 认 为 灵感 能 创造 出 有 意义 的 公理 体系 的 看 法 ， 是 
骗 人 的 似是而非 的 真理 ， 只 有 在 以 达到 有 机 整体 为 目标 的 前 
提 下 ,以 及 在 内 在 需要 的 引导 下 ,自由 的 思维 才能 作出 有 科学 
价值 的 成 果 来 . 

尽管 逻辑 分 析 的 思辩 趋 势 并 不 代表 全 部 数学 ， 但 它 却 使 
我 们 对 数学 事实 和 它们 相互 间 的 依赖 关系 有 更 深刻 的 理解 ， 
以 及 对 数学 中 的 主要 概念 有 更 深刻 的 理解 。 并 由 此 发 展 了 可 
， 作为 一 般 科学 态度 的 典范 的 近代 数学 观点 . 

不 论 我 们 持 什 么 样 的 哲学 观点 ,就 科学 观察 的 目的 来 说 ， 
对 一 个 对 象 的 认识 ,完全 表现 在 它 与 认识 者 (或 仪器 ) 的 所 有 
可 能 关系 之 中 .当然 仅仅 是 感觉 并 不 能 构成 知识 和 见解 , 必 
须要 与 某 些 基本 的 实体 即 “自在 之 物 ” 相 适应 `, 相 印证 。 所谓 
“自在 之 物 ” 并 不 是 物体 观察 的 直接 对 象 ， 而 是 属于 形而上学 
的 . 然而， 对 于 科学 方法 来 说 ， 重 要 的 是 应 放弃 带 有 形 而 上 
学 性 质 的 因素 ,而 去 考虑 那些 可 观测 的 事实 ,把 它们 作为 概念 


ae 


和 构 作 的 最 终 根 源 。 放 弃 对 “自在 之 物 ”的 领悟 , 对 “终极 真 
理 ” 的 认识 以 及 关于 世界 的 最 终 本 质 的 盖 明 ,这 对 于 质朴 的 热 
诚 者 来 说 ,可 能 会 带 来 一 种 心理 上 的 痛苦 ,但 事实 上 它 却 是 近 
代 思 想 上 最 有 成 效 的 一 种 转变 . 

物理 学 上 所 取得 的 一 些 最 伟大 的 成 就 ， 正 是 由 于 敢于 坚 
持 “消除 形而上学 这 个 原则 的 结果 . 当 爱 因 斯 坦 试图 把 “在 不 
同 地 方 同时 发 生 的 事件 ”这 一 概念 归结 为 可 观测 的 现象 时 , 当 
他 揭露 出 ， 认 为 上 述 概念 必须 有 它 自 身 的 科学 意义 的 信念 只 
是 形而上学 ? 的 偏见 时 , 他 已 发 现 了 他 的 相对 论 的 关键 所 在 。 
当 玻 尔 和 他 的 学 生 们 指出 ， 任 何 物理 观测 必然 伴随 着 观测 工 
具 对 被 观测 对 象 的 影响 这 个 事实 时 ,问题 变 得 很 清楚 ,在 物理 
上 ,同时 准确 地 确定 一 个 粒子 的 位 置 和 速度 是 不 可 能 的 ,这 个 
发 现 的 深远 意义 体现 在 为 每 个 物理 学 家 所 熟悉 的 近代 量子 力 
学 的 理论 中 .在 十 九 世 纪 流 行 着 一 种 概念 ， 认 为 机 械 力 和 粒 
子 在 空间 中 的 运动 是 自在 之 物 ,而 电 、\ 光 和 磁 都 应 当归 结 为 力 
学 现象 或 者 作为 力学 现象 来 “解释 ”, 正 如 以 前 处 理 “ 热 ”的 方 
法 那样 。 人 们 曾经 假设 过 “以 太 ”, 作 为 一 种 假设 性 的 媒介 物 ， 
把 它 用 于 那些 对 我 们 来 说 不 能 完全 加 以 解释 的 运动 中 ,例如 
光 或 电 。 后 来 人 们 才 慢 慢 地 认识 到 以 太 是 肯定 无 法 观测 到 
的 , 它 属 于 形而上学 ,而 不 属于 物理 学 。 于 是 乎 ， 在 某 些 方面 


1) 以 上 讲 的 “形而上学 ”这 词 在 西方 哲学 中 和 我 们 通常 用 的 意义 不 一 样 , 它 
指 的 是 解释 经 验 范 围 之 外 的 问题 ( 神 、 灵魂 、 意 志 自 由 等 ) 的 那 部 分 哲学 . 
这 词 的 直译 是 “物理 学 之 后 ”， 来源 于 亚 里 土 多 德 著作 中 , 这 部 分 编 在 了 
物理 学 之 后 ,一 译注 
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感到 忧虑 ,而 在 另 一 些 方面 又 感到 安慰 的 心情 下 ,关于 光 和 电 
的 力学 解释 连同 以 太 最 后 一 齐 都 被 放弃 了 。 

在 数学 中 有 些 情况 与 此 相 类 似 ， 甚 至 更 为 突出 。 世 世代 
代 以 来 ,数学 家 一 直 把 他 们 研究 的 对 象 ,例如 数 , 点 等 等 ,看 成 
实 实在 在 的 自在 之 物 。 但 是 ， 准 确 地 描述 这 些 实体 的 种 种 努 
力 总 是 被 这 些 实体 自身 给 否定 了 。 从 而 十 九 世 纪 的 数学 家 逐 
渐 开 始 懂得 ,要 问 当 作 实体 的 这 些 对 象 究竟 是 什么 ,这 是 没有 
意义 的 ， 即 使 有 的 话 也 不 可 能 在 数学 范围 内 得 到 解决 。 所 有 
适合 它们 的 论断 都 不 涉及 到 这 些 实体 的 现实 ， 而 只 说 明 数学 
上 “不 加 定义 的 对 象 ”之 间 的 相互 关系 以 及 它们 所 遵循 的 运算 
法 则 ,至 于 点 , 线 , 数 ,“ 实 际 上 ”是 什么 ,这 不 可 能 也 不 需要 在 
数学 科学 中 加 以 讨论 .“ 可 验证 ”的 事实 只 是 结构 和 关系 ;两 
点 决定 一 直线 , 一 些 数 按照 某 些 规则 组 成 其 它 一 些 数 , 等 等 。 
基本 的 数学 概念 必须 抽象 化 ， 这 一 见解 是 近代 公理 化 发 展 中 
最 重要 和 最 丰富 的 成 果 之 一 . 

幸运 的 是 ， 创 造 性 的 思维 不 顾 某 些 教条 的 哲学 信仰 而 继 
续 发 展 着 ， 而 如 果 思 维 屈从 于 这 种 信仰 就 会 阻碍 出 现 建设 性 
的 成 就 不 论 对 专家 来 说 ， 还 是 对 普通 人 来 说 ， 唯 一 能 回答 
“数学 是 什么 ? ”这 个 问题 的 , 不 是 哲学 而 是 数学 本 身 中 的 活 
生生 的 经 验 . 


引 


QH 


数 是 近代 数学 的 基础 。 然而 数 是 什么 呢 ? 当 我 们 说 于 


1 -1 工 . 工 一 工 和 (1 人 一 1 时 : 
> 1, = 和 ( 1)( 一 1) == 1 时, 这 是 什么 意 


思 呢 ? 在 中 \ 小 学 校 里 我 们 已 经 学 过 处 理 分 数 和 负数 的 方法 ， 
但 是 为 了 真正 理解 数 系 , 我 们 必须 返回 到 更 简单 的 基础 ， 虽 
然 希 腊 人 曾经 把 点 和 线 等 几何 概念 作为 他 们 的 数学 基础 ， 但 
是 ,所 有 的 数学 命题 最 终 应 归结 为 关于 自然 数 1, 2, 3，… 的 
命题 ,这 一 点 已 变 成 了 现代 的 指导 原则 . 上帝 创 造 了 自然 数 ， 
其 余 的 是 人 的 工作 ”. 在 这 名 话 中 ,克隆 尼克 《〈L. Kronecker， 
1823 一 1891) 指出 了 建立 数学 结构 稳固 基础 的 条 件 ， 

由 人 类 智慧 所 创造 的 数 ， 可 用 来 数 各 种 集合 中 的 对 象 的 
个 数 ， 它 和 对 象 所 特有 的 性 质 无 关 . 例如 数 六 ”是 从 所 有 
包含 六 个 东西 的 实际 集合 中 抽象 出 来 的 ; 它 不 依赖 这 些 对 象 
的 任何 特殊 性 质 ， 也 不 依赖 于 表示 它 所 采用 的 符号 ， 只 有 在 
智力 发 展 到 一 个 比较 先进 的 阶段 ， 数 字 概 念 的 抽象 性 才 变 得 
清楚 了 .对 儿童 来 说 , 数 通 常 总 是 和 实际 的 对 象 连 在 一 起 的 ， 
例如 手指 或 珠子 ， 而 且 在 早期 的 语言 中 ， 是 通过 对 不 同 对 象 


» 了 » 


使 用 不 同类 型 的 数 的 语言 来 表达 一 个 具体 数字 的 意义 的 . 

幸而 数学 家 不 必 去 讨论 从 具体 对 象 的 集合 转化 到 抽象 数 
的 概念 的 哲学 性 质 。 因此 ， 我 们 把 自然 数 及 其 两 种 基本 运 
算 一 一 加 法 和 乘法 一 一 当 作 已 知 的 概念 接受 下 来 。 


81 整数 的 计算 
1. 算术 的 规律 


自然 数 或 正 整 数 的 数学 理论 就 是 众所周知 的 算术 ， 算术 
的 基础 在 于 : 整数 的 加 法 和 乘法 服从 某 些 规律 .为 了 要 叙述 


”这 些 具 有 普遍 性 的 规律 ,我 们 不 能 用 像 1, 2, 3 这 种 表示 特定 


数 的 符号 .两 个 整数 ,不 管 它们 的 次 序 如 何 ,它们 的 和 相同 .而 
1 十 2 一 2 十 1 

这 一 命题 仅仅 是 这 一 般 规律 的 一 个 特殊 例子 。 因 此 当 我 们 希 

望 表示 整数 之 间 的 某 个 关系 一 一 不 论 所 涉及 的 一 些 特定 的 整 

数值 如 何 一 一 是 正确 的 ， 我 们 可 以 用 字母 a。, b,c,，**… 作为 

表示 整数 的 符号 ， 于是， 读者 所 熟知 的 五 个 算术 基本 规律 可 

叙述 为 : 


1)a+b=b+a, 

2) ab = ba, 

3) a+(b+e)=(0+2b)+e, 
4) (ab)e = a(be), 

5) oa( 十 c) 一 ap 十 ac。 


前 两 个 是 加 法 和 乘法 的 交换 律 ， 它 说 明 人 们 可 以 交换 加 
法 或 乘法 中 元 素 的 次 序 ， 第 三 个 是 加 法 的 结合 律 , 它 表 明 三 
个 数 相 加 时 ,或 者 我 们 把 第 一 个 加 上 第 二 个 与 第 三 个 的 和 ;或 
者 我 们 把 第 三 个 加 上 第 一 个 与 第 二 个 的 和 ,其 结果 都 相同 .第 
四 个 是 乘法 的 结合 律 。 最 后 一 个 是 分 配 律 ， 它 表明 用 一 个 整 
数 去 乘 一 个 和 时 ,我 们 可 以 用 这 整数 去 乘 这 和 的 每 一 项 ,然后 
把 这 些 乘积 加 起 来 . 
这 些 算术 规律 是 很 简单 的 ， 而 且 好 像 是 显然 的 ， 但 是 它 
们 对 于 整数 以 外 的 对 象 可 能 不 适用 ， 如 果 a 和 4 不 是 整数 的 
符号 ,而 是 化 学 物质 的 符号 ;同时 ,如 果 “ 加 ”这 个 词 正 是 我 们 
平常 说 话 中 所 用 的 那个 意思 ,那么 很 显然 ,交换 律 并 不 总 是 成 
立 的 。 例 如 ,如 果 把 硫酸 加 到 水 中 ,得 到 的 结果 是 稀释 ， 而 把 
水 加 到 纯 硫 酸 中 则 会 对 实验 人 员 产生 灾难 性 的 后 果 。 类似 的 
例子 还 表明 ,在 这 类 化 学 “算术 ”中 ,加 法 的 结合 律 和 分 配 律 也 
会 失灵 .因此 , 人 们 可 以 想象 在 这 些 算术 中 , 规律 1) 一 5) 中 
的 某 一 个 或 某 一 些 并 不 成 立 。 实际 上 , 这 样 的 系统 在 现代 数 
学 中 已 在 研究 着 . 

对 抽象 的 整数 概念 给 出 一 个 具 休 模型 就 能 够 说 明 规律 
1) 一 5) 所 依据 的 直观 基础 ， 对 于 一 个 给 定 的 集合 (比如 说 某 
一 棵 树 上 的 所 有 苹果 ), 其 中 对 象 的 个 数 我 们 不 用 通常 的 符号 
1, 2, 3 等 来 表示 , 而 在 一 个 方 框 放 一 些 点 来 表示 ， 一 个 点 代 
表 一 个 对 象 。 通 过 这 些 方 框 的 运算 我 们 可 以 看 到 这 些 整数 的 
算术 规律 ， 两 个 整数 4 和 “ 相 加 时 ， 我 们 把 相应 的 方 框 两 端 
相 联 , 并 去 掉 中 间 的 相隔 线 。 


woo oon 
图 1 加 法 
为 了 乘 。 和 8， 我 们 把 两 个 方 框 中 的 点 排 成 行 构成 一 个 
新 方 框 ,其 中 有 。 行 , b 列 个 点 ， 


. 一 一 是 


图 2 乘法 


现在 我 们 可 以 把 规律 1) 一 5) 看 成 是 用 这 些 直观 明了 的 
方 框 来 进行 运算 的 性 质 ， 


从 两 个 整数 的 加 法 定义 出 发 ， 我 们 可 以 定义 不 等 关系 . 
a 一 5( 读 作 “e 小 于 加) 和 > a( 读 作 “b 大 于 a”), 这 两 
个 等 价 命题 中 的 任何 一 个 都 是 指 : 方 框 b 可 以 由 方 框 a 加 上 
一 个 适当 选择 (使 得 6 一 。 十 <) 的 第 三 个 方 框 “ 而 得 到 ,这 
时 我 们 记 


C 一 一 0， 
它 定义 了 减法 运算 . 
加 法 和 减法 称 为 互 逆 运算 ,因为 如 果 整 数 a 加 整数 4, 然 
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[=[ 
图 4 减法 


后 再 减 整数 4, 得 到 的 结果 还 是 原来 的 整数 。: 
(ea 十 d) 一 4 一 aa。 

应 当 注 意 , 整数 5 一 a。 仅 当 5 > “时 才 有 定义 , 当 5 过 a 时 ， 
符号 b 一 “ 解释 为 负 整数 ,这 将 在 后 面 讨论 (第 80 页 ). 

为 了 方便 起 见 , 我们 用 记号 5 守 a( 读 作 “b 大 于 等 于 a”) 
或 a。 万 4。( 读 作 “a 小 于 等 于 如 ) 来 表示 对 a > 5 的 否定 。 

引信 整 数 零 ( 它 用 一 个 完全 空 的 方 框 表示 ), 使 我 们 可 以 
稍微 扩大 正 整数 (它们 用 有 点 的 方 框 表示 ) 的 范围 ， 如 果 我 们 
用 通常 的 符号 0 来 表示 空 方 框 , 则 按照 加 法 和 乘法 的 定义 ,对 
于 每 一 个 整数 “ 有 

at0=4, 
a0=— 0, 

因为 a 十 0 表示 一 个 空 方 框 加 到 方 框 * 上 ,而 。* 0 表示 一 个 
没有 列 的 方 框 , 即 一 个 空 方 框 . 

通过 对 每 个 整数 4 建立 

a—a= (0, 

减法 的 定义 很 自然 地 推广 了 .这些 是 零 的 特殊 算术 性 质 . 

类 似 于 上 述 方 框 中 加 点 的 几何 模型 (如 古代 算盘 )， 一 直 
到 中 世纪 的 后 期 都 被 广泛 地 用 在 数值 计算 上 ,从 中 世纪 以 后 ， 
它们 才 逐 渐 被 建立 在 十 进 制 上 的 更 高 级 的 符号 方法 所 代替 。 


» 11 。 


2 整数 的 表示 


我 们 必须 仔细 地 把 一 个 整数 和 用 来 表示 它 的 符号 5, V， 
.… 等 区 分 开 来 .在 十 进位 制 中 , 0，1，2，3，.…，9，, 这 十 个 
数码 符号 是 用 来 表示 零 和 前 九 个 正 整数 的 ， 一 个 较 大 的 正 整 
数 ,例如 “三 百 七 十 二 ”可 表示 为 

300 二 70 十 2 一 3.102 直 7。10 十 2 
的 形式 ,而 这 在 十 进位 制 中 用 符号 372 表示 。 这 里 重要 的 是 ， 
数码 符号 3, 7, 2 的 意义 依赖 于 它们 在 个 位 、 十 位 、 百 位 的 位 
置 ， 有 了 这 个 “位 置 记 法 ”, 我 们 用 十 个 数码 符号 的 各 种 组 合 
就 可 以 表示 出 任何 整数 ， 表 示 一 个 整数 的 一 般 规则 可 以 用 

zz 一 a.10 十 D .10 十 c. 10 二 2 
来 说 明 。 这 里 数码 a, 5，c, 4 是 从 零 到 九 的 整数 .这 时 , 我 
们 用 缩写 符号 

abecd 

来 表示 整数 *。 我 们 注意 到 系数 4,c, 5b, 4 是 整数 x 连续 被 
10 除 后 的 余数 ,例如 


10)372 余 数 

10)37 2 

10)3 7 
0. 3 


上 面 对 z 给 出 的 这 种 特殊 表达 式 ， 仅 能 表示 小 于 一 万 的 
正 整 数 ， 因 为 再 大 的 正 整数 ,要 求 用 五 个 或 五 个 以 上 的 数码 
符号 来 表示 。 如 果 = 是 在 一 万 到 十 万 之 间 的 一 个 整数 ， 我 


忆 2 和 


们 可 以 用 
zz 一 a.104 二 0 .10 十 c.10-+d.10 二 e 
的 形式 来 表示 , 并 且 用 符号 abcde 来 记 它 。 对 十 万 到 百 万 之 
间 的 整数 以 及 更 大 的 数 , 类 似 的 表达 式 都 成 立 。 如 果 用 一 个 
简单 的 公式 能 完整 概括 地 表述 这 些 结果 , 那 将 是 十 分 有 用 的 。 
我 们 可 以 这 样 作 对 不 同 的 系数 e。d， c，-… 我 们 用 一 个 带 
有 不 同 “ 下 标的 字母 a， 即 oo， a1, mm，…. 来 表示 ,十 的 二 
不 论 有 多 大 ,都 可 以 这 样 来 表示 ， 即 记 这 最 高 次 宕 为 10”, 而 
不 是 上 面 例子 中 的 10 或 10', 这 里 ”理解 为 是 一 个 任意 的 正 
整数 ， 这 时 ,在 十 进位 制 中 表示 一 个 正 整数 = 的 一 般 方法 是 ， 
把 x 表示 为 
(1) 8 一 an。102 十 ov 10 一 十 … 十 ov 10 十 a， 
而 且 用 符号 
人 

来 记 它 ， 与 上 面 的 特殊 情况 一 样 ， 我 们 看 到 数字 oo，61, on 
…, as 是 = 连续 被 10 除 后 所 得 到 的 一 系列 余数 。 

在 十 进位 系统 中 , 数 十 ,是 单独 选 出 作为 基底 的 .一般人 
可 能 没 认识 到 ,并 不 一 定 非得 选取 十 不 可 ,任何 大 于 一 的 正 束 
数 都 可 用 来 作 基底 。 例 如 ， 可 以 用 一 个 七 进位 系统 (基底 是 
7)， 在 这 样 的 一 个 系统 中 ,一 个 正 整数 可 以 表示 为 


(2) pv。 77 + bri 7 Tb*7+ bs 
这 些 b 是 从 零 到 六 的 数码 .这 时 这 个 正 整 数 用 
bs br-1 Se bi bo 


来 表示 ,因此 “一 百 零 九 ” 在 七 进位 系统 中 用 符号 214 表示 ， 
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其 意义 是 
2 .7 十 1. 7 十 4。 
作为 一 个 练习 ， 读 者 可 以 证 明 : 从 以 十 为 基底 变 成 任何 
其 它 基 底 B 的 一 般 规则 是 ,用 8 连续 除 以 十 为 基底 的 整数 >， 
所 得 的 余数 将 是 在 以 了 3 为 基底 的 系统 中 的 数码 ,例如 


7)109 余 数 
7)15 | 4 
7)2 1 
0 2 
109 (十 进位 制 ) 一 214 (七 进位 制 ). 

很 自然 地 会 问 , 究竟 选择 哪 一 个 基底 最 合适 。 我 们 从 下 
面 会 看 到 , 太 小 的 基底 有 它 不 方便 之 处 ,而 一 个 大 的 基底 要 求 
记 住 许多 数码 符号 和 有 一 个 更 大 的 乘法 表 . 有 人 曾 鼓 动 过 用 
十 二 作 基 底 , 因 为 十 二 能 被 二 ,三 .四 和 六 整除 ,这 样 ， 涉 及 到 
除法 和 分 数 时 , 常 能 简化 ,为 了 写 出 任 一 以 十 二 为 基底 (十 二 
进位 系统 ) 的 正 整 数 ,我 们 要 求 对 十 和 十 一 采用 两 个 新 的 数码 
符号 ,让 我 们 用 0 表示 十 ,用 6 表示 十 一 ， 这 样 在 十 二 进位 制 
中 ,“ 十 二 ”将 写成 10, 而 “二 十 二 ”将 是 le,“ 二 十 三 ”将 是 
18,“ 一 百 三 十 一 "是 op. 

位 置 记 法 的 发 明 应 归功 于 苏 马 连 人 或 巴比伦 人 ， 后 来 为 
印度 人 所 发 展 ， 这 个 发 明 对 人 类 文明 有 巨大 的 意义 .早期 的 
数字 系统 是 建立 在 纯粹 的 加 法 规则 上 的 。 例 如 在 罗马 人 的 符 
号 表示 中 ， 

CXVII 一 者 百 十 拾 十 伍 十 过 十 过 十 过 。 
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埃及 、 和 希 伯 莱 和 着 腊 的 数字 系统 也 是 处 在 同样 的 水 平 上 ， 在 
任何 纯粹 的 加 法 记 法 中 ,有 一 个 不 方便 之 处 ,就 是 当 数 变 大 时 
需要 越 来 越 多 的 新 符号 ， 当 然 早期 的 科学 家 并 没有 被 我 们 现 
代 的 天 文 数字 或 原子 数字 所 困扰 . 但 是 古代 系统 《例如 罗马 
系统 ) 的 一 个 主要 缺点 是 , 数 的 计算 十 分 困难 以 至 于 除了 最 简 
单 的 问题 外 ,只 有 专家 才能 掌握 .这 与 现在 通用 的 ( 即 印度 的 ) 
位 置 记 法 是 很 不 同 的 . 位置 记 法 是 中 世纪 由 意大利 商人 《他 
们 是 从 穆斯林 那里 学 会 的 ) 引进 到 欧洲 的 ， 位 置 记 法 有 一 个 
很 方便 的 性 质 : 所 有 的 数 ,不 论 多 大 或 多 小 ,都 能 用 一 小 组 不 
同 的 数码 符号 来 表示 (在 十 进位 制 中 就 是 ”阿拉伯 数字 ”0，1， 
2,……，9). 而 且 其 更 重要 的 优点 就 是 容易 计算 ， 用 位 置 记 法 
所 表示 的 数 ， 其 计算 规则 可 以 用 这 些 数码 的 加 法 表 和 乘法 表 
的 形式 来 表示 ,而 且 一 且 记 住 , 便 可 永远 运用 自如 。 古代 的 计 
算 技 巧 一 度 只 限于 少数 专家 所 掌握 ， 而 现在 则 是 小 学 里 的 课 
程 了 . 象 这 样 科 学 进步 对 日 常生 活 有 如 此 深刻 的 影响 ， 并 带 
来 极 大 的 方便 的 例子 还 不 是 很 多 的 . 


3.. 非 十 进位 制 中 的 计算 


以 十 为 基底 的 用 法 要 回 湖 到 世界 文明 的 初期 ， 而 且 无 良 

置疑 这 是 由 于 人 们 用 十 个 手指 进行 计算 的 缘故 ， 但 是 在 许多 

语言 中 ,从 数目 字 上 来 看 ,显示 出 曾 用 过 其 它 基 底 的 遗迹 ， 特 

别 是 十 二 和 二 十 .在 英文 和 德 文中 , 11 和 12 就 不 是 按照 十 进 

位 的 原则 把 数码 和 “十 ”(teens) 组 合 在 一 起 的 ,在 语言 上 它们 与 
和 15 。 


完全 无 关 . 在 法 文中 20 和 80 的 写法 是 “十”《vingt) 和 “四 - 
甘 ”(quatre-vingt), 这 可 能 由 于 某 种 目的 曾 用 过 一 个 以 20 为 
基底 的 系统 。 在 丹麦 文中 70 的 写法 是 “halvfirsindstyve”， 这 
意思 是 从 三 倍 二 十 到 四 倍 二 十 的 某 个 中 间 值 . 巴比伦 的 天 文 
学 家 有 过 一 种 记 数 系统 ,其 中 部 分 是 六 十 进位 的 (以 六 十 为 基 
底 ), 可 以 认为 这 和 我 们 习惯 上 把 一 小 时 和 一 度 角 分 为 六 分 
有 关 ， 
在 非 十 进位 制 中 ,算术 规则 仍 不 变 ,但 必须 用 不 同 的 加 法 
表 和 乘法 表 来 计算 。 由 于 我 们 习惯 于 十 进位 制 并 且 已 把 数 的 
语言 与 十 进位 制 紧密 连 在 一 起 了 ,因此 在 一 开始 时 ,我们 可 能 
会 感到 有 点 别扭 .让 我 们 试 试 在 七 进位 制 中 作 一 乘法 .在 进 
行 之 前 最 好 写 下 我 们 必须 用 的 表 : 
加 ”法 乘 法 
|1234556 |12345 6 


1 2 3 4 5 6 10 1 1 2 3 4 5 6 

2 13 4 5 6 1011 2 12 4 6 11 1315 
3 |14 5 6 101112 3 13 6 12 15 21 24 
4 |5 6 1011 12 13 4 |4 11 15 22 26 33 
5 |6 10 11 12 13 14 5 |5 13 21 26 34 42 
6 10 11 12 13 14 15 6 |6 15 24 33 42 51 


现在 ， 让 我 们 用 24 乘 265, 在 这 里 数 的 符号 是 七 进位 制 
中 的 符号 (在 十 进位 制 中 , 这 相当 于 18 乘 145)， 乘 法 规则 和 
十 进位 制 中 的 情形 一 样 .我们 开始 用 4 乘 5, 由 乘法 表 知 ,得 
26。 
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265 
24 


1456 
563 
10416 


我 们 在 个 位 处 写 下 6 并 把 2“ 进 ”到 前 一 位 ,然后 我 们 求 

出 4.6 一 33， 和 33 十 2 一 35， 我 们 写 下 5 然后 继续 以 这 种 

方式 进行 直到 全 部 乘 完 ， 把 1456 和 5630 加 起 来 , 在 个 位 上 

我 们 得 6 十 0 二 6, 在 七 位 的 地 方 我 们 有 5 十 3 一 11, 再 写 下 1 

. 并 把 1 记 到 第 四 十 九 位 上 ， 在 那 我 们 有 1+6 十 4 一 14， 最 后 
的 结果 便 是 265… 24 一 10416。 

为 了 核对 这 个 结果 ,我 们 可 以 在 十 进位 制 中 乘 同样 的 数 ， 
10416 (七 进位 制 ) 在 十 进位 制 中 可 以 这 样 写 ， 找 7 的 需 一 直 
到 第 四 位 , 7?==49, 7 二 343, 7 一 2401。 因此 10416 一 2401 十 
4'49 十 7 十 6, 这 是 十 进位 制 中 的 值 。 通过 把 这 些 数 加 起 来 ,我 
们 就 知道 在 七 进位 制 中 的 10416 等 于 十 进位 制 中 的 2610， 
现在 在 十 进位 制 中 我 们 用 18 乘 145, 这 结果 也 是 2610, 所 以 
计算 是 对 的 . 

习题 1) 作出 二 十 进位 制 中 的 加 法 表 、 乘 法 表 , 并 作 一 些 同样 

类 型 的 练习 。 

2) 以 5、7、11、12 为 基底 的 进位 制 中 ,表示 “三 十 "和 “一 百 

寺 十 三 ”。 

3) 在 这 些 进 位 制 中 ,符号 11111 和 21212 是 什么 数 ? 
4) 对 以 5、11、13 为 基底 的 进位 制 建立 加 法 表 和 乘法 表 ， 

从 理论 观点 来 看 ， 在 所 有 可 能 的 基底 中 最 小 的 基底 是 以 
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2 为 基底 的 进位 制 .在 二 进位 制 中 ,只 有 数码 0 和 1, 其 它 任何 
数 都 用 一 行 0、1 来 表示 .加 法 表 和 乘法 表 仅 由 规则 1+0=1 
和 1'1 一 ! 组 成 .显然 ,这 系统 也 有 它 的 不 方便 处 ， 即 ,为 了 表 
示 一 个 很 小 的 数 却 需要 用 很 长 的 一 行 表达 式 。 这样, 七 十 九 
(可 表 为 1.24 十 0.2: 十 0.24 十 1.23+1.22 十 1.2 十 1) 在 二 进位 制 
中 被 写成 1001111 

为 了 说 明 二 进位 制 中 乘法 的 简单 性 ， 我 们 用 十 进位 制 中 
5 乘 7, 它们 相应 的 表示 是 101 和 111. 只 要 记 住 在 该 系统 中 
1 十 1 一 10, 我 们 就 有 

1 


101 
111 
111 
100011 =2:+2+1 


这 是 35, 它 的 确 应 该 是 这 个 数 . 
”” 莱 布 尼 花 (1646 一 1716) 是 他 那个 时 代 最 伟大 的 思想 家 之 
一 ,他 十 分 欣赏 二 进位 制 ， 用 拉 普 拉 斯 的 话 来 说 :“ 莱 布 尼 兹 
在 他 的 二 进位 算术 中 看 到 了 宝 宙 创始 的 原 象 ， 他 想象 1 表示 
上 帝 ,而 0 表示 虚无 ,上帝 从 虚无 中 创造 出 所 有 实物 , 恰 如 在 
他 的 数学 系统 中 用 1 和 0 表示 了 所 有 的 数 .” 
习题 : 考虑 以 “为 基底 表示 整数 的 问题 ， 为 了 在 这 个 系统 中 
岂 出 一 个 数 的 名 字 ， 我 们 需要 对 数字 0，1.…, 4 一 1 和 的 各 等 
次 : a, om ，… 给 出 数字 的 名 称 。 对 “= 2, 3，,…, 15, 若 给 堆 
到 一 千 的 数字 起 名 字 ， 需 要 多 少 个 不 同 的 数字 的 名 称 ? 哪 一 种 基 
底 要 求 的 数字 名 称 最 少 ? (例如 a = 10， 我 们 需要 对 十 个 数字 给 
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出 名 称 ， 再 加 上 10，100，1000 这 三 个 ,一 共有 13 个 ; 例如 ， 
“= 20， 我 们 露 要 对 二 十 个 数字 给 出 名 称 , 再 加 上 20,400， 一 共 
22 个 ,对 4 一 100, 我 们 需要 100 个 数字 再 加 上 一 个 .) 


"82 数 系 的 无 限 性 ”数学 归纳 法 
1. 数学 归纳 法 原理 


自然 数 序列 1, 2, 3, 4,… :是 没有 止 尽 的 ,因为 在 任何 自 
然 数 ” 后 ， 我 们 还 可 以 写 出 下 一 个 自然 数 ” 十 1。 为 了 表达 
自然 数 序列 的 这 个 性 质 ,我 们 说 ,有 无 穷 多 个 自然 数 ， 自然数 
序列 是 数学 上 无 限 性 的 一 个 最 简单 最 自然 的 例子 ， 而 数学 上 
的 无 限 性 在 近代 数学 中 起 着 重要 的 作用 ， 这 本 书 的 许多 地 方 
我 们 将 必须 处 理 包含 无 穷 多 个 数学 对 象 的 集合 ， 例 如 直线 上 
的 所 有 点 的 集合 , 平面 上 的 所 有 三 角形 的 集合 等 。 自然 数 的 
无 限 序列 是 无 限 集中 最 简单 的 例子 。 

从 ”到 ”十 1!， 这 一 步 接 一 步 的 程序 产生 了 数 的 无 限 序 
列 ， 也 构成 数学 推理 的 一 个 最 基本 的 类 型 〈 即 数学 归纳 法 ) 
的 基础 。 在 自然 科学 中 , “经验 归 纳 法 ”是 从 对 某 个 现象 的 一 
系列 特殊 的 观测 出 发 ， 直 到 表达 成 这 现象 每 次 发 生 时 都 服从 
的 一 般 规律 这 个 规律 的 可 信 程度 要 依赖 于 观测 的 次 数 和 证 
实 的 次 数 。 这 种 归纳 推理 通常 是 完全 令 人 信服 的 ; 预言 明天 
太阳 将 从 东方 升 起 ， 这 就 是 完全 肯定 的 事 . 但 这 种 命题 的 特 
点 和 用 严格 逻辑 或 数学 推理 来 证 明定 理 是 不 一 样 的 . 

数学 归纳 法 是 以 一 种 很 不 同 的 方式 来 证 明 无 穷 序列 情形 
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都 是 正确 的 (第 一 个 .第 二 个 、 第 三 个 ,一 直下 去 概 不 例外 ) 的 
数学 定理 .让 我 们 用 4 表示 一 个 有 关 任 意 自然 数 = 的 命题 . 例 
如 4 可 以 是 这 样 的 命题 :“ 一 个 # 十 2 边 的 凸 多 边 形 的 内 角 和 
是 =” 倍 180?. 或 4 是 这 样 一 个 命题 : 在 平面 上 划 ” 条 直线 
不 可 能 把 平面 分 成 多 于 2" 个 部 分 .” 为 了 证 明 这 样 一 个 对 每 
一 个 自然 数 ”都 成 立 的 定理 ， 只 对 = 的 前 10 个 .前 100 个 甚 
至 前 1000 个 值 来 证 明 是 不 够 的 .这 确实 与 经 验 归 纳 法 的 样子 
相似 .与 此 相反 ,我 们 必须 用 一 个 严格 数学 的 , 非 经 验 的 推理 
方法 ,这 种 推理 方法 的 特点 我 们 下 面 用 对 命题 4 和 4' 的 证 明 
来 说 明 , 对 于 命题 4, 我 们 知道 , x 二 1 时 ,这 个 多 边 形 是 三 角 
形 ,由 初等 几何 知 ,其 内 角 和 是 1 180°. 对 一 个 四 边 形 ，* 一 
2， 我 们 划一 条 对 角 线 把 四 边 形 分 为 两 个 三 角形 , 立刻 看 出 四 
边 形 的 内 角 和 等 于 这 两 个 三 角形 内 角 的 和 ， 由 此 得 180° 十 
180° 二 2. 180°。 接着 是 w 一 3 (五 边 形 ) 的 情形 ,我 们 可 把 它 
分 成 一 个 三 角形 和 一 个 四 边 形 ， 由 于 刚才 已 证 明了 四 边 形 的 
内 角 和 是 2 . 180°, 而 三 角形 的 内 角 和 是 180"。. 因此 对 于 五 
边 形 , 我 们 则 得 到 3. 180". 显然 , 依 此 类 推 , 可 逐次 地 证 明 
n 一 4, n 一 5, 等 等 情形 ,而 且 , 每 一 个 命题 都 能 以 同样 的 方 
式 由 前 一 个 命题 推出 ,所 以 一 般 的 定理 4 对 于 所 有 ” 都 成 立 。 

类 似 地 , 我 们 也 能 证 明 命 题 4 、 当 ”一 1 时 ， 其 命题 显 
然 是 对 的 ， 因 为 一 条 直线 可 把 平面 分 成 两 部 分 ,现在 加 上 第 
二 条 直线 ,除非 新 的 直线 平行 于 第 一 条 ,否则 上 述 的 每 一 部 分 
都 被 分 成 新 的 两 部 分 ， 无 论 哪 一 种 情形 ,对 x 一 2, 我 们 所 分 
的 部 分 都 不 多 于 4 二 2 部分。 现在 加 上 第 三 条 线 ， 上 述 区 域 
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的 每 一 个 或 者 分 成 两 部 分 ， 或 者 没 被 分 割 。 因 此 总 的 部 分 不 
多 于 2. 2 一 2， 证 实 这 种 情况 正确 之 后 , 我 们 可 以 用 同样 的 
方式 继续 证 明 下 一 个 情形 ， 就 这 样 一 直 无 限 地 进行 下 去 ， 

上 面 讨论 的 基本 思想 是 ， 为 了 证 明 一 个 对 所 有 ”成 立 的 
定理 4, 我 们 连续 地 证 明 一 系列 特殊 情形 41, 4;,*……。. 之 所 
以 能 这 样 作 主 要 是 基于 : 。) 存在 一 个 一 般 方法 , 它 表明 : 如 
果 任 意 一 命题 4, 是 正确 的 , 则 下 一 个 命题 4,+r: 也 是 正确 的 ; 
5) 第 一 个 命题 4, 已 知 是 正确 的 . 这 两 个 条 件 《 它 们 对 证 明 
所 有 命题 4,, 4;,，4;,，'… 都 正确 , 是 足够 了 .) 正 如 亚 里 士 多 
德 (Aristotel) 的 基本 逻辑 规则 那样 , 对 数学 来 说 , 它 是 基本 的 
逻辑 原则 ， 我 们 把 它 叙述 为 : 

假设 我 们 希望 证 明 整 个 一 系列 无 穷 多 个 数学 命题 

Ai, A,, La， 5 
《它们 合 起 来 成 为 一 般 命题 4). 假设 。) 通过 某 些 数学 论证 
证 明了 : 如 果 * 是 任意 正 整数 , 且 如 果 命 题 4, 已 知 是 真 的 ， 
则 可 推出 命题 4,+ 也 真 ; 5) 第 一 个 命题 4, 已 知 是 真 的 ， 那 
么 ,序列 的 所 有 命题 必然 都 是 真 的 ,从 而 4 得 证 . 

就 像 接受 简单 的 普通 逻辑 规则 那样 ， 我 们 将 毫 不 犹 耶 地 
接受 它 ， 并 把 这 作为 数学 推理 的 一 个 基本 原则 ， 因 为 这 时 我 
们 能 够 证 明 任意 命题 4。 是 正确 的 . 这 从 给 定 的 论断 5) (4 
是 真 的 ) 开 始 ,然后 重复 地 运用 论断 a) 依次 地 证 明 4;, 4;,4， 
等 等 为 真 ,一 直到 我 们 得 到 命题 4, 为 止 。 因 此 数学 归纳 法 依 
赖 于 这 样 一 个 事实 : 任意 一 个 自然 数 + 都 有 一 个 后 继 的 自然 
数 + 十 1 而且 我 们 所 求 的 自然 数 # 可 以 从 1 开始 经 过 这 样 
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的 有 限 步骤 而 达到 ， 

通常 在 用 数学 归纳 法 原理 时 ,并 不 明确 地 叙述 出 来 ,或 者 
只 是 简单 地 用 “等 等 ”,“ 一 直 这 样 下 去 ”这 类 的 话 来 说 明 .这 
在 初等 数学 中 是 常见 的 。 但 在 比较 细致 的 证 明 中 , 必须 要 明 
确 地 用 归纳 法 讨论 .我们 将 给 出 一 些 简单 但 又 不 是 很 显然 的 
例子 。 


2 等 差 级 数 


对 任意 的 * 值 ， 前 ”个 整数 的 和 1 + 2 上 +3 二 .二 n 

等 于 ?十 中。 为 了 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 定理 ， 我 们 必须 
表明 对 任意 的 x 命题 4,: 

1 十 2 十 3 十 :十 一 2 二 1 (1) 

成 立 ，s) 我 们 先 看 如 果 * 是 一 正 整 数 , 且 4, 已 知 是 真 的 , 即 
已 知 

1 十 2 十 3 士 …' 十 7 一 


这 时 ,我 们 把 数 > 十 1 加 到 这 等 式 两 边 , 得 到 等 式 
r(r 十 1) 
2 


Zr 士 1) 
2 > 


1 十 2 十 3 十 …' 十 十 (十 1) 一 


ttD) -rt +rt 


CC 十 1)(7 十 2) 
NN 9 


es 22 % 


很 清楚 ,这 是 命题 4 。 门 由 于 1 一 ,命题 4， 显然 是 


2 
对 的 .因此 按 数 学 归纳 法 原理 ,命题 4。 对 每 一 个 = 都 成 立 ， 
这 就 是 要 证 明 的 . 


通常 的 证 明 是 把 和 式 1 十 2 二 3 十 …' 十 2 写成 二 种 形式 
S 一 1 十 2 十 … 士 (一 1) 十 和 


是 


S, 一 0 十 (2 一 1) 十 … 十 2 十 1 
然后 加 起 来 ,我 们 看 到 在 同一 列 的 每 一 对 数 的 和 是 ”十 1, 由 
于 一 共有 * 列 , 故 知 
25;, = n(n 十 1)， 

这 就 证 明了 所 要 的 结果 ， 

从 (1) 我 们 立刻 导出 任意 等 奖级 数 的 前 x 十 1 项 的 求 和 
公式 ， 

P=a+(a+d)t+(aft2d) + .+ (a tnd) 


于 D2at ng) (2) 
2 
因为 


忆 ,一 (2 十 1)a 二 (1 十 2 十 …: 十 2)4 
(+) + 
_ 2+ lot+ n(n+ Ld 


2 


(nn 十 1)(2a 十 zi) 
2 本 


当 a 一 0, 4d 一 1 时 ,这 就 是 (1)。 
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3. 等 比 级 数 


可 以 用 类 似 的 方式 来 处 理 一 般 的 等 比 级 数 ， 我 们 将 证 明 
对 每 个 = 值 有 
人 (3) 
1—9g 
(我 们 假设 g 关 1, 否则 (3) 式 右边 没 意 义 .) 
对 ”一 1, 这 命题 肯定 是 对 的 ,因为 这 时 这 命题 为 
Gi=a++ag= 中 二 人 2 
9 
= (1 El + q), 
1 一 4 
如 果 我 们 假设 
G 一 6 十 aog 十 … 十 aogf 一 a- 二 了-， 


则 可 求 得 如 下 结果 
GrH 一 (ea 十 aqg 十 …' 十 oag) 十 agri 
1 一 qt! 


G, 十 aqg't! m= 6 十 ag't! 
9 


(1 — q+) + gt!(1 一 9) 
1 一 4 

了 i Gi 十 gi 
1 一 4 


m= (4 


a 
一 7 十 2 
Ee 
1 一 4 
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这 正好 是 命题 (3) 当 2 一 > 十 1 的 情形 。 证 毕 。 
在 初等 课本 中 ,通常 的 证 明 是 如 下 步骤 进行 的 ， 设 
Gu, 一 ca 十 og 十 …, 十 aq"， 
在 等 式 的 两 边 用 4 乘 , 得 到 
dgG = aq+ag t+ 二 Tag 
现在 从 原来 的 等 式 相应 地 减 这 个 等 式 的 两 边 ,得 到 
Gs — gqGr ~— 4 — ag"™™, 
(1 — gq)G, = all — gqg"™), 


nt+l 


Pe ca sh 
1 一 4 


4. 前 ”项 平方 和 


数学 归纳 法 的 另 一 个 有 趣 的 应 用 是 关于 前 ” 项 平方 和 ， 
通过 直接 试验 可 以 发 现 ,至 少 在 > 不 大 时 有 
让 2 0 


人 们 猜想 这 个 重要 公式 可 能 对 所 有 正 整 数 ”都 成 立 .为 了 证 
明 这 点 , 我 们 再 一 次 用 数学 归纳 法 原理 ， 我 们 先 看 如 果 命 题 
4,( 在 这 里 是 等 式 (4)) 对 ”一 ”时 的 情形 是 正确 的 , 即 


r(r 十 1)(2r 十 1) 
ee 。 


然后 在 这 等 式 两 边 加 上 (r 十 17, 我 们 得 到 
十 2 十 3 十 二 PCD 二 rr 二 


十 2 十 3 十 "十 7 一 
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YCr 十 1)027 二 1) + 6(r+1) 
6 


(Cr 十 DLrGCr 十 D 十 6(r 十 1] 
6 


十 (7r 十 于 7) 一 


(人士 1)C2 和 十 7 十 6) 
6 


_ (十 1 十 2)027 十 3) 
6 
这 情形 正好 就 是 命题 4,44, 因为 把 (4) 中 的 x* 用 + 十 1 代入 
就 得 到 它 。 为 了 完成 证 明 , 我 们 只 须 说 明 命题 4 成立, 而 这 
时 等 式 
_IG+DC+D， 
6 

显然 成 立 ， 因 此 等 式 (4) 对 每 个 = 都 成 立 . 

对 于 更 高 次 的 整数 寡 的 和 ,14 十 24 十 3 十， 十 城 , 这 
里 和 是 任意 一 个 正 整数 ， 都 可 以 求 出 类 似 的 公式 作为 一 个 
练习 ,读者 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 


2 
二 2 二 3 二 二 mm 二 | . (5) 


12 


应 该 指出 的 是 ,一 旦 公式 (5) 写 出 来 后 ,用 数学 归纳 法 证 
明 这 公式 就 足够 了 ， 但 这 证 明 却 没有 表明 这 个 公式 最 初 是 怎 
么 产生 的 .为 什么 表达 式 [n(n 十 1)/2 卫 被 人 正确 地 猜 到 是 前 
2 项 立方 和 的 表达 式 , 而 不 是 [zx(> 十 1)/3 荆 或 《19m 一 412 
十 24)/2 或 任何 其 它 曾 经 被 考虑 过 的 无 限 多 个 相似 类 型 的 表 
达 式 .一 个 定理 的 证 明 在 于 应 用 某 些 简单 逻辑 规则 ,但 这 样 一 
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个 事实 并 没有 揭示 数学 中 的 创造 性 的 成 分 ， 而 创造 性 在 于 对 ， 
被 考察 的 各 种 可 能 性 作 一 选择 。 假设 (5) 的 来 源 问题 , 属于 
一 个 没有 一 般 规律 可 循 的 领域 ， 其 中 起 作用 的 是 经 验 、 类 比 
和 直观 .但 是 一 旦 叙述 出 正确 的 假设 ， 用 数学 归纳 法 就 常 可 
提供 证 明 ， 由 于 这 样 一 种 证 明 方法 并 没有 给 出 发 现 过程 的 线 
索 , 把 它 称 为 验证 似乎 更 为 合适 ， 


“5. 一 个 重要 的 不 等 式 


在 下 一 章 我 们 将 发 现 不 等 式 
(1+p)">1+np (6) 

的 用 途 ,这 里 是 对 2 二 一 1 的 任意 数 和 任意 正 整 数 7 成 立 (为 
了 一 般 性 起 见 , 我 们 人 允许? 是 大 于 一 1 的 任何 数 ,因而 预先 在 
这 使 用 了 负数 和 非 整 数 。 对 一 般 情形 的 证 明 与 ? 是 正 整 数 情 
形 时 的 证 明 是 完全 一 样 的 )， 我 们 仍 用 数学 归纳 法 . 

a) 如 果 (1 十 "之 1 十 rp 成 立 , 则 在 这 不 等 式 的 两 边 
乘 上 正 数 1+p, 我 们 得 到 

(1 Tl1+rp+pt+ rt, 
去 掉 正 项 大 只 能 加 强 这 个 不 等 式 , 所 以 
(I+ 将 1+ (r+ 1)p. 

这 表明 不 等 式 (6) 对 下 一 个 正 整 数 7 十 1 也 成 立 . 2) (1 十 p》 
之 1 十 是 显然 成 立 的 。 这 完全 证 明了 (6) 对 每 个 # 都 成 立 ， 
数 娟 > 一 1 这 个 限制 是 不 可 少 的 .如果 户 二 一 1, 则 1+ 是 
负 的 . 这 时 在 a) 中 的 论证 是 不 对 的 ,因为 不 等 式 的 两 边 用 一 
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-负数 乘 ， 不 等 号 要 倒 过 来 〈 酌 如 ， 如 果 我 们 用 一 1 乘 不 等 式 
-3>2 的 两 边 , 仍 写成 一 3 之 一 2 就 是 错误 的 ). 


*6. 二 项 式 定理 


给 二 项 式 的 7 次 究 (a 十 9)” 以 一 个 明确 表达 式 常常 是 
重要 的 . 通过 直接 的 计算 ,我 们 有 
hb (at+b)=oatb, 
对 z=2, (e+ 5) = (a+b)(a+D) 
一 a(e 十 0) 十 ba 十 0) 一 十 208 十 六 
对 2=3, (ot+ b= (a +b)(a + 6b) 
= a(a + 2ab + b) + ba + 20b + 5) 
一 十 3a%b 十 3ab? 十 六 ， | 
等 等 ， 在 “等 等 ”这 词 的 背后 有 什么 一 般 规律 呢 ? 让 我 们 检查 
一 下 (a 十 5b》 计算 的 过 程 。 由 于 (ot+6b》 一 (a+b)(at6)， 
我 们 用 4 乘 4 十 5 的 每 一 项 ,然后 用 5 乘 4 十 5 的 每 一 项 ,再 
加 起 来 就 得 到 了 (a 十 8》 的 表达 式 . 计算 (a 十 56》 一 (a 十 
5)(a 十 8)? 用 的 是 同样 的 程序 。 我们 可 以 用 同样 的 方式 继续 
计算 (a 十 5)',(a 十 5) 等 等 一 直 进行 下 去 ，(a 十 5)” 的 表 
达 式 是 这 样 得 到 的 : 用 “去 乘 前 面 对 〈e 十 6) 得 到 的 表 
达 式 ,同样 地 用 4b 去 乘 它 ， 再 加 起 来 .这 引出 下 页 的 图 . 它 
立刻 表明 了 (a 十 5)” 的 展开 式 中 系数 形成 的 一 般 规律 .我 
们 构造 一 个 数 的 三 角形 阵列 ,从 a 十 6 的 系数 1 ”1 开始 ， 
并 使 得 这 三 角形 的 每 一 个 数 是 上 一 排 中 它 的 两 边 的 两 个 数 的 
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(十 好 = 人 妇 十 200 十 芒 
® 湛 of se of YS 
(a + b= 3 ~ 4 
oo 30b + 3 + 胞 


yoy A 


这 三 角形 中 的 第 4 行 是 (a 十 5)" 展开 式 的 系数 , 它 是 按 4 的 
递减 的 加 和 4 的 递增 的 才 排 列 的 。 例 如 

(a + 6) = a + 7 + 21a5b? + 35a'b3 

二 3562 十 21625 十 7abs 十 要 

我 们 用 一 个 简单 的 下 标 和 上 标记 法 ,让 

Ci = 1, Cr, C9, C9, ***, CIs CI 1 
表示 巴 斯 嘉 三 角形 的 第 了 排 的 数 ， 这 时 〈e 十 8)” 的 一 般 公 
式 可 写成 


1) 在 我 国 宋代 杨 辉 < 详解 ( 九 章 ) 算 法 > 中 载 有 此 图 , 叫 < 开 方 作法 本 源 > 图， 
这 是 中 国 算 学 的 一 项 杰出 贡献 , 比 巴 斯 嘉 至 少 早 500 年 。 一 一 译注 
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《ee 十 8 一 喧 十 Crar lb + Ca 


十 .…. 十 C? iapz-1 十 因 ， (7) 
按照 巴 斯 嘉 三 角形 形成 的 规律 ,我 们 有 
C? 一 C3 十 Cr!, (8) 


作为 一 个 练习 , 有 经 验 的 读者 可 以 利用 这 个 关系 和 Cj= Ci 一 
1 这 一 事实 ,用 数学 归纳 法 证 明 


zz 一 1)(2 一 2)… (2 一 ?十 1) 
1.2. 3 


C7? 一 
! 
一 i (9) 
[对 任 正 整数 x, 符号 x!1( 读 作 “x 的 阶乘 ”) 表示 前 = 
个 正 整数 的 乘积 : 2! 一 1 .2 .3…z。 为 了 方便 起 见 ， 规 
定 0! 一 1， 这 样式 (9) 对 ;一 0 和 ; 一 2 时 均 成 立 ]， 系 数 
为 这 种 公式 的 二 项 式 展 开 式 中 ， 称 为 二 项 式 定理 〈 见 第 623 
页 )， 
习题 : 用 数学 归纳 法 证 明 


1 1 
二 过 过 = en. 
t+ + 


1 a 1 

nz(2 二 1) 7 十 1” 
3 办 2 十 2 

2 
) = 到 十 五 十 2” 22 “ 
1 — (z+ 1)g"+ng"t! 

(1 一 2 
1 一 gaz+! 
工 一 和 " 


*3) 十 24 十 34? 十 … 十 2 一 


*4) (1 十 9)(1 + gg) 十 4)》…(1 十 9) 一 


求 出 下 列 等 比 级 数 的 和 


5) 


1 
十 i a 一 一 -一 一 -一 
(1+x’)’ 十 上 rey 


ll. 
1+x? 


了 EM 
6 
) + 到 CT (1 + 2 )” 


) 和 六 + (全 人) + 人 于 
用 公式 (4) 和 (5) 证 明 


本 8 ) 1: 十 3 十 十 (22 二 1) 一 C+ Dt DT, 


#9) 133+ 33 二 (22 + 1) = (n+1)(2n: + 4n+1), 
10〉 用 数学 归纳 法 直接 证 明 这 同样 的 结果 ，。 


*7， 再 谈 数 学 归纳 法 


数学 归纳 法 原理 可 以 推广 为 : “如 果 给 定 一 系列 命题 4 
4i+0 4s+ay 这 里 ， 是 某 个 正 整数 , 且 如 果 

a) 对 每 个 "> 的 值 ，4， 为 真 时 能 推出 4,+: 也 为 真 ; 

b) 4 已 知 是 真 的 ， 

则 所 有 命题 4.，4:+0 4+:，… 是 真 的 ;就 是 说 ,对 所 有 的 之:; 4， 
成 立 .” 很 清楚 ,这 里 是 把 序列 1, 2， 3。… 换 成 了 紫 似 的 序列 … s+ . 
1, s 十 2，，…， 并 运用 了 建立 普通 数学 归纳 法 时 所 用 的 同一 推理 ， 
用 这 形式 的 归纳 法 我 们 可 以 加 强 第 11 页 的 不 等 式 , 即 把 等 号 “=” 
的 可 能 性 去 掉 。 我 们 说 ， 对 任意 wx0 且 大 于 一 1 和 任意 7 之 2 的 
整数 ,有 

(1 + Pp)>1+ np (10) 
这 道 证 明 题 留 给 读者 . 

与 数学 归纳 法 原理 紧密 相关 的 是 “最 小 自然 数 原 理 ”, 它 表 明 : 
任何 一 个 非 空 正 整数 集 c 有 最 小 元 素 . 一 个 集合 如 果 没 有 元 素 ， 
就 是 空 集 . 例 如 , 所 有 由 直线 形成 的 圆 的 集合 ,或 使 >>” 成 立 的 整 
数 ”的 集合 。 在 叙述 这 个 洒 理 时 、 我 们 显然 应 当 排 除 这 种 空 集 ， 
集合 C 可 以 是 有 限 的 ,例如 1 2，3, 4, 5 这 个 集 , 也 可 以 是 无 限 的 。 
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例如 全 体 偶数 集 2, 4, 5, 8， 10…， 任 何 一 个 非 空 集 C 至 少 包含 一 
个 自然 数 ， 记 它 为 >， 则 整数 1, 2, 3， … = 中, 属于 c 的 数 必 有 一 
个 最 小 的 , 它 将 是 c 中 的 最 小 整数 。 
要 认识 这 个 原理 的 意义 ,唯一 的 办 法 就 是 , 注意 它 不 适用 于 非 
自然 数 的 数 集 C， 例 如 正 分 数 集 1 二， 二， 二 ，*… 没有 最 小 元 
素 . 
从 还 辑 的 观点 来 说 ,注意 到 下 面 一 点 是 很 有 趣 的 , 即 可 以 用 最 
小 自然 数 原理 把 数学 归纳 法 当 作 一 个 定理 来 证 明 。 对 此 让 我 们 考 
虑 任意 一 系列 命题 4 ， 刀 ,4 …, 使 得 
“) 对 任 一 正 整数 *，A 为 真 时 能 推出 4141 也 为 真 ; 
2) 已 知 4 为 真 . 
我 们 将 表明 : “这 些 4 中 有 一 个 不 为 真 ” 这 一 假设 是 不 对 的 ， 
因为 只 要 这 些 4 中 有 一 个 不 为 真 , 则 使 得 4 不 为 真 的 全 体 正 整 数 
集 c 就 是 不 空 的。 按 最 小 自然 数 原 理 , C 包含 一 最 小 整数 ,由 5) 
知 ?必须 >1。 因 此 4 不 为 真 ,但 4,-1 为 真 。 这 与 <) 矛盾 
必须 再 一 次 强调 数学 归纳 法 原理 与 自然 科学 中 的 经 验 归 
纳 是 大 不 相同 的 . 在 任意 有 限 多 个 情形 中 〈 不 管 它 有 多 大 )， 
证 实 一 个 一 般 规律 ， 不 能 算 作 对 这 个 规律 提供 了 一 个 严格 数 
学 意义 下 的 证 明 ， 即 使 当时 还 不 知道 有 例外 的 情形 。 这样 一 
个 规律 仍然 只 是 -- 个 相当 合理 的 假说 ， 有 待 于 以 后 的 试验 结 
果 来 验证 ， 在 数学 上 ,一 个 规律 或 一 个 定理 ,只 有 当 它 能 表示 
为 某 些 已 被 认为 是 正确 的 假设 的 逻辑 的 必然 结果 时 ， 才 算是 
被 证 明了 . 在 数学 命题 中 有 许多 这 样 的 例子 : 这 些 命题 到 现 
在 为 止 ,在 所 考虑 的 每 一 个 特殊 情形 都 被 证 实 了 ,但 至 今 仍 未 
证 明 它 普遍 地 成 立 〈 第 47 页 就 有 一 个 例子 ). 一 个 人 通过 许 
多 例子 观察 到 一 个 定理 是 真 的 ， 他 可 能 感到 在 一 般 情形 下 它 
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也 是 对 的 ， 随 后 他 可 以 试图 用 数学 归纳 法 来 证 明 它 ， 如 果 成 
功 , 这 定理 就 证 明 是 正确 的 ;如 果 失 败 了 ， 这 个 定理 可 能 是 正 
确 的 ,也 可 能 是 错误 的 ;并 可 能 在 某 一 天 有 人 会 用 其 它 方法 把 
它 证 明 或 否定 ， 
在 用 数学 归纳 法 时 ,我 们 必须 经 常 确 保 条 件 ) 和 2) 是 真正 被 
满足 的 。 忽略 了 这 个 先决 条 件 可 以 引出 像 下 面 这 样 的 功 雇 结果 。 
这 里 请 读者 自己 找 出 错误 来 。 我 们 将 “证 明 ” 任 意 两 个 正 整 数 相 
等 ,例如 5 一 10. 
首先 给 出 一 个 定义 : 如 果 a 和 2 是 两 个 不 等 的 正 整 数 ,我 们 定 
义 max(a, 2) 是 a, 2 中 较 大 的 一 个 ， 如 果 “一 和 ,我 们 令 max(4, 5) 
一 “一 4 例如 max(3, 5) = max(5, 3) 一 5, 而 max(4,4) 一 4。 
现在 让 4, 是 这 样 的 命题 :“ 如 果 “, 5 是 使 max(a, 6) 一 ”的 任意 
两 个 正 整数 , 则 4。 = 6.” 
4) 假设 4, 成 立 ; 设 a, 5 是 任意 两 个 使 得 max(a, 2) 一 上 十 工 
的 正 整 数 ， 孝 虑 两 个 整数 
a=al1 
B=6—1, 
则 max(x, 6) = +, 又 由 于 我 们 假设 4; 成 立 , 因此 « = 8, 由 此 知 
“一 和 因此 4+r: 成 立 。 
6) 4, 显然 成 立 。 因 为 如 果 max(a,6) = 1, 则 由 于 4, 5 假设 
是 正 整 数 ,所 以 都 必须 等 于 1， 因此 按 数 学 归纳 法 ,如 对 任意 的 
成 立 。 
现在 如 果 a 和 “2 是 两 个 不 管 什 么 样 的 正 整数 "用 ”表示 
max(a, 2)， 由 于 已 证 明了 对 任意 的 >,， 人 4 是 成 立 的 , 特别 4, 是 成 
立 的 ,因此 * = 一 2 
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引 言 


自然 数 虽然 逐渐 失去 了 它 和 宗教 迷信 及 神秘 主义 的 联 
系 ,但 是 数学 家 对 它 的 兴趣 丝毫 也 没有 减退 。 欧 几 里 得 ( 约 公 
元 前 300 年 ) 大 概 是 对 数论 作 了 最 初 贡献 的 人 (他 的 出 名 是 由 
于 在 他 的 《原本 》 中 有 一 部 分 内 容 构 成 了 中 学 课程 几何 学 的 基 
础 ， 虽 然 他 的 几何 学 的 大 部 分 内 容 只 不 过 是 前 人 工作 的 一 个 
总 结 ). 亚 历 山大 城 的 一 个 早期 的 代数 学 家 丢 番 都 (Diophantus) 
( 约 公元 275 年 )， 留 下 了 他 关于 数论 的 著作 。 费 尔 玛 (P. 
Fermat) (1601 一 1665), 土 伦 的 一 个 法 官 ,他 那 时 代 最 伟大 的 
数学 家 之 一 ， 是 近代 数论 的 开创 者 。 欧 拉 《Euler) (1707 一 
”1783)， 最 多 产 的 数学 家 ,在 他 的 研究 中 有 相当 多 的 是 数论 方 
面 的 工作 。 在 数学 杂志 上 很 出 名 的 勒 让 德 (Legendre)， 狄 里 
赫 莱 (Dirichlet) ， 黎 曼 《Riemann》 也 可 以 列 人 这 个 名 单 中 。 
高 斯 (Gauss) (1777 一 1855)， 是 近代 第 一 流 的 数学 家 , 在 数 
学 的 许多 不 同 分 支 都 有 他 的 贡献 ; 据说 他 用 下 面 的 话 表示 他 
对 数论 的 看 法 : “数学 是 科学 的 皇后 ,而 数论 是 数学 的 皇后 .” 
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31 素 效 
1 基本 事实 


数论 中 的 多 数 命题 (如 同 数学 是 一 整体 那样 ) 不 是 涉及 单 
个 的 对 象 (例如 数 5 或 数 32), 而 是 涉及 某 些 有 共同 性 质 的 一 
类 对 象 ,例如 ,全 体 偶数 集 ， 
5 4， 6， 8， “oy 
或 全 体能 用 3 整除 的 整数 集 ， 
3，6，9，12，…， 
或 所 有 整数 的 平方 的 集 ， 
1，4，9，16，…， 
等 等 . 
在 数论 中 ,最 基本 的 最 重要 的 一 类 数 是 素数 ， 大 多 数 整 
数 能 分 解 成 较 小 的 因子 : 10 一 2.5，111 一 3.37，144 一 3。 
3.2.2.2.2 等 等 。 人 们 都 知道 , 不 能 这 样 分 解 的 数 就 是 素数 ， 
更 确切 地 说 ,一 个 大 于 工 的 正 整 数 p, 它 除了 1 和 它 本 身 外 没 
有 因子 ,就 称 它 是 素数 ，( 如 果 有 某 个 整数 使 得 一 ac, 则 
称 整数 a 是 整数 b 的 因子 或 除数 .) 2, 3, 5, 7, 11, 13,17,… 
这 些 数 是 素数 ， 而 ， 比 如 说 ,12 就 不 是 , 因为 12 一 3.4.。 素 
数 的 重要 性 在 于 这 一 事实 : 每 一 个 整数 都 能 表示 为 素数 的 乘 
积 。 如 果 一 个 数 本 身 不 是 素数 ， 那 么 可 以 不 断 地 对 它 进行 因 
子 分 解 ， 一 直到 所 有 的 因子 都 是 素数 为 止 。 例如 , 360 一 3， 
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120 一 3.30.4 一 3.3.10.2.2 一 3.3.5.2.2.2 一 23.32.5。 一 
个 整数 (除了 0 和 1 ) 如 果 不 是 素数 ,就 称 为 是 合 数 . 

对 于 素数 ,最 初 所 产生 的 一 个 问题 是 :究竟 只 有 有 限 个 不 
同 的 素数 ,还 是 素数 类 包含 无 穷 多 个 元 素 ,如 同 全 体 正 整数 那 
样 (虽然 素数 只 是 正 整数 的 一 部 分 )， 回 答 是 ， 有 无 穷 多 个 于 
数 . 

关于 素数 有 无 穷 多 个 的 证 明 ( 它 是 由 欧 几 里 得 给 出 的 ) 至 
今 仍然 是 数学 推理 的 一 个 典范 这 是 用 “ 反 证 法 ”来 进行 的 。 
我 们 从 一 个 尝试 性 的 假定 出 发 ， 即 认为 这 定理 是 不 对 的 ， 也 
就 是 说 假定 只 有 有 限 多 个 素数 ， 也 可 能 很 多 一 一 十 亿 或 更 
多 一 一 用 一 般 的 、 非 确定 性 的 方式 来 表示 , 记 为 有 个 .采用 
下 标的 写法 ,我 们 可 以 用 志 , Pp;,*……, ps 来 表示 这 些 素数 ， 其 
它 任何 一 个 数 都 是 复合 数 而 且 素 数 请， 户 ，.…， 加 中 至 少 有 
一 个 能 整除 它 ， 我 们 现在 构 作 一 个 数 4, 让 它 比 p, 户 ，-…， 
ps 中 任 一 个 都 大 ， 从 而 与 它们 中 的 任何 一 个 都 不 同 , 又 让 它 
不 能 被 户 , p;,，… , p; 中 的 任 一 个 整除 ,因而 产生 矛盾 。 这 数 
是 


4 一 户 加 加 十 1 
即 我 们 所 假设 的 所 有 素数 的 乘积 再 加 上 1。 4 比 这 些 中 的 
任 一 个 都 大 ， 因 而 必须 是 合 数 。 但 用 如 ，p, 等 去 除 4 总 是 
余 1, 因此 这 些 靖 不 是 4 的 因子 ， 这 是 由 我 们 当初 的 假设 ( 仅 
有 有 限 个 素数 ) 而 导致 的 矛盾 。 因而 这 假设 只 能 被 看 成 是 荡 
廖 的 ,从 而 它 的 反面 必然 是 正确 的 。 定 理 证 完 . 
虽然 这 个 证 明 用 的 是 反 证 法 ,但 稍 加 修改 一 下 , 至 少 在 理论 上 


可 给 出 一 个 ， 能 构造 出 无 穷 多 个 素数 的 方法 。 我 们 从 任 一 素数 开 
始 , 例 如 = 2, 假设 我 们 已 经 构造 出 了 =” 个 素数 pi， Pp …, Pn。 
这 时 , 我 们 看 数 pp,…p， 十 1。 或 者 它 本 身 是 一 素数 ， 或 者 它 有 一 
个 素数 因子 , 而 且 这 个 素数 因子 不 同 于 已 造 出 的 那些 素数 。 由 于 
这 个 因子 总 能 通过 直接 试验 来 确立 ， 因 而 我 们 保证 在 任何 情形 下 
都 至 少 能 找 出 一 个 新 的 素数 +。 照 这 个 方法 进行 下 去 、 我 们 看 
到 可 构造 的 素数 序列 决 不 会 终止 。 

习题 : 从 如 = 2， ps = 3 开始 , 进行 这 种 构造 找 出 5 个 以 上 
的 素数 
当 一 个 数 已 被 表示 成 素数 的 乘积 后 ， 我 们 可 以 用 任意 的 


次 序 来 排列 这 些 素数 因子 ， 稍 有 一 点 经 验 就 可 知道 ， 除 了 次 
序 可 任意 排列 外 , 一 个 数 N 的 素 因子 分 解 是 唯一 的 ; 每 一 个 
比 1 大 的 整数 N 只 能 有 一 种 方式 分 解 成 素数 的 乘积 ， 这 命题 
初 看 起 来 似乎 是 如 此 明显 ,以 至 于 人 们 一 般 都 倾向 于 承认 它 。 
但 它 决 不 是 不 证 自明 的 ,而 且 这 证 明 (虽然 完全 是 初等 的 ) 要 
求 某 些 细致 的 推理 。 由 欧 几 里 得 给 出 的 这 个 “算术 基本 定理 ” 
的 古典 证 明 ， 是 建立 在 ( 找 两 个 数 的 最 大 公 因 子 的 ) 欧 几 里 得 
辊 转 相 除法 上 的 这 将 在 第 65 页 讨论 ， 而 在 这 里 ， 我 们 给 
出 一 个 比较 新 的 证 明 ， 它 比较 简短 ， 但 与 网 几 里 得 的 相 比 可 
能 有 更 多 的 推理 ， 这 是 反 证 法 的 一 个 典型 例子 。 我 们 将 假设 
存在 一 个 整数 , 它 有 两 种 根本 不 同 的 素数 分 解 ,然后 从 这 假设 
出 发 导出 一 个 矛盾 ， 于 是 表明 “存在 一 个 有 两 种 根本 不 同 的 
素 因子 分 解 的 整数 ”的 假设 是 不 对 的 。 因此 每 一 个 整数 的 素 
数 分 解 是 唯一 的 ， 

如 果 存 在 一 个 能 分 解 为 两 种 根本 不 同 的 素数 乘积 的 正 整 
数 , 则 这 样 的 正 整数 中 必 有 一 个 是 最 小 的 ( 见 第 31 页 ) 
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m = pp *p, — gq1* "qs (1) 
这 里 的 p, 7 等 是 素数 。 通 过 重新 安排 上 及 4 的 次 序 (如 果 需 
要 的 话 ) ,我们 可 以 认为 

Pf, qq. 

现在 p 不 能 等 于 4%。 因 为 如 果 相 等 , 我 们 能 从 等 式 (1) 的 每 
一 边 消去 第 一 个 因子 得 到 一 个 小 于 * 有 两 个 根本 不 同 的 素 因 
子 分 解 的 正 整数 ， 这 与 m 的 选择 (m 为 有 这 种 可 能 的 最 小 正 
整数 ) 相 和 矛盾。 因此 ,或 者 户 < 9 或 者 4 < Pp. 假设 P<4 
(如 果 4< 乌 , 我 们 只 须 简单 地 调换 下 面 讨论 中 的 字母 即 可 )， 
我 们 构造 一 整数 

m’ ~ m— (p.q*g). (2) 
把 (2) 中 的 mw 用 等 式 (1) 中 的 两 个 表达 式 代 和 人, 我 们 可 以 把 mw 
写成 


m’ = (piba***p) — (pq2* ** 9s) 
= pi(paps* °°b, — q243° * * 4s) (3) 
和 
1 =— (qiq1***q:) — (Piq2* * *q;) 
一 《4: 一 如)4293 * * qs. (4) 
由 于 过 qr 从 (4) 知 mm' 是 一 个 正 整数 ,而 从 (2) 知 xz 是 小 
于 mr 的。 因此 m' 的 素数 分 解 , 除了 因子 次 序 外 , 必须 是 唯一 
的 .但 从 (3) 知 素数 p, 是 m 的 因子 ,因此 由 (4) 知 p 必须 是 
(qi 一 轧 ) 或 (qzq3'……qs) 的 因子 《这 从 mw' 的 素数 分 解 的 唯一 
性 得 出 , 见 下 一 段 的 论证 )， 由 于 所 有 4 都 比 p, 大 , 这 后 一 情 
形 是 不 可 能 的 。 因此 p; 必须 是 4 一 p. 的 因子 ,这 样 就 有 茶 
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个 整数 使 

| gi 一 所 一 Ph 或 g 一 Pl(h 十 1). 

这 表明 p, 是 q, 的 一 个 因子 ,与 4 是 素数 这 事实 矛盾 。 这 矛 
盾 表 明 我 们 最 初 的 假设 是 站 不 住 脚 的 ， 因 而 完全 证 明了 这 个 
算术 基本 定理 . 

这 基本 定理 的 一 个 重要 推论 是 ， 如 果 一 个 案 数 了 是 乘积 
a6 的 因子 ， 则 必须 或 是 < 的 因子 , 或 是 b 的 因子 。 因 为 如 
果 尹 即 不 是 “ 的 因子 ,也 不 是 “的 因子 ,那么 把 * 和 4。 案 数 分 
解 后 再 相 薪 ,得 到 整数 ob 的 一 种 素数 分 解 ,其 中 不 包含 Pp, 另 
一 方面 ,由 于 是 ob 的 因子 , 故 存在 一 整数 :使 

ap = pi. | 
因此 , # 乘 以 * 的 素数 分 解 ， 将 是 o8 的 一 个 包含 ?的 素数 分 
解 ,这 与 8 的 素数 分 解 是 唯一 的 这 个 事实 矛盾 。 

例 : 如 果 人 们 证 实 了 13 是 2652 的 一 个 因子 。 以 及 
2652 一 6.442, 就 可 以 得 出 13 是 442 的 因子 这 一 结论 ， 但 
另 一 方面 , 6 是 240 的 一 个 因子 而 且 240 一 15.16, 但 6 即 不 
是 15, 也 不 是 16 的 因子 . 这 表明 是 素数 这 个 假设 是 不 可 
缺少 的 . 

习题 : 为 了 找 出 任 一 数 “的 所 有 因子 ， 我 们 只 须 把 。 分 解 为 
乘积 
0 = pIip21npr ry _ 
其 中 p 是 不 同 的 素数 ， 每 一 个 有 某 次 知 。 4 的 所 有 因子 是 这 样 的 
数 
b= 证 
其 中 8 是 满足 下 列 不 等 式 的 任意 整数 : 


0 和 Bi 入 ai 0 过 6 委 o，…，0 乏 6, 乏 c。 
试 证 明 这 个 命题 。 作 为 一 个 推论 ,再 证 明 。 的 不 同 的 因子 《包括 因 
子 4 和 1) 的 个 数 由 乘积 
(ac 二 (eas 十 1) (or + 1) 
给 出 ， 例 如 
144 一 24.33 
有 5.3 个 因子 ,它们 是 1, 2, 4, 8, 16, 3, 6, 12, 24, 48,9,18,36， 
72，144。 


2. 素数 的 分 布 


对 于 任意 给 定 的 自然 数 Y，XN 之 前 的 素数 表 可 以 这 样 得 
到 : 按 大 小 顺序 把 所 有 比 六 小 的 自然 数列 出 ， 然 后 划 掉 所 有 
是 2 的 倍数 的 那些 数 ， 在 剩 下 的 里 面 再 划 掉 所 有 那些 3 的 倍 
数 ， 一 直 这 样 作 下 去 ， 直 到 所 有 的 复合 数 都 被 划 掉 。 这 过 程 
《就 是 人 所 熟知 的 “ 爱 拉 托 密 姆 《Eratosthems) 第 法 ”) 将 留 下 
-入 以 前 的 素数 ,对 上 述 方法 加 以 改进 后 ,所 有 小 于 10,000,000 
以 前 的 素数 表 已 逐渐 地 被 计算 出 来 了 ,这 些 表 给 我 们 提供 了 
关于 素数 的 分 布 和 性 质 的 大 量 经 验 数据 . 在 这 些 表 的 基础 
上 ,我 们 能 作出 许多 很 可 能 是 正确 的 猜想 (好 象 数论 是 一 门 实 
验 笠 学 那样 ), 但 它们 的 证 明 通 常 十 分 困难 ， 


a， 素 数 公式 的 产生 


人 们 一 直 想 找 出 一 个 只 产生 素数 的 简单 算术 公式 ， 即 使 
它 只 能 给 出 部 分 素数 也 可 以 。 费 尔 玛 作 了 一 个 有 名 的 猜测 


ae 40 。 


《但 不 是 肯定 的 断言 ); 所 有 形 如 
F(xn)=—2”+1 

的 数 是 素数 。 实 际 上 对 ”一 1, 2, 3, 4, 我 们 有 

F() 一 22 十 1 一 5， 

F(2) 一 2 十 1 一 24 十 1 一 17， 

F(3) 一 2 十 1I 一 2 十 1 一 257， 

F(4) 一 2 十 1 一 26 十 1 一 65537， 
全 是 素数 。 但 在 1732 年 欧 拉 发 现 22 二 1 一 641.6700417 可 以 
因子 分 解 ,因此 F(5) 不 是 素数 .后 来 又 发 现 不 少 这 种 “ 费 尔 
玛 数 ” 是 合 数 ; 对 每 一 种 情形 都 要 求 用 比较 高 深 的 数论 上 的 
方法 , 因为 直接 试验 有 难以 超越 的 困难 。 甚至 至 今 还 没 能 证 
明 ”> 4 时 是 否 存在 一 个 F(x) 是 素数 . 

另 一 个 能 产生 许多 素数 的 有 名 的 简单 公式 是 
Ha) = —n 十 41， 
对 ”一 1 2,.…, 40, f(x) 是 一 素数 ,但 对 x 二 41， 我 们 有 
f(w) 一 41’, 这 不 再 是 一 个 素数 。 表 达 式 
7: 一 79n 十 1601， 

当 w 从 1 一 直到 79 时 都 得 出 素数 ， 但 当 w 一 80 时 就 不 是 素 
数 了 。 总 的 来 说 ， 求 出 一 个 仅 产生 素数 的 简单 表达 式 的 努力 
一 直 徒 劳 无 功 。 试 图 求 出 一 个 得 出 所 有 素数 的 代数 表达 式 更 
是 希望 渺 范 。 


b. 等 状 级 数 中 的 素数 
虽然 证 明 全 体 自然 数 序列 1, 2, 3, 4, … 中 有 无 穷 多 个 
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素数 是 简单 的 ,但 当 我 们 把 它 推广 到 像 1, 4, 7, 10, 13,… 或 
3, 7, 11, 15, 19, … 这 样 的 序列 ,或 更 一 般 地 ,任意 一 个 等 差 
级 数 a, a 十 da 十 24,'…,a 十 nd,*"…* 时 (这 里 a 和 4 没 
有 公 因 子 )， 问 题 就 远 为 困难 了 。 所 有 的 观察 都 指出 这 一 事 
实 : 在 每 一 个 这 样 的 级 数 中 都 有 无 穷 多 个 素数 ， 恰 如 在 最 简 
单 的 情形 1, 2, 3, … 中 那样 .证 明 这 个 一 般 性 的 定理 要 付出 
极 大 的 努力 。 十 九 世纪 第 一 流 的 数学 家 之 一 狄 里 赫 莱 (1805 
一 1859) ,利用 当时 所 知道 的 最 先进 的 数学 分 析 工 具 才 取得 完 
全 的 成 功 。 他 那 篇 关于 这 个 问题 的 原著 , 即使 到 现在 仍然 是 
数学 中 最 突出 的 成 就 之 一 ， 即 使 到 了 一 百年 后 的 今天 ， 对 于 
那些 在 微 积 分 和 函数 论 的 技巧 上 没有 足够 训练 的 学 生来 说 ， 
这 个 定理 还 没 简化 到 能 使 他 们 理解 的 程度 ， 

虽然 ,我 们 不 能 证 明 狄 里 赫 莱 的 一 般 定理 ,但 是 可 以 很 容 
易 地 把 欧 几 里 得 关于 有 无 穷 多 素数 的 证 明 推广 到 某 些 特殊 的 
等 差 级 数 ,例如 4n 十 3 和 6n 十 5. 为 了 证 明 前 一 种 情形 , 我 
们 注意 任何 大 于 2 的 素数 都 是 奇数 〈 否 则 它 将 能 被 2 整除 )， 
因而 素数 必 是 或 等 于 44 十 1 或 等 于 4n 十 3 的 形式 . 其 次 ， 
两 个 4 十 1 形式 的 数 的 乘积 仍 是 4 十 1 的 形式 ,这 因为 = 

(4 十 1)(45 十 1) 一 16o8 十 4 十 4 十 1 
一 4(4o 十 a 十 0) 士 1 

现在 假设 只 有 有 限 个 4 十 3 形式 的 素数 1, Pp;, …， Pa， 考 
虚数 

N= 4(pip2r ps) — 1— 4(pp* ps —1)+3. 
或 者 NN 本 身 是 一 素数 ,或 者 它 能 分 解 为 一 些 素数 的 乘积 ,这 时 
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这 些 素数 中 没有 一 个 是 p.，p;，………， pa, 因为 用 它们 除 广 余 
一 1。 其 次 , N 的 所 有 素数 因子 不 能 都 是 44 十 1 形式 的 , 因 
为 N 不 是 这 形式 的 ， 而 我 们 已 看 到 , 42 十 1 形式 的 数 的 乘积 
仍 是 这 种 形式 。 因 此 ,至 少 有 一 素数 因子 必须 是 44 十 3 的 形 
式 , 而 这 是 不 可 能 的 , 因为 我 们 假设 所 有 的 形 如 44 十 3 的 索 
数 只 是 这 些 p,, 而 它们 没有 一 个 是 入 的 因子 。 因此 如 果 假设 
4n 十 3 形式 的 素数 个 数 是 有 限 的 , 将 引出 矛盾 ， 所 以 这 样 的 
素数 必须 是 无 限 个 . 
习题 : 对 级 数 6” + 5 证 明 相 应 的 定理 。 


c. 素数 定理 


在 研究 素数 分 布 所 服从 的 规律 时 ， 数 学 家 不 再 徒劳 地 试 
图 去 求 一 个 产生 所 有 素数 的 简单 公式 ,或 求 前 4 个 自然 数 中 
所 有 素数 个 数 的 简单 公式 ， 而 是 去 寻求 素数 在 自然 数 中 平均 
分 布 的 信息 

对 自然 数 2， 让 我 们 用 4, 表示 整数 1, 2, 3,…，w 中 素 
数 的 个 数 。 如 果 我 们 在 前 面 一 些 自然 数 中 的 素数 下 边 划 上 
线 : 123456789101112131415161718 19…， 则 我 们 
能 算出 4, 的 前 几 个 值 ; 

Ai=0, Ai1=1, A;=— A=2, 4;= 4s= 3, 

A1— As= As= An ~—4, An ~ An=5, 

4 如 一 4 一 4 一 46 一 6， An= As™~7, 

4e 一 8， 等 等 。 

如 果 我 们 现在 取 ?为 某 一 个 无 限 递增 的 序列 ,比如 说 
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n= 10,10, 10, 10,..., 
则 其 相应 的 4, 的 值 是 
Ays Ais Ains Aws ***, 
它 也 无 限 增加 (虽然 比较 慢 )。 由 于 我 们 知道 有 无 穷 多 个 素 
数 ， 所 以 4 的 值 或 早 或 晚 将 超过 任何 一 个 有 限 数 。 令 比值 
As/n 表示 前 ”个 自然 数 中 素数 的 “密度 "。 由 素数 表 可 以 用 
试验 的 办 法 算出 = 相当 大 时 4,/ 的 什 
| 4 /7 
103 0.168 
105 | 0.078498 
10? 0.050847478 
表 中 最 后 一 个 数 可 以 看 成 是 ， 由 前 10" 个 自然 数 中 随机 地 取 
一 个 自然 数 而 它 恰 是 素数 的 概率 ， 这 是 因为 有 10? 种 可 能 的 
选择 ， 其 中 有 4io 个 是 素 
数 . 
在 自然 数 中 单个 的 素 
数 的 分 布 是 极 不 规则 的 . 
但 如 果 我 们 把 注意 力 集中 
于 由 比值 4,/x 给 出 的 素 
图 5 Inn 定义 为 双 曲线 下 数 平均 分 布 时 ， 不 规律 性 
Wm 就 消失 了 。 这 个 比值 所 服 
从 的 简单 规律 ， 是 整个 数学 中 最 著名 的 发 现 之 一 。 为 了 叙述 
素数 定理 ， 我 们 必须 定义 自然 数 ” 的 “自然 对 数 ”。 为 此 ,我 
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们 在 平面 上 取 两 个 垂直 的 坐标 轴 ， 考 虑 平面 上 到 二 轴 的 距离 
z+，y 的 乘积 等 于 的 点 的 轨迹 。 利用 坐标 z 和 y， 可 知 这 
条 轨迹 是 由 方程 zy 一 1 定义 的 等 边 双 曲线 。 我 们 现在 定 
义 Ia 四 为 图 5 中 由 双 曲 线 、x 轴 及 两 条 竖 直 线 * 一 1, * 一 n 
所 围 的 面积 (在 第 八 章 将 更 细致 地 讨论 对 数 )， 通 过 对 素数 表 
的 试验 和 观察 ,高 斯 看 到 比值 4/4 近似 等 于 1/lan, 而 且 ” 
越 大 这 个 近似 就 越 好 ， 近 似 的 好 坏 程度 是 用 比值 人 来 
量 的 。 对 二 1000, 1000000, 1000000000， 它 的 值 在 下 表 给 


出 : 


An/n 
n An/n l/lnn 7 
103 0.168 0.145 1.159 
10s 0.078498 0.072382 1.084 


0.050847478 0.048254942 


根据 这 个 试验 ,高 斯 猜想 : 比值 4,/n“ 渐 近 等 于 ”1/ nz。 就 
是 说 ,如 果 我 们 把 4 的 值 取 成 一 个 越 来 越 大 的 序列 ,比如 像 前 
面 那 样 取 # 等 于 

10, 10?, 10, 10, ……, 
则 4,/n 和 1/law 的 比 


A,/n 
l/lnn S 


1) 原 书 把 自然 对 数 记 为 ltgz， 在 本 书 中 我 们 把 它 改 为 一 般 书 上 的 记 法 In>， 
一 一 译注 
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当 逐 次 用 ”的 值 代 人 计算 后 ,将 越 来 越 接近 于 1， 而 且 上 只 要 
2 取得 足够 大 ,这 比值 与 1 的 差 ， 我们 要 它 多 小 就 能 有 多 小 ， 
这 结论 在 符号 上 用 记号 久米 表示 : 

a 


了 2 


A,/n 
1/lnn 


~ 二 表示 当 ” 增 加 时 ;过 趋 于 1， 
这 和 ~ 不 能 用 普通 的 等 号 一 来 代替 ， 这 从 下 一 点 就 能 看 清楚 
4, 总 是 一 个 整数 ,而 >/ jnz 就 不 是 . ; 

素数 分 布 的 平均 状态 能 用 对 数 函 数 来 描述 ， 这 是 一 个 很 . 
引 人 注 目的 发 现 。 因 为 ， 两 个 似乎 完全 无 关 的 数学 概念 在 事 
实 上 竞 有 如 此 紧密 的 联系 ,这 是 很 令 人 奇怪 的 ， 

虽然 叙述 高 斯 猜想 并 不 太 难 ， 但 是 要 给 出 一 个 严格 的 数 
学 证 明 , 高 斯 所 处 时 代 的 数学 是 远 远 不 够 的 ,这 个 定理 虽然 只 
涉及 最 基本 的 概念 ， 但 其 证 明 必 须 用 到 近代 数学 中 最 有 力 的 
方法 。 数 学 分 析 发 展 了 差不多 一 百年 后 ， 才 使 巴黎 的 阿达 玛 
(Hadamard，1896) 和 卢 汶 的 瓦 莱 . 布 又 (dela Valle Poussin， 
1896) 给 出 素数 定理 一 个 完整 的 证 明 . 曼 高 尔 德 (V, Mangoldt) 
和 朗 道 (Landau) 作 了 简化 和 重要 的 改进 。 早 在 阿达 玛 之 前 ， 
黎 曼 〈1826 一 1866) 已 作出 了 有 决定 意义 的 先驱 性 工作 ,他 在 
一 篇 著名 的 文章 中 已 经 指出 解决 这 个 问题 的 主要 思路 最近 
美国 数学 家 维 纳 (N. Wiener) 对 证 明 作 了 一 个 改进 , 使 得 在 
证 明 推 理 的 一 个 重要 步骤 上 无 须 使 用 复数 ， 但 即使 对 一 个 高 
年 级 的 大 学 生来 说 ,素数 定理 的 证 明 也 不 是 一 件 容 易 的 事情 . 
在 第 634 页 之 后 ,我 们 将 再 回 到 这 个 问题 上 来 。 


d. 两 个 尚未 解决 的 素数 问题 


虽然 素数 平均 分 布 的 问题 已 被 满意 地 解决 了， 但 还 有 
其 它 许多 被 试验 证 实 的 猜想 ， 迄 今 还 不 能 证 明 它 们 是 正确 
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其 中 有 一 个 是 有 名 的 哥 德 巴赫 猜想 . 哥 德 巴赫 (Goldbach， 
1690 一 1764)《 除 了 1742 年 他 在 一 封 给 欧 拉 的 信 中 提出 这 个 
问题 外 ,他 在 数学 史上 没什么 地 位 . ) 由 试验 观察 到 ,任何 一 个 
侦 数 〈 除 了 2, 它 本 身 是 一 素数 ) 都 能 表示 为 两 个 素数 的 和 。 
例如 ,4 一 2 十 2,6 一 3 十 3,8 一 5 十 3,10 一 5 十 5,12 一 
5 十 7,14 一 7 十 7,16 一 13 十 3,18 一 11 十 7,20 一 13 十 
7,…, 48 一 29 十 19,，…，100 一 97 十 3， 等 等 。 

哥 德 巴赫 问 欧 拉 : 能 不 能 证 明 这 对 于 所 有 偶数 都 是 对 
的 ， 或 者 至 少 找 出 一 个 反例 来 否定 它 . 欧 拉 没 能 给 出 回答 ， 
而 且 从 那 时 以 来 没有 一 个 人 给 出 过 回答 . 对 于 每 一 个 偶数 
能 表 为 两 个 素数 的 和 这 一 命题 ， 试 验 的 结果 是 完全 令 人 信服 
的 ， 任 何 一 个 人 都 可 以 用 大 量 的 例子 来 验证 它 。 困 难 的 原因 
是 : 素数 是 用 乘法 来 定义 的 ， 而 这 问题 涉及 的 是 加 法 .一 般 
来 说 ,在 自然 数 的 先 法 性 质 和 加 法 性 质 之 间 建 立 联 系 是 困难 

直到 不 久 以 前 ， 哥 德 巴赫 猜想 的 证 明 似 乎 还 是 完全 无 法 
进行 的 ， 但 今天 看 来 不 再 是 不 能 解决 的 了 .1931 年 ,当时 一 
个 不 知名 的 年 轻 苏联 数学 家 斯 尼 尔 曼 〈Schnirelmann，1905 一 
1938) 取得 一 个 完全 没 料 想到 的 成 就 ， 它 使 所 有 的 专家 都 感 
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到 吃惊 。 他 证 明了 每 一 个 正 整数 能 表示 成 不 超过 300,000 个 
素数 之 和 虽然 与 证 明 哥 德 巴赫 猜想 当初 的 目标 来 比 ， 这 个 
结果 是 很 可 笑 的 , 但 它 毕竟 是 迈 向 这 个 目标 的 第 一 步 。 这 是 
一 个 直接 的 ,构造 性 的 证 明 ， 虽 然 对 任意 正 整数 的 素数 分 解 ， 
它 并 没有 提供 任何 实际 方法 .更 近 一 些 ， 苏 联 数学 家 维 诺 格 
拉 托 夫 (Vinogradoff)， 用 了 哈代 《Hardy)、 利 特 伍德 《Litt- 
ewood) 和 他 俩 的 合作 者 印度 人 拉 玛 纽 加 (Ramanujan) 的 方 
法 ,成 功 地 把 个 数 由 300,000 减 为 4。 这 比较 地 接近 于 哥 德 巴 
赫 问 题 的 解决 .但 在 斯 尼 尔 受 的 结论 和 维 诺 格拉 托 夫 的 结论 
之 间 还 存在 着 一 个 重大 的 差别 ， 这 可 能 比 300,000 和 4 之 间 
的 差别 更 显著 。 维 诺 格拉 托 夫 的 定理 只 对 “充分 大 ”的 自然 数 
成 立 ;更 确切 地 说 ,他 证 明了 ， 存 在 一 个 正 整 数 N, 对 于 任意 
n > N 的 整数 , 都 能 表示 为 不 超过 4 个 素数 的 和 。 维 诺 格 拉 
托 夫 的 证 明 未 能 告诉 我 们 怎样 确定 这 个 N, 它 与 斯 尼 尔 曼 的 
定理 相反 ,本 质 上 是 一 个 间接 的 \ 非 构造 性 的 证 明 。 维 诺 格 拉 
托 夫 实际 上 证 明了 : 假设 有 无 穷 多 个 整数 不 能 分 解 为 最 多 4 
个 素数 之 和 ,就 会 产生 一 个 莞 雇 的 结果 .在 这 里 ,我 们 找到 了 
一 个 很 好 的 例子 ， 表 明 两 种 证 明 方法 (直接 的 方法 和 反 证 法 ) 
之 间 的 深刻 差别 (一 般 的 讨论 见 第 120 页 ). 

另 一 个 甚至 比 哥 德 巴赫 问题 更 引 人 注 目的 问题 ， 却 还 没 
有 一 点 解决 的 途径 。 人 们 早 就 注意 到 ,素数 经 常 以 p 和 p 十 2 
的 形式 成 对 出 现 , 例 如 3 和 5, 11 和 13, 29 和 31 等 等 ， 人 们 
相信 “存在 无 穷 多 个 这 样 的 素数 对 * 的 命题 是 对 的 ， 但 至 今 在 
解决 这 个 问题 的 方向 上 ,还 根本 谈 不 上 有 什么 办 法 。 
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1 一般 概念 


只 要 碰 到 用 一 个 固定 的 整数 4 去 除 整数 的 问题 ,“ 同 余 * 
的 概念 和 记 法 (高 斯 所 创 ) 将 使 推理 简单 而 清楚 . 

为 了 引进 这 个 概念 ， 让 我 们 检查 一 下 当 整 数 被 5 除 时 剩 
下 的 余数 。 我 们 有 

0 一 0.5 二 0 7 二 1.:5 十 2 一 1 一 一 1.5 十 4 

1 一 0.5 十 1 8 一 1.5 十 3 一 2 一 一 1.5 十 3 

2 一 0.:5 十 2 9 一 1:5 十 4 一 3 一 一 1.5 十 2 

3 一 0.5 廿 3 10 一 2.5 十 0 一 4 一 一 1.5 十 1 

i 

5 一 1.5 十 0 12 一 2.5 十 2 一 6 一 一 2.5 十 4 

6 一 1.5 十 1 等 等 等 等 
我 们 看 到 任 一 整数 被 5 除 时 ， 剩 下 的 余数 是 0, 1，2，3，4 这 
五 个 数 中 的 一 个 。 如 果 两 个 整数 “和 2 被 5 除 有 相同 的 余 
数 , 我 们 称 它们 是 “ 模 5 同 余 ” 的 ,例如 2,7, 12, 17, 22,…， 
一 3, 一 8, 一 13, 一 18,… 都 是 模 5 同 余 的 , 因为 它们 的 余数 
是 2。 一 般 地 说 ,如 果 整 数 a 和 4。 用 4 除 有 相同 的 余数 , 即 如 
果 有 一 整数 > 使 “一 2 一 24 成 立 (这 里 是 一 固定 整数 ), 我 
们 就 说 4 和 2 是 模 4 同 余 的 ,例如 27 和 15 是 模 4 同 余 的 ， 
因为 | 
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27 一 .6.4 十 3，15 一 3.4 十 3。 
由 于 园 余 的 概念 很 有 用 ， 因 此 人 们 希望 对 它 给 出 一 个 简 
记 法 。 我们 用 


单 自 


ee 


a 三 6 (mod a), 

.来 表示 4 和 4b 是 模 4 同 余 的 这 件 事 ， 如 果 对 模 数 不 存在 疑 
问 , 公 式 中 的 “mod ad” 可 以 略 去 (如 果 .4 不 是 和 模 4 同 余 的 ， 
我 们 记 a 竺 &Cmod 4)). 

在 日 常生 活 中 , 同 余 的 概念 是 经 常 出 现 的 。 例 如 ,一 个 钟 
的 指针 , 它 表 示 的 小 时 数 是 模 12 同 余 的 ; 一 个 汽车 上 的 里 程 
表 , 它 给 出 的 行程 总 里 数 是 模 100000 同 余 的 . 

在 对 同 余 进行 细致 讨论 之 前 ， 读 者 应 该 认识 到 下 面 的 命 
题 都 是 等 价 的 : 

(1) a 和 4b。 是 模 4 同 余 的 . 

(2) 存在 某 个 整数 m 使 4 一 5 十 a4， 

(3) 4 整除 a 一 5. 

高 斯 的 同 余 记 法 所 以 有 用 是 因为 ， 对 于 一 个 固定 的 模 来 
说 ， 在 形式 上 同 余 式 包含 有 许多 普通 等 式 的 性 质 。 关系 式 
a 一 4 在 形式 上 最 重要 的 性 质 如 下 : 

1) 恒 有 4 一 a. 

2) 如 果 一 5， 则 2 一 “. 

3) 如 果 a 一 5, 5 二 c， 则 a 一 c。 

再 有 ,如 果 a 一 a， 5 一 2 则 
4)at+b=a 二 tb, 
5)a—b=a—2b., 
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6) ab = a'b’, 
当 关 系 式 4 一 5 用 间作 关系 4 三 4 (mod d) 代替 时 ,这 些 性 质 
仍 成 立 。 因 击 

1) 恒 有 a 圭 a (mod 4). 

2) 如 果 = (mod 4), 则 6 三 a (mod 4)， 

3 ) 如 果 a 圭 b(modd),b 二 c(mod 办, 则 sc(mod d), 
这 些 事 实 的 简单 验证 留 给 读者 去 作 . 

其 次 ,如 果 a 二 a'(mod d),b 二 6b(mod4q), 则 

4)at+b=a +b (mod a). 

5) a—b=a — 6 (mod d), 

6’) ab = a'b’'(mod 4d). 
因此 对 于 相同 的 模 , 辕 余 式 可 以 加 \ 减 , 乘 ， 为 了 证 明 后 三 个 
命题 ,我 们 只 须 注意 ,如 果 

a=4 十 rd， b==b' 十 sd， 


则 

a 十 2 一 十 性 十 (十 7)d， 

aa 一 8 一 0 一 六 十 (一 5)d， 

ab = ab’ + (a’s + br +t srd)d, 
从 这 即 得 出 所 需要 的 结论 ， 

同 余 的 概念 有 一 个 很 能 说 明 问 题 的 几何 解释 。 通常 ,如 

果 我 们 希望 在 几何 上 表示 整数 ， 我 们 就 选择 一 个 单位 长 线段 
并 在 这 线段 的 两 端 以 其 倍数 向 外 延伸 。 用 这 种 办 法 ， 对 于 每 
一 个 整数 ,我 们 能 在 直线 上 找 出 一 点 ,如 图 6。 但 当 我 们 处 理 
模 4 的 整数 时 , 若 仅 就 其 被 z 除 后 的 性 质 而 论 ,因为 同 余 的 数 
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图 6 ”整数 的 几何 表示 
有 相同 的 余数 ,所 以 我 们 把 任意 两 个 同 余 的 数 认 为 是 相同 的 。 
为 了 在 几何 上 说 明 这 一 点 ， 我 们 利用 一 个 圆 并 把 它 分 成 4 等 
分 。 任 一 整数 被 4 除 时 , 剩 下 的 余数 是 0, 1, …, 4 一 1 这 4 
个 数 中 的 一 个 。 这 4 个 数 间隔 相等 地 按 置 在 这 圆 的 圆周 上 ， 
每 一 个 整数 都 与 这 些 数 中 的 一 个 是 模 4 同 余 的 ， 因 此 在 几何 
上 用 这 些 点 中 的 一 个 来 表示 。 如 果 两 个 数 用 同一 个 点 表示 ， 
它们 就 是 同 余 的 ， 图 7 画 出 了 4 一 6 的 情形 . 钟 的 表盘 就 是 


图 7 模 6 的 整数 的 几何 表示 


10=(—1)(—1l)=1 
10 = 一 1 
10:=1 
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日 常生 活 中 的 一 个 例子 ， 
我 们 用 一 个 例子 来 看 

看 同 余 式 乘积 性 质 6 ) 的 
用 处 . 当 10 的 各 阶 寡 被 
一 给 定 素数 除 时 ， 我 们 可 
以 确定 这 个 余数 .例如 ， 
因为 10 = 一 1 十 11, 所 
以 

10 = 一 1 (mod 11)., 
连续 地 用 这 同 余 式 乘 它 自 
己 ,我 们 得 到 
(mod 11)， 
(mod 11)， 
(mod 11)， 等 等 , 


从 这 我 们 能 表明 ,任何 一 个 (在 十 进位 系统 中 表示 的 ) 整 数 
2 一 6 十 ad.10 十 ao. 10 十 … 十 ah 10", 

被 11 除 后 的 余数 ,与 它 的 数码 交替 变 号 求 和 

0 一 t+ 
被 11 除 后 的 余数 是 一 样 的 。 因 为 我 们 有 

2—t=a:ll+a: (m1)+a: (10+1) 
十 oa 人 10 一 1) 士 …， 
而 11， 10? 一 1， 103 十 1，…， 所 有 这 些 数 每 一 个 和 0 都 是 模 11 
同 余 的 ， 因 此 * 一 :也 是 这 样 。 .所 以 > 被 11 除 与 + 被 11 除 
有 相同 的 余数 .特别 地 得 知 , 一 个 数 能 被 11 整除 ( 即 余数 是 
0) 必须 而 且 只 须 它 的 数码 交替 变 号 之 和 能 被 11 整除 . 例如 ， 
由 于 3 一 1 十 6 一 2 十 8 一 1 十 9 一 22, 数 z 一 3162819 能 被 11 整 
除 。 找 一 个 被 3 或 9 整除 的 规律 更 简单 ,因为 10 二 1 (mod 3 
或 9), 因此 10* 圭 1 (mod 3 或 9) 对 任意 的 # 都 成 立 ， 故 知 
一 个 数 z 被 3 或 9 整除 必须 而 且 只 须 它 的 数码 之 和 
4 一 a 十 ao 十 oa 十 …' 十 ao 
也 同样 相应 地 被 3 或 9 整除 . 
对 于 模 7 同 余 ,我 们 有 
10 寺 3,10: 三 2, 10; 三 一 1, 10:= 一 3, 10;= 一 2, 10 三 1, 
再 接 下 去 的 余数 是 上 面 的 重复 ， 因 此 z 被 7 整除 必须 而 且 只 
须 表达 式 
7 一 aa 十 3 十 2 一 一 3a 一 2 十 aa 十 3ay 十 …， 
被 7 整除 . 
习题 : 找 一 个 被 13 整除 的 类 似 规 则 , 
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对 一 个 固定 的 模 ,例如 4 一 5, 当 辐 余 式 进行 加 , 乘 时 ,对 
任 一 数 4 我 们 总 可 以 从 | 
0 15 23 .34s 
这 集合 中 找 出 与 它 同 余 的 数 来 代替 它 ， 因 而 使 我 们 涉及 的 数 
会 


不 会 太 大 。 因此 为 了 计算 以 5 为 模 的 整数 的 和 与 积 , 我 们 仅 
需要 如 下 的 加 法 表 及 乘法 表 
a++b a .4b 
pb 三 0 1 2 3 4 bp 二 0 1 2 3 4 
a 三 0 0 1 2 3 4 a 三 0 0 0 0 0 0 
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4 
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3 
3 34 0 1 2 3:0 3 1 4 2 
4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1 


从 这 第 二 个 表 可 以 看 出 ,只 有 当 “或 2 是 =0 《mod 5) 时 ,乘积 
4b 才 与 0 同 余 (mod 5)。 由 此 得 出 一 般 的 规律 

7) 仅 当 a 二 0 或 6 三 0 (mod4d) 时 ,有 ab 二 0 (mod gq). 
它 是 整数 的 普遍 规律 : 仅 当 a 一 0 或 5 一 0 时 , ab 一 0 这 一 
命题 的 推广 ， 注 意 ,只 有 当 模 Z 是 一 索 数 时 ,规律 7) 才 成 立 ， 
因为 同 余 式 

ol 三 0 (mod a) 
意味 着 4 整除 a6, 而 且 我 们 已 经 看 到 ， 一 个 素数 4 只 有 当 它 
整除 4 或 5 时 , 即 仅 当 
a 震 0 (mod 4) 或 5 二 0 (mod 0)， 

它 才 整除 乘积 oz 
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如 果 4 不 是 素数 ， 这 规律 不 一 定 成 立 ， 因 为 这 时 我 们 能 
记 4 一 7r* $s, 这 里 + 和 s 小 于 a， 于 是 


f 关 0 (mod 4d)，5 计 0 (mod2)， 
但 rs=d 二 0 (mod 4d). 


例如 2 壬 0 (mod6),3 读 0C(mod 6), 但 2 .3=6 二 0(mod 6)， 
习题 : 说 明 下 面 的 消去 律 对 素数 的 模 的 园 余 式 成 立 : 
如 果 “= ae， 且 < 寺 0， 则 b=c. 
习题 1) 0 和 6 之 间 哪 一 个 数 和 乘积 11。18，2322。13。 
19 模 7 同 余 ? 
2) 0 和 12 之 间 哪 一 个 数 和 乘积 3.7，11.17.，19.23。 
29，113 模 13 同 余 ? 
3) 0 和 4 之 间 哪 一 个 数 与 1+ 2 二 2 十 … 士 23 这 和 模 5 同 余 ， 


2. 费 尔 玛 定理 


在 十 七 世纪 ,近代 数论 的 黄 基 者 费 尔 玛 ,发 现 了 一 个 十 分 
重要 的 定理 ， 如 果 ?? 是 任意 一 个 不 能 整除 整数 4 的 素数 ， 则 
at!= 1 (mod p). 

这 意味 着 a 的 (p 一 1) 次 宕 被 点 除 后 余 1. 
用 我 们 前 面 的 一 些 计算 可 以 验证 这 个 定理 ; 例如 我 们 已 
看 到 过 10 二 1 (mod7),10: = 1(mod 3) 和 10" 二 1(mod11). 
同样 地 ,我 们 可 以 表明 2? 二 1 (mod 13) 以 及 5” 二 1(mod 11). 
为 了 验证 后 面 这 两 个 同 余 式 ， 我 们 不 必 去 实际 计算 这 么 高 阶 
的 种 ,因为 我 们 可 以 利用 同 余 式 乘法 性 质 带 来 的 好 处 : 
214=16 三 3 (mod 13)， 5 二 3 (mod 11), 
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2 = 9 二 4(mod 13)， 5+= 9 = 2 (in0d 11)， 
、 5 =4 (mod 11)， 
22 = 一 4.3 一 一 12 5"=3.4= 12 
= 1 (mod 13)。 二 1 (mod 11)。 
为 了 证 明 费 尔 玛 定理 ,我 们 考虑 4 的 倍数 : 
1 一 61 一 20，103 一 3a， 5 
mp-1 — (p — 1)a, 

这 些 整数 中 任意 两 个 都 不 能 模 乡 同 余 ， 否 则 在 在 某 一 对 整数 
rs, 满足 1 三 + 二 :s 志 (pp 一 1), 使 成 为 ms 一 rm; 二 (s 一 
7)a 的 一 个 因子 .但 由 规律 7) 知 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 * 一 7 
是 小 于 ?的 , 所 以 了 不 是 :一 + 的 因子 ,而 由 假设 ?又 不 是 a 
的 因子 .同样 地 ,这 些 数 中 没有 一 个 能 和 0 同 余 . 因此 数 z， 
m2，"…*， fp-1《 如 果 将 其 次 序 重新 排列 ) 必 须 相 应 地 同 余 于 数 
1, 2, 3，…,p 一 1。 获得 出 

mma "mpi — 1 2 .3 人 (一 1)at 

=].2.3...(p—1) (mod p), 
或 者 ,为 了 简单 起 见 我 们 记 1 :2:3.…(p 一 1) 为 K, 则 
K(a?"! — 1) = 0 (mod p). 
但 因为 天 的 因子 没有 能 被 整除 的 ,所 以 K 不 能 被 # 整除 , 因 
而 由 规律 7), ar7! 一 1 必须 被 整除 , 即 
a?-1— 1 = 0 (mod p). 

这 就 是 费 尔 玛 定理 ， 

让 我 们 再 来 核对 这 定理 : 取 p ~ 23 而 “一 5。 这 时 我 们 
有 【所 有 的 模 都 是 23) 5 二 2, 5 二 4, 55 圭 16 圭一 7，5! 圭 49 三 
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3 ,527212, 5? 圭 24 二 1。 如 果 a 一 4 而 不 是 5, 所 有 的 模 仍 取 
23， 我们 得 到 4 三 一 7, 4 三 一 28 二 一 5, 4 三 一 20 三 3, 4 三 9， 
4 二 一 45 三 1], 4 三 1。 

在 上 面 a 一 4, p 一 23 的 例子 中 ， 我 们 从 男 一 方面 看 到 
不 仅 “ 的 (p 一 1) 次 震 周 余 于 1，, 而 且 还 可 以 有 一 个 更 小 的 
等同 余 于 1。 最 小 的 这 样 的 寡 〈 在 这 里 是 11) 是 (p 一 1) 的 
一 个 因子 ,这 命题 总 是 真 的 .〈 见 下 面 习题 3. ) 


习题 : 1) 用 类 似 的 计算 表明 : 2 一 1 (mod 17); 3+ = 一 1 
(mod 17);3'=—1(mod 29);2=—1(mod 29);4=1(mod 29); 
5=1 (mod 29)。 

2) 对 p= 二 5、7，11，17，、23， 用 不 同 的 a 值 来 核对 费 尔 玛 
定理 

3) 证 明 一 个 一 般 的 定理 : 使 二 1 (mod p) 的 最 小 正 整数 
必须 是 一 1 的 一 个 因子 . (提示: 用 。 除 一 1 得 到 

p—1l=ket+r, 

这 里 Os 并 且 用 4a?-!=4: 二 1 (mod pp) 这 一 事实 .) 


3. 二 次 剩余 


1 


参看 一 下 关于 费 尔 玛 定理 的 例子 ,我 们 发 现 不 仅 总 有 
az- 天 1(mod p), 而 且 ( 如 果 是 不 等 于 2 的 素数 , 即 是 奇 
数 ， 有 p 一 2p’ 十 1 的 形式 ) 对 某 些 “有 a? 一 a 了 =1 
(mod p). 这 事实 引起 一 系列 有 趣 的 研讨 ,我们 可 以 把 这 定理 
写 为 下 述 形 式 : 

a i—1=a?—1=(a?—1)(a +1)=0 (mod p). 
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由 于 一 个 乘积 被 ?整除 ,只 有 当 它 有 一 个 因子 被 整除 才 成 ， 
这 立刻 说 明 或 者 oz 一 1 或 者 ar 十 1 必须 被 整除， 所 以 
”对 任 一 素数 > 2 和 任 一 不 被 整除 的 数 6 
或 有 ae-o2 一 工 或 有 oem 天 一 1 (mod p). 

近代 数论 刚 一 出 现 ， 数 学 家 就 很 感 兴趣 地 去 寻找 什么 样 
的 数 4 使 第 一 种 情形 成 立 , 什 么 样 的 数 。 使 第 二 种 情形 成 立 . 
假设 4 与 某 个 数 * 的 平方 是 模 ? 回 你 的 , 即 

a = x (mod 为 )， 

则 se-20 xr， 而 它 按照 费 尔 玛 定理 是 模 p 同 余 于 1 的 ， 
一 个 数 a， 如 果 不 是 的 信 数 且 模 同 余 于 某 个 数 的 平方 , 则 
称 4 为 的 二 次 剩余 ,而 一 个 不 是 的 倍数 的 数 5， 不 同 余 
于 任何 数 的 平方 , 称 它 为 ?的 非 二 次 剩余 ， 我 们 刚才 看 到 每 
一 个 ?的 二 次 剩余 “满足 同 余 式 oo-20 = 1 (mod p)。 不 难 
证 明 对 每 一 个 非 二 次 剩余 6， 我 们 有 同 余 式 be-2 = 一 1 
(mod p)， 更 进一步 ,我 们 现在 将 表明 在 数 1, 2, 3.…,p 一 1 
中 恰 有 《p 一 1)/2 个 二 次 剩余 和 (p 一 1)/2 个 非 二 次 剩余 . 

虽然 通过 直接 计算 搜集 了 那么 多 的 试验 数据 ， 但 是 最 初 
发 现 二 次 剩余 与 非 二 次 剩余 分 布 所 服从 的 一 般 规律 是 不 容易 
的 这些 剩余 的 第 一 个 深刻 性 质 是 勤 让 德 (1752 一 1833) 发 现 
的 , 而 后 被 高 斯 称 为 二 次 互 反 律 。 这 规律 是 有 关 两 个 不 同 素 
数 ? 和 4 的 , 它 上 断言， 如 果 乘积 全 二 .7 二 号 是 偶数 ， 
则 4 是 了 的 二 次 剩余 必须 而 且 只 须 # 是 4 的 二 次 剩余 .在 乘 
积 馆 二 内 地 于 是 奇数 时 ， 这 情形 相反 ,是 9 的 剩余 
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必须 而 且 只 须 4 是 如 的 非 剩余 . 年 轻 的 高 斯 的 成 就 之 一 就 是 
给 出 了 这 个 著名 定理 的 第 一 个 严格 证 明 ， 而 这 个 定理 很 长 时 
间 曾 是 对 数学 家 的 一 个 挑 成 高 斯 的 第 一 个 证 明 决 不 是 简单 
的 ,而 且 即 使 到 今天 虽然 已 发 表 了 大 量 的 不 同 的 证 明 , 互 反 律 
也 不 是 容易 确立 的 ， 它 的 真正 的 意义 ,直到 最 近 ,在 代数 数论 
发 展 以 后 才 显 示 出 来 . 

作为 说 明 二 次 剩余 分 布 的 一 个 例子 ,让 我 们 取 p 二 7, 这 
时 由 于 


=0, I=1, 2 三 4, 3 二 2，, 
4 三 2, 5 三 4, 6 三 1, 
(全 是 模 7) 而 且 由 于 后 面 的 平方 重复 这 个 序列 ， 所 以 7 的 二 
次 剩余 是 与 1, 2, 4 同 余 的 数 ,而 非 剩余 是 和 3, 5, 6 同 余 的 ， 
”在 一 般 情形 下 ,z 的 二 次 剩余 组 成 了 和 1, 2, ……(p 一 1》 
ee 

三 (p 一 +)”(mod p),( 例 如 2 三 5 (mod 7))， 
这 因为 人 一 和 一 太一 2px 十 x 二 x?* (mod p). 因 此 数 1,2， 
…,p 一 1 中 有 一 半 是 2 的 二 次 剩余 ; 男 一 半 是 非 二 次 剩余 . 
为 了 说 明 二 次 互 反 律 ， 让 我 们 取 p 二 5, 4 一 11， 由 于 


11 三 1? (mod 5),11 是 二 次 剩余 (mod 5); 由 于 乘积 [| 


[ 包 =D| 是 偶数 , 互 反 律 告诉 我 们 5 是 二 次 剩余 (mod 11)， 
为 了 证 实 这 点 ， 我 们 注意 5 = 4(mod 11)。 另 一 方面 ,如 果 
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际 上 11 是 二 次 剩余 (mod 7)[ 因 为 11 二 22(mod 7)], 而 7 是 非 
二 次 剩余 (mod 11). 
习题 : 1) 6:==36 寺 13(mod 23 ),23 是 不 是 二 次 剩余 (mod 13 )? 
2) 我 们 已 看 到 x? 三 (p 一 *)* (mod p)， 说明 这 是 数 1 ，2?， 
3 ，…，( 一 1)* 中 间 仅 有 的 同 余 关系 。 


8 3 毕 达 哥 拉 斯 数 和 费 尔 玛 “定理 ” 

在 数论 中 有 一 个 涉及 到 毕 达 哥 拉 斯 《Pythagoras》 定理? 
的 有 趣 问 题 。 希 腊 人 早 就 知道 边 长 为 3, 4，5 的 三 角形 是 直 
角 三 角形 。 这 产生 了 一 个 一 般 的 问题 : 还 有 哪些 直角 三 角 
形 , 它 的 各 边 长 是 某 个 单位 长 的 整数 倍数 ? 在 代数 上 勾 股 定 
理 用 方程 

ath= ce? (1) 

表示 ， 这 里 a, 5 是 直角 三 角形 的 直角 边 边 长 , 而 “是 斜 边 的 
边 长 .因此 找 出 所 有 各 边 长 是 整数 的 直角 三 角形 的 问题 ， 等 
价 于 求 出 方程 (1) 的 所 有 正 整数 解 (as, 5, c). 任 何 这 样 的 三 个 
数 称 为 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 ， 

找 出 所 有 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 的 问题 是 很 简单 的 。 如 果 
a, b,c 是 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 , 即 a? 十 一 c?, 我 们 记 a/c 二 
x, b/c 一 y, 则 x 和 y 是 使 ?十 六 一 1 的 有 理 数 ， 这 时 我 们 - 
有 二 《1 一 x)(1 十 *) 或 y/(1 十 *) 二 (1 一 x)/y， 这 等 


1) 即 我 国有 名 的 勾 股 定理 ,最 早 见 于 “ 周 体 算 经 ”, 比 毕 达 哥 拉 斯 早 五 、 六 百 
年 。 毕 达 哥 拉 斯 数 在 我 国 也 称 为 “ 商 高 数 ”， 译注 


。， 60。 


式 的 两 边 都 等 于 一 个 共同 的 值 1, 它 可 以 表示 为 两 个 整数 的 
比 x/v。 现 在 我 们 可 以 记 y 一 汉 1 十 x) 和 (1 一 *) 一 少 或 


太一 一 一 上 XxX+iy=1, 


解 这 联 立 方程 我 们 有 
_1—z 2 
A 1+*” 
对 x,y 和 zz 作 代 换 , 我 们 得 到 
a 22 一 42 已 2uv 
c wiv c 二 
因此 对 某 个 (有 理 数 ) 比 例 因 子 +, 有 
a = (yO— wi)r, 
b = (2uv)r, (2) 


c= (w+ v)r. 

这 说 明 如 果 (a, 8, c) 是 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 ， 则 a, b,c 相应 
地 和 vw? 一 ww, 2uv, wi 十 成 比例 . 反 过 来 容易 看 到 , 由 (2) 
定义 的 任意 三 个 数 《a, 5，c) 是 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 ， 因 为 由 
(2) 我 们 有 

a = (u— 2 十 vt) 7’, 

b= (4uv’)r’, 

c= (ut + 20? + v4) 7 
所 以 十 B= co。 

对 这 结果 可 以 作 一 些 简化 ,对 任意 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 (a， 
b,c), 任 给 正 整 数 ;, 我 们 可 以 得 到 无 穷 多 个 其 它 的 毕 达 哥 拉 
斯 三 元 数 (sa, sb, sc). 例 如 从 (3, 4, 5) 我 们 得 到 (6, 8, 10)， 
(9, 12, 15)， 等 等 这样 的 三 元 数 没 有 本 质 的 不 同 ， 因 为 它 
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们 对 应 着 相似 的 直角 三 角形 .因此 我 们 将 定义 一 个 素 的 毕 达 
哥 拉 斯 三 元 数 , 即 没 有 公 因子 的 毕 达 哥 拉 斯 数 a, 2， c<， 立刻 
能 看 出 : 对 任意 "> w 的 正 整 数 " 和 ”， 如 果 * 和 ”没有 公 
因子 且 不 同时 是 奇数 , 则 公式 


2 
d= 


Bb 2 
c=w+ vv, 
产生 了 全 部 的 素 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 ， 
习题 : 证 明 最 后 这 一 命题 ， 
作为 素 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 的 例子 ,我 们 有 vw 一 2, x 一 1: 
(3,4,5),v = 3,u = 2:(5,12,13),v = 4,u= 3: (7, 24, 
25),，.… ,一 10,x 二 7; (51, 140, 149), 等 等 . ， 
关于 毕 达 哥 拉 斯 数 的 结果 ,自然 地 会 引起 这 样 一 个 问题 
究竟 有 没有 自然 数 c, b， ec 能 满足 四 十 思 一 和 或 和 十 久 一 
c4, 或 更 一 般 地 ,对 一 给 定 的 正 整 数 指数 上 > 2, 究竟 方程 
ao 十 妈 一 CY (3) 
能 否 有 正 整 数 解 ,5，c， 费 尔 玛 曾 以 一 种 令 人 吃惊 的 方式 
给 出 一 个 回答 . 费 尔 玛 研 究 了 古代 数论 家 丢 番 都 的 著作 , 他 
习惯 于 在 丢 番 都 的 手稿 的 空白 边缘 加 上 注解 。 在 那里 , 他 和 叙 
述 了 许多 定理 , 并 不 因 没 有 给 出 证 明 而 感到 不 安 。 所 有 这 些 
以 后 都 被 证 明了 ,但 有 一 个 重大 的 例外 .关于 毕 达 哥 拉 斯 数 的 
评注 , 费 尔 玛 写 道 ,对 任意 的 7 之 2, 方程 (3) 在 自然 数 中 是 不 
可 解 的 .但 他 写 道 , 纸 的 空白 边缘 太 少 ,不 能 把 他 所 发 现 的 这 
个 美妙 证 明 写 下 来 了 . 
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从 他 那 时 代 以 来 ,尽管 一 些 最 伟大 的 数学 家 曾 为 之 努力 ， 
人 们 却 一 直 不 能 证 明 费 尔 玛 的 一 般 命题 是 真 的 ,还 是 假 的 。 
实际 上 对 许多 # 值 这 个 定理 已 被 证 明了 , 特别 是 对 所 有 > 二 
619. 但 不 是 对 所 有 的 x, 虽然 反例 至 今 也 没 出 现 ， 这 定理 本 
身 在 数学 上 并 不 那么 重要 ， 但 由 于 试图 证 明 它 却 在 数论 中 引 
出 了 许多 重要 的 发 现 . 这 问题 在 数学 领域 之 外 也 引起 了 很 多 
兴趣 ， 有 一 部 分 原因 是 ， 第 一 个 解决 这 问题 的 人 可 从 受 委托 
的 哥 廷 根 皇家 科学 院 处 得 十 万 马克 的 奖金 ， 直 到 第 一 次 世界 
大 战 后 , 德国 的 通货 脱 胀 才 使 这 笔 奖 金成 为 一 堆 废 纸 ， 在 此 
以 前 ,每 年 有 大 量 错误 的 “ 解 ” 被 送 到 受托 人 那里 ， 即 使 一 些 
严肃 的 数学 家 有 时 也 会 被 他 们 自己 搞 糊 涂 ， 写 出 了 或 发 表 了 
某 些 证 明 ， 这 些 证 明 后 来 都 由 于 被 人 发 现 了 某 些 明显 的 错误 
而 失败 . 虽然 ， 在 报纸 上 常 有 报道 说 这 问题 已 被 某 个 迄今 仍 
无 名 的 天 才 解 决 了 ,但 由 于 马克 的 贬值 ,一 般 人 对 这 个 问题 的 
兴趣 就 不 那么 大 了 。 


84 欧 儿 里 得 略 转 相 除 法 
1. 一 般 理 论 


读者 是 熟悉 一 个 整数 4 被 另 一 个 整数 b 去 长 除 的 一 般 步 
又 的 ， 而 且 知 道 在 余数 小 于 除数 之 前 这 个 步骤 能 一 直 进 行 下 
去 .例如 如 果 a 一 248,5 一 7, 我 们 有 商 4 一 92 和 余数 ”一 
4 
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648 一 7.92 十 4。 


我 们 可 以 把 这 点 叙述 成 一 个 一 般 的 定理 : 如 果 “”* 是 任 一 
部 数 而 2 是 任 一 大 于 零 的 整数 , 则 我 们 总 能 找到 一 整数 4, 使 
ao 一 6.9g 十 7 (1) 
这 里 + 是 满足 不 等 式 0 志 + 二 5 的 一 个 整数 . 
不 必用 除法 来 证 明 这 个 定理 , 我 们 只 须 注意 ， 任 一 整数 "， 或 
它 本 身 是 上 的 一 个 倍数 


4a 一 24， . 
或 它 在 纪 的 两 个 相 邻 的 倍数 之 间 
bq<a<b(gq+ 1)=264+ 2b, 
在 第 一 种 情形 下 ，” 二 0， 等 式 (1) 成立。 在 第 二 种 情形 下 ， 从 上 
面 的 第 一 个 不 等 式 我 们 有 


2 一 bq =r+>0, 


由 第 二 个 不 等 式 我 们 有 


- a—bg=r<b, 

所 以 0<r<%， 正 如 (1) 所 要 求 的 那样 。 

从 这 简单 的 事实 出 发 , 我 们 能 推出 许多 重要 的 结论 。 其 
中 第 一 个 就 是 找 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 的 方法 . 

设 “ 和 2 是 任意 两 个 不 全 为 零 的 整数 ， 考 虑 能 同时 整除 
a 和 5。 的 全 体 正 整 数 集 合 , 这 集合 肯定 是 有 限 的 , 因为 如 果 ， 
比如 说 ,a 关 0, 那么 不 管 怎样 ， 都 不 会 有 一 个 比 4 大 的 数 
能 是 4 的 因子 ， 因 此 4 和 w 只 能 有 有 限 多 个 公 因 子 , 设 4 是 
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其 中 最 大 的 .整数 4 称 为 “和 的 最 大 公 因 子 , 记 作 4d 一 (a， 
2). 对 一 8 和 2 一 12, 我 们 通过 直接 试验 求 出 (8,12) 一 4， 
而 对 a 一 5, 5 一 9, 我 们 有 (5, 9) 一 1. 当 “ 和 “是 较 大 的 
数 时 , 例如 a 二 1804, 5 二 328, 试图 通过 试 算 和 不 断 校正 试 
算 来 求 (a, 5) 这 是 很 烦人 的 事 ， 

驾 转 相 除 法 (一 个 算法 是 指 一 有 系统 的 计算 程序 ) 提 供 了 
一 个 简短 和 而 确定 的 方法 。 它 建立 在 如 下 事实 上 :， 从 形 如 


a= bq+r (2) 
的 任意 关系 式 中 可 以 推出 
(4a, 5) = (2， 7)。 (3) 


因为 对 任意 同时 整除 4 和 4 的 数 x, 有 
a= suUu, b= tu, 
它 也 整除 +, 因为 + 二 a 一 bq 一 坟 一 gt 一 《(s 一 4q1)ju， 反 
过 来 每 一 个 整除 5 和 + 的 整数 " 有 
2 一 yy，7 一 zy 
它 也 整除 a, 这 是 因为 a 一 bq 十 7 一 * oa 十 如 一 (9 十 门 7。 
因此 4 和 4b 的 每 一 个 公 因 子 同 时 也 是 b 和 7 的 一 个 公 因子 ， 
反之 亦 然 ， 这 样 由 于 4 和 4。 的 多 体 公 因子 集合 与 和 7 的 全 
体 公 因 子 集合 相同 ， 所 以 “和 4 的 最 大 公 因子 必须 等 于 & 和 
7 的 最 大 公 因 子 , 这 证 明了 (3)。 下 面 立 刻 就 会 看 到 这 个 关系 
的 用 途 . 
让 我 们 回 过 头 来 找 1804 和 328 的 最 大 公 因子 。 按 普通 
除法 
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5 

328) 1804 
1640 

164 


我 们 有 
1804 = 5.328 十 164， 
因此 由 (3), 我 们 得 到 
(1804, 328) = (328, 164)., 
我 们 看 到 找 (1804,328) 的 问题 ,已 被 一 个 只 涉及 较 小 的 数 的 
问题 代 奉 了 .我 们 可 以 继续 进行 上 述 的 步 又 ,由 于 
本 < 
164)328 
328 
0 
我 们 有 328 一 2.164 十 0, 所 以 《328,164) 二 (164,0)= 二 164. 因 
此 (1804,328) 二 (328, 164) 二 (164, 0)==164, 这 就 是 所 要 的 
找 两 个 数 的 最 大 公 因 子 的 这 个 过 程 ， 在 欧 几 里 得 的 原本 
中 是 以 几何 形式 给 出 的 。 对 于 任意 两 个 不 全 为 0 的 整数 * 和 
2， 它 可 以 用 算术 的 形式 如 下 描述 ， 
由 于 (4, 0) 一 a, 我 们 可 以 假设 2 关 0. 这 样 通过 
连 除 我 们 能 写 出 
a 一 24 十 和 (0<7<2) 
b=rngqgtr (0 一 和 < 六 ) (4) 
ni = 7 二 7 (0<7 < 7) 
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f2 一 1204 十 74 《0 一 和 < 让) 
只 要 余数 Tig 725 739 “0 不 是 0 就 继续 瑟 下 去 . 从 右边 的 不 
等 式 ， 我 们 看 出 一 连 捉 的 余数 形成 正 整数 的 一 个 严格 递减 序 
列 : 


b>n>n>n>1>.…>0. (5) 
因此 最 多 6。 步 ( 经 常 是 更 少 的 ,因为 两 个 相继 的 + 之 闻 的 差 通 
常 是 大 于 1 的) 0 这 个 余数 必然 出 现 
fa-2 一 fn-iqn 十 rn 
rai 一 ?nqnt1 十 0。 
这 时 ;我们 知道 
(a, 8) 一 rn; 
换 句 话说 , (a, 2) 是 序列 (5) 中 最 后 的 正 整 数 。 这 一 点 是 对 
等 式 (4) 连 续 用 等 式 (3) 而 得 到 的 ,因为 从 (4) 的 这 一 连 串 式 
子 , 我 们 有 
(a,8) = (8,71), 8,71) = 7472), 71572) — (23 73) 
C72973) 一 (7a74) rai97s) — (250) = rn 
习题 : 用 欧 几 里 得 驾 转 相 除 法 求 出 下 面 的 最 大 公 因 子 : (a) 
187，77 (b) 105, 385 (c) 245, 193, 
从 等 式 (4) 可 以 导出 (a, 5) 的 一 个 极 重要 的 性 质 ， 如 果 
4 一 《a,5), 则 能 找到 正 的 或 负 的 整数 《x 和 7/, 使 
d= kot12b. (6) 
为 了 说 明 这 点 ,让 我 们 考虑 连续 的 余数 序列 (5), 从 (4) 中 第 一 
个 等 式 有 
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和 1 一 4 一 2p， 
所 以 ,能 写成 a 十 02 的 形式 (这 时 太一 1,4 一 一 41), 由 
第 二 个 等 式 有 
r=b— gr—=b— glka t+ 12) 
= (—ghi)a + (1 — g91)b = ka + L126, 
显然 ,这 过 程 通过 这 一 串 余数 ~， '… 可 以 重复 下 去 , 直到 
得 到 一 个 表达 式 
jz 一 Ka 十 10。 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
作为 一 个 例子 ,考虑 用 轰 转 相 除 法 求 (61, 24), 这 里 最 大 
公 因 子 是 1, 而 且 对 1 所 要 求 的 上 述 表 达 式 能 由 等 式 
61 一 2.24 十 13,24 一 1.13 十 11,，13 一 111 十 2， 
11 一 5.2 十 1， 2 一 2.1T 十 0， 
来 计算 .我 们 由 这 些 等 式 的 第 一 个 知 
13 = 61 — 2'24， 


由 第 二 个 知 1 
11 一 24 一 13 一 24 一 (61 一 2.24) 
一 一 61 十 3.24， : 
由 第 三 个 知 
2=13—11=(61—2.24)— (—61 + 3.'24) 
一 2.61 一 5.24， 
由 第 四 个 知 


1 一 11 一 5.2 一 (一 a 
一 一 11.61 十 28.24。 
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2. 在 算术 基本 定理 上 的 应 用 


4 一 (a,b) 总 能 写成 4 一 ka 十 15 的 形式 , 这 一 事实 可 
以 用 来 证 明 算术 基本 定理 . 这 和 第 37 页 给 出 的 证 明 彼此 无 
关 . 首先 我 们 证 明 第 39 页 的 推论 , 把 它 作为 一 个 引 理 , 然后 
从 这 引 理 出 发 推出 基本 定理 ,与 先前 证 明 的 次 序 相反 . 

引 理 ， 如 果 一 素数 5 整除 乘积 cp, 则 ? 必 整 除 4 或 5. 

因为 素数 了 仅 有 因子 zp 和 1， 所 以 如 果 卫 不 整除 s， 则 
(o, p) 一 1， 因 此 我 们 能 找到 整数 和 1 使 

1= Rat ip, 
在 这 等 式 两 边 乘 5, 我 们 得 到 
b= kab + Ipb, 
现在 如 果 整除 op, 我 们 有 
ab = pr, 
因此 
b= kpr + lpb — plkr + 12), 

由 此 知 ? 显然 整除 5， 这 样 我 们 就 表明 了 , 如 果 整除 ob 但 
不 整除 a 则 它 必 整除 5， 所 以 不 论 在 什么 情形 ， 如 果 了 整除 
ab, 则 它 必 整 除 a 或 5. 

立刻 可 以 把 这 结果 推广 到 两 个 以 上 的 整数 的 乘积 上 ， 例 
如 ,如 果 上 2 整除 abc，, 两 次 应 用 这 引 理 我 们 能 说 明了 至 少 整 除 
a, 5， 中 的 一 个 ,因为 如 果 既 不 整除 a, 5, 也 不 整除 c, 则 
它 不 能 整除 a6, 因而 不 能 整除 (ob)c 一 apec。 
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习题 : 如 果 把 这 个 讨论 推广 到 任意 ” 个 整数 的 乘积 上 去 ， 就 
要 求 明确 地 或 暗含 地 用 数学 归纳 法 原理 。 补充 这 讨论 的 细节 。 
由 这 结果 , 立刻 可 以 得 出 算术 基本 定理 。， 让 我 们 假设 给 
出 了 一 个 正 整数 六 的 任意 两 种 素数 因子 分 解 
N= pipa' pr — qq2*°* "qs 
由 于 pi 整除 这 等 式 的 左边 ， 它 必须 也 整除 右边 . 因此 从 上 面 
的 习题 可 知 , 它 必须 整除 这 些 因 子 中 的 一 个 qk. 但 qx 是 一 个 
素数 , 因此 p, 必须 等 于 这 个 q+。 在 把 这 两 个 相等 的 因子 从 这 
等 式 中 消去 后 ， 得 知 p; 必须 整除 剩 下 的 因子 之 一 q1, 因而 必 
须 等 于 它 . 划 掉 p; 和 gs, 再 对 p;,*……, p; 作 同 样 推理 .这 过 程 
结束 时 ,所 有 的 都 消去 了 , 左边 仅 剩 下 1。 由 于 所 有 的 4 都 
是 大 于 1 的 ， 右边 不 能 剩 下 4q。 因 此 这 些 p 和 4g 是 以 相等 的 
对 子 消去 的 ， 这 证 明了 (除了 因子 的 次 序 外 ) 两 种 分 解 是 相同 
的 ， 


3. 欧 拉 函数 pg 再 谈 费 尔 玛 定理 


两 个 整数 4a 和 2， 如 果 它 们 的 最 大 公 因 子 是 1: 
(ec，2) 一 1， 
则 称 它 们 是 互 素 的 ， 例如, 24 和 35 是 互 素 的 ,而 12 和 18 不 
是 ， 如 果 4 和 “2 是 互 素 的 ， 则 可 以 选择 正 的 或 负 的 整数 4 和 
1, 使 
ka 十 有 一 1 
这 一 点 从 第 67 页 所 讲 的 (a, 5) 的 性 质 即 知 ， 
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习题 : 证 明定 理 : 如 果 一 整数 7 整除 柔 积 o 县 与 " 互 素 , 则 

r 必 整 除 5 (提示: 如果" 是 与 4 互 索 的 ,我 们 能 求 出 整数 和 1/ 

使 

Ar 十 ja 一 1， 

这 等 式 两 边 用 上 张 ). 这 定理 把 第 69 页 的 引 理 作 为 它 的 一 个 特 

殊 请 况 ， 因 为 一 个 素数 # 与 一 整数 4 互 素 必须 而 且 只 须 不 整除 

对 任意 正 整 数 "， 命 p(>) 表 示 在 1 到 ”中 与 ” 互 素 的 整 
数 的 个 数 ， 这 首先 由 欧 拉 引进 的 函数 p(w) 是 一 个 很 重要 的 
数论 函数 "， 对 二 的 前 几 个 值 , p(z) 的 值 是 容易 算出 来 的 : 

9(1) 一 1 因为 1 是 和 1 互 素 的 ， 

9(2) 一 1 因为 1 是 和 2 互 素 的 ， 

9(3) 一 2 因为 1 和 2 是 和 3 互 素 的 ， 

9(4) 一 2 因为 1 和 3 是 和 4 互 素 的 ， 
9(5) 一 4 因为 1,2, 3, 4 是 和 5 互 未 的 ， 

p(6) 一 2 因为 1,5 是 和 6 互 素 的 ， 

9(7) 一 6 因为 1,2,3, 4,5, 6 是 和 7 互 素 的 ， 

9(8) 一 4 因为 1, 3, 5,7 是 和 8 互 素 的 ， 

9(9) 一 6 因为 1,2,4,5,7, 8 是 和 9 互 素 的 ， 

gq(10) 一 4 因为 1, 3,7, 9 是 和 10 互 素 的 ， 

我 们 看 到 如 果 b 是 素数 ，qp(p) 二 p 一 1; 因为 一 个 素数 
除了 它 自身 和 1 外 没有 其 它 因 子 , 因 此 它 和 所 有 整数 1, 2,3， 
…,p 一 1 互 过 .如 果 # 是 一 合 数 , 它 的 素数 分 解 为 

2 一 plips***prr, 


sa TI es。 


这 里 p; 表示 不 同 的 素数 ,每 一 个 有 某 个 寡 , 则 


ee (1 一 由 去 ， (1 一 亲 ) 


例如 ,由 于 12 一 2 ， 35 


(2) 一 1 人 (1 一 二 人 一 于) 一 1 (二 人 三 ) 一 4， 


而 它 确实 是 这 个 值 ， 这 个 证 明 是 很 初等 的 ， 但 在 这 里 我 们 把 . 
它 略 去 了 . 
习题 : 用 欧 拉 函 数 9, 推广 第 55 页 上 的 费 尔 玛 定理 ， 这 个 一 
般 性 的 定理 是 : 如 果 =” 是 任 一 素数 且 * 是 与 互 案 的 , 则 


ar(W)=1 (modn), 


` 4. 连 分 数 丢 番 都 方程 


从 求 两 个 整数 最 大 公 因 子 的 力 转 相 除法 出 发 ， 立 刻 能 得 
出 一 个 把 两 个 整数 的 比 表示 为 一 复合 分 数 的 重要 方法 . 

例如 对 于 数 840 和 611， 思 转 相 除 法 产生 了 一 系列 等 式 

840 = 1°.611 -F229, 611 二 2'229 十 153， 

229 = 1.153 十 76， 153 = 2.76 十 1, 
它 附带 表明 (840, 611) 一 1, 从 这 些 等 式 , 我 们 可 以 导出 下 面 
的 表达 式 : 
229 _ 1 


840_] 二 _ 1 
611 611 611/229” 
2 
229 229 229/153 


ea 7T2 。 


2 


153 153 153/76’ 
+ 
76 76 


组 合 这 些 等 式 ,我 们 可 以 把 有 理 数 写成 


0 一 工 十 
11 pe 1 
1 十 
2 
76 
形 如 
a 二 ao 十 : 1 (7) 
十 nie 
02 十 
| 


的 表达 式 ( 这 里 这 些 a 是 正 整 数 ) 称 为 连 分 数 . 轧 转 相 除法 给 
出 我 们 一 个 方法 ,把 任 一 有 理 数 表示 为 这 形式 . 


习题 : 求 子 ， 生 ， -的 连 分 数 形式 
* 连 分 数 在 高 等 算术 的 分 支 中 ( 称 为 委 番 都 分 析 ) 很 重要 。 扫 
番 都 方程 是 具有 一 个 或 多 个 未 知 数 的 整 系数 代数 方程 ， 对 它 要 求 
整数 解 。 这 样 一 个 方程 可 以 无 解 .有 有 限 个 解 或 有 无 穷 多 个 解 .最 
简单 的 情形 是 两 个 未 知 数 的 线性 丢 香 都 方程 
ax+ by=c, (8) 
这 里 a， 5，。 是 给 定 的 整数 。 要 求 的 是 整数 解 和 y。 这 种 形式 的 
方程 的 所 有 解 可 以 用 驾 转 相 除法 确立 。 
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首先 , 让 我 们 用 驾 转 相 除法 求 出 4 = (*，6)， 则 对 适当 选择 
的 整数 和 /i, 有 ; 
ak+ ol=d., (9) 
因此 方程 (8) 对 。 = 2 的 请 形 有 特 解 x 二，y = 1。 更 一 般 地 ,如 
果 “ 是 4 的 任 一 倍数 : 

c= dq, 
则 从 (C9) 我们 得 到 
a(Rq) + 6(19) = dg = ¢, 

所 以 (8) 有 特 解 > = x** = kg、，y 三 并 二 149, 反之 对 给 定 的 c， 如 
果 (8) 有 解 x, y， 则 “ 必须 是 4 = (4，5) 的 倍数 ; 这 因为 4 整除 4 
和 4， 所 以 必 整 除 <。 内 此 我 们 证 明 方 程 (8) 有 解 必 须 而 且 内 须 < 
是 (4,5) 的 一 个 倍数 。 

为 了 确定 (8) 的 其 它 解 ,我 们 看 到 ,如 果 x = 一 * ,一 是 任意 
一 个 不 同 于 上 面 用 加 转 相 除法 得 到 的 解 * 一 料 ,， 一 疗 , 则 *=* 
一 +*,y 二 y' 一 上 阔 是 “ 齐 次 ”方程 : 

ax + by=0 | (10) 
的 一 个 解 。 因 为 如 果 
ax’ 二 by 一 cj ax* + by* = ce, 
从 第 一 个 方程 减 去 第 二 个 方程 ,我 们 发 更 
ct — 4) + by — y*) 0, 

现在 方程 (10) 的 最 一 般 解 是 * = rb/(a,8)，y = 一 ra/(4,6)、 这 
里 + 是 任 一 整数 (我 们 把 这 证 明 留 下 作为 一 个 练习 。 提 示 : 用 (4， 
2) 除 并 用 第 71 页 的 习题 )。 立 刻 得 

和 x 十 fb/(a,b), y=y*— raf(a,b). 

总 结 一 下 : 线性 丢 番 都 方程 ax + by 一 <, 这 里 4,5，c 是 整 
数 ， 在 整数 中 有 和 解 必须 而 且 只 须 。 是 (<， 5) 的 一 个 倍数 。 在 这 一 
情形 下 ,一 个 特 解 * 二 x**,，y 一 y* 可 用 轧 转 相 除 法 得 到 , 而 最 一 
般 的 解 的 形式 是 

= ar + rb/(a6), y= ra/(e, 6), 

这 里 + 是 任意 整数 。 
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例 : 方程 3x + 5y = 22 没有 整数 解 ， 因 为 (3.6)=3, 不 整 
除 22, . 
方程 7x + 11y = 13 有 特 解 = 一 39,y 二 26, 求法 如 下 : 
11 一 1.7 十 4，7 一 1.4+3，4 一 1.3 二 1，(7,11) 一 1， 
1 一 4 一 3 一 4 一 (7 一 4) 一 2.4 一 7 一 2(11 一 7) 一 7 一 2.11 一 3.7 
基 此 
7.(—3)+11. (2)=1 
7。( 一 39) 十 11，(26) 一 13。 
其 它 的 解 由 
YX 一 一 39 十 11r，y 一 26 一 77 
给 出 ,这 里 7 是 任意 整数 ， | 
习题 : 解严 釉 者 方程 (2)3x* 一 4》 一 29。 (b) 1Lx 十 12y 一 58， 
(c) 153xz 一 34y = 51。 


第 二 章 ”数学 中 的 数 系 
引 言 


为 了 创造 一 个 既 符合 于 实际 又 满足 于 理论 上 的 需要 的 强 
”有 力 的 工具 ,我 们 必须 把 数 的 原始 概念 , 即 只 把 自然 数 当 作 数 
的 这 种 概念 ， 大 大 推广 。 在 一 个 漫长 而 曲折 的 发 展 过 程 中 ， 
零 、 负 整数 、 分 数 逐 渐 取得 了 和 正 整数 同样 的 地 位 ;而 且 今 天 
这 些 数 的 运算 规则 已 为 普通 中 ,小 学 校 的 儿童 所 掌握 ， 但是， 
为 了 在 代数 运算 中 得 到 完全 的 自由 ， 我 们 必须 更 进一步 地 引 
进 无 理 数 和 复数 .虽然 自然 数 概念 的 这 些 推 广 人 们 已 用 了 好 
几 个 世纪 ， 而 且 已 经 成 了 近代 一 切 数学 的 基础 ， 但 是 直到 最 
近 , 它们 才 有 了 一 个 逻辑 上 坚实 的 基础 。 在 这 一 章 我 们 将 扼 
了 要 地 叙述 一 下 这 个 发 展 过 程 . 


$1 有 理 数 
“1. 作为 度量 工具 的 有 理 数 


自然 数 是 从 计算 有 限 集 合 的 元 素 个 数 的 过 程 中 抽象 出 来 
的 . 但 在 日 常生 活 中 ， 我 们 不 仅 要 数 单个 的 对 象 ， 而 且 也 需 
要 度量 像 长 度 \ 面 积 ,重量 和 时 间 这 样 的 量 .如果 我 们 要 能 够 
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自如 地 度量 这 种 能 任意 细 分 的 量 ， 就 必须 把 算术 的 范围 扩展 
到 自然 数 的 范围 之 外 .第 一 步 是 把 度量 的 问题 变 为 计数 的 问 
题 .首先 我 们 任意 地 选择 一 个 度量 单位 一 一 英尺 \ 码 、 英寸 、 
磅 \ 克 ,或 秒 ( 选 娜 一 个 根据 情况 而 定 ), 并 规定 它 为 1， 然 后 我 
们 数 一 数 被 度量 的 那个 量 包 含有 多 少 个 单位 。 某 一 块 铝 可 能 
恰好 是 54 磅 ,但 是 一 般 说 来 , 算 单 位 的 个 数 的 过 程 , 其 结 

不 一 定 是 “正好 算 完 ”, 即 给 定 的 量 不 一 定 恰好 是 我 们 所 选择 
的 单位 的 整数 倍 ， 我 们 可 以 说 ， 在 大 多 数 情况 下 它 是 介 于 这 
个 单位 的 两 个 相 邻 倍数 之 间 , 例如 在 53 磅 和 54 磅 之 间 ， 遇 
到 这 种 情形 时 , 我 们 将 进行 下 一 步 : 通过 把 原单 位 分 成 等 
分 ,引进 一 个 新 的 小 单位 ,在 通常 的 语言 中 ,这 个 新 的 小 单位 
可 以 有 专门 的 名 称 , 例如 , 1 英尺 分 为 12 英寸 , 1 米 分 为 100 
厘米 , 1 磅 分 为 16 崎 司 , 1 小 时 分 为 60 分 , 1 分 钟 分 为 60 秒 
等 等 . 但 在 数学 的 符号 系统 中 ， 把 原来 一 个 单位 分 为 ” 等 分 


而 得 到 的 小 单位 ,用 符号 = 来 表示 ;而 且 如 果 一 个 给 定 的 量 


恰好 包含 w 个 小 单位 , 它 的 度量 将 用 符号 一 来 表示 .这 符号 
称 为 分 数 或 比 ( 有 时 记 作 m:w)， 经 过 了 若干 世纪 的 摸索 ,人 
们 才 有 意识 地 采取 了 下 一 个 具有 决定 性 的 步骤 , 即 : 符号 一 


脱离 了 它 同 测量 过 程 及 被 测量 的 量 的 具体 关系 ， 而 被 看 作 是 
一 种 纯粹 的 数 , 它 本身 作 为 一 个 实体 与 自然 数 有 同样 的 地 位 。 


当 普 和 ?是 自然 数 时 ,符号 二 称 为 有 理 数 ， 
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我 们 把 这 些 新 的 符号 叫 作 数 〈 数 这 个 词 原来 只 是 指 自 然 
数 ), 这 是 完全 合理 的 ， 因 为 这 些 符 号 的 加 法 和 乘法 与 自然 数 
的 加 法 和 乘法 有 同样 的 规律 . 为 了 说 明 这 一 点 ， 必 须 首 先 定 
义 有 理 数 的 加 法 ,乘法 及 相等 ， 众 所 周知 ,这 些 定义 是 : 对 任 
意 整数 *，2，c, 2 有 


C ld 十 Dec a C ac 
ds 1 
d bd ”bb ad bd (5 
Ll, = 
a 必 已 
例如 ;: 
和 
一 -一 -一 一 a 
3 .5 15 15 
和 .4 .2.4 8 
3 3.5 15” 


= 一 一 一 二 一 一 一 


很 清楚 ,如 果 我 们 希望 用 有 理 数 来 度量 长 度 、 面 积 等 等 的 话 ， 
这 些 定义 就 不 得 不 这 样 建立 ， 但 是 严格 说 来 ， 我 们 这 些 符号 
的 加 法 ,乘法 及 相等 的 规则 是 用 我 们 的 定义 本 身 建立 起 来 的 ， 
除了 为 了 相 容 性 和 便于 应 用 外 ， 并 没有 一 个 先 验 的 必要 性 强 
加 给 我 们 .在 定义 (1) 的 基础 上 我 们 能 证 明 : 自然 数 的 算术 
基本 规律 在 有 理 数 的 范围 内 继续 成 立 : 


尹 十 4 一 9 十 所 (加 法 交换 律 )， 
p 十 (9g 十 ?+) 二 (p 十 9) 十 + 《加 法 结合 律 )， 
pg = gp (乘法 交换 律 )，(2) 
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(az) = (pa)r (乘法 结合 律 )， 

p(g + r)~=p9t+ pr (分 配 律 ). 
例如 ,对 分 数 加 法 交换 律 的 证 明 是 通过 展开 等 式 

a ¢c _ad+be _ cp 十 de _ < a 


而 得 到 的 ， 这 里 第 一 个 等 号 和 最 后 一 个 等 号 是 应 用 分 数 加 法 
的 定义 (1), 而 中 间 一 个 等 号 是 应 用 自然 数 的 加 法 和 乘法 交换 
律 的 结果 . 读者 可 用 同样 的 方式 验证 其 它 四 个 规律 . 

为 了 真正 理解 这 些 事实 ， 我 们 必须 再 次 强调 有 理 数 是 我 
a ED 我 们 


可 以 上 胡乱 地 宣布 加 法 的 某 些 规则 ,例如 二 二 2, 特 


别 地 由 此 得 到 和 十 py 一 了 ， 从 度量 的 观点 来 看 ,这 是 一 个 
范 廖 的 结果 ， 这 种 类 型 的 规则 ,虽然 在 逻辑 上 是 允许 的 ,但 将 
使 我 们 的 符号 算术 变 成 毫 无 意义 的 游戏 .人 们 要 求 创造 一 个 
适合 于 度量 的 工具 ,在 这 里 ,思维 正 是 是 应 着 这 个 要 求 而 自由 
发 挥 的 ， 


2. 数学 内 部 对 有 理 数 的 需要 ”推广 的 原则 


引进 有 理 数 ,除了 有 其 “实际 ”原因 而 外 ,还 有 一 个 更 内 在 
的 ， 从 茶 些 方面 来 看 甚至 是 更 为 迫切 的 理由 .我 们 现在 将 完 
全 不 依靠 上 一 小 节 的 论点 来 讨论 它 。 这 个 讨论 是 完全 算术 性 
的 ,而 且 就 数学 程序 的 主要 趋势 来 说 , 它 也 是 很 典型 的 . 
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在 通常 的 自然 数 的 算术 中 ,我 们 总 能 进行 两 个 基本 运算 : 
加 法 和 乘法 . 但 是 “ 逆 运 算 ” 减 法 和 除法 并 不 总 是 可 行 的 .两 
个 整数 a, 5b 的 差 b 一 4 是 一 个 使 得 a 十 c 二 2 的 整数 c, 即 
方程 4a 十 x 二 42 的 解 。 但 在 自然 数 的 范围 内 , 符号 5 一 4 仅 
限于 2 > 4a 时 才 有 意义 ， 因 为 只 有 这 时 方程 a 十 x 一 5 才 有 
一 个 自然 数 的 解 +。 通过 a 一 a = 0 而 引进 符号 0 时， 消除 
了 这 个 限制 ,这 是 很 大 的 一 个 进步 . 更 重要 的 进步 表现 在 , 引 
进 了 符号 一 1, 一 2, 一 3,*…* 以 及 对 4 二 4 的 情况 ,定义 

5 一 4 一 一 (e 一 六 ). 
这 保证 了 减法 能 在 正 整 数 和 负 整 数 范围 内 无 限制 地 进行 ， 为 
了 在 一 个 扩大 了 的 既 包 括 正 整数 ， 又 包括 负 整 数 的 算术 中 引 
进 新 的 符号 一 1, 一 2， 一 3，*…, 当然 我 们 必须 定义 它们 的 
运算 ,使 得 算术 运算 原来 的 规律 保持 不 变 ， 例 如 ,我 们 对 负数 
乘法 规定 


(一 D( 一 D = 1 (3) 
这 是 我 们 希望 保持 分 配 律 a(2 十 c) == ab 十 ac 的 结果 . 因 
为 如 果 我 们 让 (一 D)( 一 D) = 一 1, 令 4 一 一 1, 5b 一 1,c 一 
一 1， 就 会 有 一 1. (1 一 1) 一 一 1 一 1 一 一 2， 可 是 另 一 方 
面 我 们 实际 上 有 一 1* (1 一 1) 一 一 1 0 一 0。 对 数学 家 来 
说 , 经 过 了 很 长 的 一 段 时 间 才 认识 到 “符号 规则 ”(3) 以 及 负 
数 , 分 数 所 服从 的 其 它 定义 是 不 能 加 以 “证明” 的， 它们 是 我 
们 创造 出 来 的 ， 为 的 是 在 保持 算术 基本 规律 的 条 件 下 使 运算 
能 够 自如 。 能 够 并 且 必 须 加 以 证 明 的 仅仅 是 ， 在 这 些 定义 的 
基础 上 ， 算 术 的 交换 律 、 结 合 律 、 分 配 律 是 保持 不 变 的 ， 甚 
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至 伟大 的 欧 拉 也 曾 借助 于 一 个 完全 不 令 人 信服 的 讨论 来 证 明 
(一 DD( 一 1)“ 必 须 * 等 于 十 1， 他 说 , 因为 它 必须 或 是 十 1 或 
是 一 1, 而 由 于 (一 1) 一 (+1)( 一 1), 所 以 不 能 是 一 1， 
正如 引进 负 整数 和 0 冲破 了 对 减法 的 限制 一 样 ， 分 数 的 
引进 为 除法 消除 了 类 似 的 算术 上 的 障碍 。 用 方程 
ax—b (4) 
定义 的 、 两 个 整数 。 和 5 的 比 * 一 二， 仅 当 ” 是 5。 的 一 个 因 
子 时 才 作为 一 个 整数 而 在 在 。 如 果 不 是 这 种 情形 , 例如 4 一 
2, 5 一 3, 我 们 简单 地 引进 一 个 新 的 符号 之 , 称 为 分 数 , 它 服 


从 于 。 (z) 一 4b 这 样 的 规则 ,使 得 和 “按照 定义 ”是 (4) 的 解 ， 
发 明 分 数 作为 一 个 新 数 的 符号 ， 使 得 除法 可 以 不 受 限 制 地 进 
行 一 除非 用 零 来 除 ,但 这 是 断然 不 许可 的 . 

像 二 也，- 等 等 的 表达 式 ,我 们 把 它们 看 成 是 无 意义 
的 符号 ， 因 为 如 果 人 允许 用 0 除 , 我 们 就 能 从 正确 的 等 式 0 1 
二 0 . 2 推出 荒 雇 的 结果 1 一 2. 但 有 时 用 符号 co( 读 作 “ 无 穷 
大 ”) 来 表示 这 些 表 达 式 是 有 用 的 , 其 前 提 是 我 们 不 打算 对 符 
号 co 应 用 通常 数 的 计算 所 服从 的 规则 . 、 

全 体 有 理 数 一 一 整数 和 分 数 ， 正 数 和 负数 一 一 的 纯 算术 
意义 现在 是 很 明显 的 了 ,因为 在 这 种 扩大 了 的 数 的 范围 内 ， 
不 仅 形式 上 的 结合 律 .交换 律 和 分 配 律 成 立 , 而 且 方 程 a 十 * 
一 和 ax 一 不 受 限 制 地 总 有 解 z 一 5 一 “和 xz 一 之 (只 
要 后 一 情形 中 a < 0) . 换 句 话说 ,在 有 理 数 的 范围 内 , 所 谓 有 
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理 运 算 一 一 加 \ 减 , 乘 , 除 一 一 可 以 无 限制 地 进行 ,而 决 不 会 超 
出 这 个 范围 之 外 . 这 样 一 个 封闭 的 数 的 范围 称 为 一 个 域 . 在 
这 一 章 后 面 和 第 三 章 中 ， 我 们 还 要 磁 到 其 它 一 些 域 的 例子 . 

通过 引进 新 的 符号 ,扩充 一 个 范围 ,使 得 在 原来 范围 内 成 
立 的 规律 ,在 这 更 大 的 范围 内 继续 成 立 ,这 是 数学 推广 过 程 的 
一 个 特征 ， 从 自然 数 到 有 理 数 的 推广 ， 既 满足 去 掉 波 法 和 除 
法 的 限制 这 一 理论 上 的 露 要， 也 满足 用 数 来 表示 度量 结果 这 
实际 上 的 需要 . 由 于 有 理 数 适应 了 这 两 方面 的 需要 ， 这 就 使 
得 有 理 数 有 了 它 真正 的 重大 意义 ， 如 我 们 已 经 看 到 的 那样 ， 
数 的 概念 的 这 种 扩充 ， 可 以 通过 创造 形 如 0, 一 2， 地 这 种 抽 
象 符号 的 新 数 来 实现 .今天 ， 我 们 把 这 些 数 当成 理所当然 的 
事 来 看 待 ,以 至 于 很 难 相信 , 直到 十 七 世纪 ， 拱 合法 性 还 不 能 
像 正 整数 那样 为 人 们 所 普遍 承认 , 当 有 必要 而 用 到 它们 时 ,人 
们 是 相当 犹疑 和 不 安 的 ， 人 的 天 性 倾向 于 依附 于 “具体 ”( 像 
自然 数 的 例子 所 表明 过 的 那样 ), 这 就 是 采 必 这 不 可 训 免 的 步 
又 时 如 此 缓慢 的 原因 然而 ,只 有 在 这 种 抽象 的 领域 内 ,才能 
创造 出 一 个 令 人 满意 的 算术 系统 . 


3. 有 理 数 的 几何 解释 


下 述 作 图 方法 给 出 了 有 理 数 的 一 个 具有 启发 性 的 几何 解 


释 . 
2 在 一 条 直线 即 “ 数 轴 ” 上 ， 
图 8 数 轴 我 们 标 出 从 0 到 1 的 线段 ， 如 


图 8， 确定 从 0 到 1 这 线段 的 长 为 单位 长 ， 这 单位 长 度 我 们 
是 可 以 任意 选取 的 .于 是 , 正 整 数 和 负 整 数 表示 为 数 轴 上 一 组 
等 距离 的 点 , 正 数 在 0 点 的 右边 而 负数 在 左边 。 为 了 表示 分 
母 为 2 的 分 数 ,我 们 把 每 一 个 单位 长 线段 分 为 # 等 分 , 则 这 些 
分 点 表示 了 分 母 为 7 的 分 数 . 如果 我 们 对 每 一 个 整数 ”都 这 
样 作 , 那 末 所 有 的 有 理 数 将 都 能 用 数 轴 上 的 点 来 表示 。 我们 
称 这 些 点 为 有 理 点 ,我 们 将 不 加 区 分 地 使 用 < 有 理 数 ”和 “有 理 
点 ”这 两 个 术语 . 

在 第 一 章 $ 1, 我 们 对 自然 数 定义 了 关系 式 4 < B. 在 
数 轴 上 与 此 类 似 的 事实 是 如 果 自 然 数 4 小 于 自然 数 B, 则 
点 4 在 点 8 的 左边 ， 因 为 这 种 几何 关系 对 所 有 有 理 数 都 成 
立 ， 于 是 我 们 可 以 用 保持 对 应 点 之 间 几 何 次 序 的 方式 来 推广 
这 个 算术 关系 .这 一 点 用 如 下 定义 来 实现 ， 如 果 B 一 4 为 
正 ， 称 有 理 数 4 小 于 有 理 数 B(4 < 8B), 而 称 B 大 于 4( 了 > 
4)。 由 此 可 知 , 如 果 4 二 B, 则 在 4 和 B 之 间 的 点 ( 数 ) 是 既 
4 又 二 8 的 . 一 对 不 同 的 点 与 它们 之 间 的 这 些 点 合 在 一 起 
称 为 一 个 线 节 或 区 间 [ 4, B]. 

从 原点 到 点 4 的 距离 ( 取 正 值 ), 称 为 4 的 绝对 值 ,用 符号 

14| 

来 表示 . 用 话 来 说 ,如 果 4 宇 0, 我 们 有 |4|=4; 如 果 4 声 
0, 我 们 有 [4| = 一 4， 显然 ， 如 果 4 和 8 符号 相同 ， 等 式 
14 十 B| 一 141 十 18| 成立; 如 果 4 和 B 符 号 相反 , 我 们 有 
Il4 + Bl<14| 二 131， 因 此 ,把 这 两 个 命题 合 起 来 ， 不 论 
4 和 B 的 符号 如 何 ,总 有 一 般 的 不 等 式 
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成 立 ， 

有 一 个 重要 的 基本 事实 可 以 表述 如 下 : 有 理 点 在 直线 上 
是 稠密 的 .这 个 意思 是 ， 在 每 一 个 不 论 是 多 么 小 的 区 间 中 者 
存在 着 有 理 点 . 为 了 表明 这 一 点 ， 我 们 只 须 取 一 个 足够 大 的 
分 母 使 得 区 闻 |9， 二 | 小 于 问题 中 给 定 的 区 间 [4, B]; 
这 时 分 数 一 中 至 少 有 一 个 一 定 落 在 这 区 间 中 ， 因 此 在 直线 
上 任何 一 个 区 间 , 不 论 它 多 么 小 ,都 不 可 能 没有 有 理 点 .而 且 
由 此 得 知 ,在 任何 一 个 区 间 中 必须 有 无 穷 多 个 有 理 点 ,因为 如 


果 只 有 有 限 个 , 则 在 任意 两 个 相 邻 的 有 理 点 之 间 的 区 间 内 ,将 
不 存在 有 理 点 ,我 们 刚才 看 到 这 是 不 可 能 的 ， 


$2 不 可 公 度 线段 无 理 数 和 极限 概念 


1. 引 


了 


在 比较 两 个 线段 < 和 4 的 长 度 时 ， 可 能 4b 恰好 包含 4 的 
正 整 数 > 倍 ， 在 这 情况 下 我 们 可 以 用 4 来 表示 线段 5 的 度 
量 , 说 5 的 长 度 是 4 的 + 倍 . 也 可 能 出 现 4 的 整数 倍 不 等 于 
“的 情形 ,这 时 我 们 把 = 分 为 等 分 ,每 一 个 长 为 二 ,使 得 线 


n 


眉 二 的 某 个 整数 萎 倍 等 于 5: 


2 一 


S| 


a。 (1) 
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当 形 如 (1) 的 等 式 成 立时 我们 说 两 个 线段 * 和 4 是 可 公 度 
的 ,因为 它们 有 一 公共 度量 线段 二 ， 它 的 = 倍 等 于 a， 而 它 
的 倍 等 于 5 与 4 可 公 度 的 所 有 线段 , 其 长 度 总 可 以 用 (1) 
[选择 适当 的 整数 和 wn 六 0)] 来 表示 .在 图 9 中 ,如 果 我 


~2_ 353-1 05 13 2 3 
3 16 2 
图 9 有 理 点 


们 选 * 为 单位 线段 ， 则 与 单位 线段 可 公 度 的 线段 将 对 应 于 数 
轴 上 的 全 体 有 理 点 一 。 就 度量 的 所 有 实际 目的 来 说 ;有理数 
完全 够 了 ， 即 使 从 理论 上 看 ， 由 于 全 体 有 理 点 稠密 地 布 满 整 
个 直线 ,似乎 直线 上 所 有 的 点 都 是 有 理 点 ， 如 果 这 是 真 的 , 则 
任何 一 线段 将 和 单位 长 线段 可 通 约 . 但 是 ， 情 况 决 不 这 么 简 
单 ,这 是 早期 希腊 数学 ( 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ) 最 依 人 的 发 现 之 一 。 
在 在 着 不 可 公 度 线段 ,或 者 说 ,如 果 我 们 认为 每 一 线段 都 对 应 
着 借助 于 单位 长 度 而 给 出 的 一 个 数 ， 则 存在 着 无 理 数 .这 个 
发 现 是 科学 上 极其 重要 的 事件 很 可 能 这 标志 着 数学 上 (我 
们 认为 是 着 腊 入 特殊 贡献 的 ) 严 格 推理 的 起 源 ， 肯 定 地 说 ,从 
希腊 人 的 时 代 直 到 今天 ， 它 一 直 深刻 地 影响 着 数学 和 哲学 . 

在 欧 几 里 得 的 原本 中 ， 以 几何 形式 出 现 的 欧 多 克 斯 的 不 
可 公 度 理论 是 希腊 数学 的 杰作 ， 虽 然 在 简化 了 这 经 典 著作 的 
中 学 课本 中 , 它 通常 被 略 去 了 ， 直 到 十 九 世 纪 末 期 ,在 戴 特 金 
(Dedekind)， 康 托 (Cantor) 和 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 建立 
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了 无 理 数 的 严格 理论 之 后 ， 欧 多 克 斯 的 这 个 理论 才 充分 被 人 
理解 . 我们 将 用 现代 算术 方法 来 说 明 这 个 理论 ， 
首先 我 们 说 明 : 一 个 正方 形 的 对 角 线 与 它 的 边 是 不 可 公 
度 的 ， 我 们 可 以 假设 ,给 定 的 正方 形 的 边 是 选 定 的 单位 长 ,而 
对 角 线 的 长 为 z， 根 据 勾 股 定理 ,我 们 有 
一 1 十 1 一 2. 
(我 们 可 以 用 符号 V 2 表示 x.)〉 现在 如 果 * 与 1 是 可 公 庶 
的 ,我 们 就 能 找到 两 个 整数 和 4, 使 x 一 也， 则 
P= 29.. (2) 


我 们 可 以 假设 也 已 经 是 不 可 约 的 了 ， 因 为 分 子 和 分 母 的 全 
一 公 因子 在 一 开始 即 可 约 去 .由 于 2 是 右边 的 一 个 因子 ， 所 
以 如 是 偶数 ,故乡 本 身 是 偶数 , 因为 奇数 的 平方 只 能 是 奇数 。 
于 是 我 们 可 以 写 出 p 二 27。 这 时 等 式 (2) 变 成 
4 一 29, 或 27 一 

由 于 2 是 左边 的 因子 ， 则 4 必须 是 偶数 ， 这 样 一 来 上 和 4 同 
时 可 以 被 2 整除 , 这 和 户 .和 没有 公 因 子 的 假设 矛盾 ， 因 此 等 
式 (2) 不 成 立 , 且 * 不 能 是 有 理 数 ， 

我 们 的 结果 可 以 表述 为 :没有 等 于 V 2 的 有 理 数 ， 

上 一 段 的 讨论 表明 。 一 个 很 简单 的 几何 作 图 就 能 产生 一 
个 与 单位 长 不 可 公 度 的 线段 ， 如 果 用 圆规 在 数 轴 上 标 出 这 样 
一 个 线段 , 则 这 样 作 出 来 的 点 不 可 能 与 任何 有 理 点 重合 : 有 
理 点 全 体 虽然 是 处 处 稠密 的 , 但 不 能 覆盖 整个 数 轴 ， 按 照 平 
常 的 想法 ,稠密 的 有 理 点 集合 不 能 覆盖 整个 直线 ,这 当然 显得 
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很 奇怪 ,而 且 表面 看 来 是 荡 雇 的. 在 我 们 的 "直觉 "中 ,没有 全 
何 东西 能 帮助 我 们 “看 到 ”无 
理 点 和 有 理 点 有 什么 不 同 。 这 
使 我 们 不 难 理解 ， 为 什么 不 可 
公 度 线段 的 发 现 使 希腊 的 哲学 
家 和 数学 家 激动 不 已 ， 以 致 到 图 10 V2 的 作 图 
今天 ， 对 爱 思考 的 人 来 说 , 它 仍 保留 着 使 人 激动 的 魅力 . 

我 们 很 容易 作出 许多 与 单位 长 不 可 公 度 的 线段 ， 如 果 在 
数 轴 上 以 0 为 起 点 把 这 些 线段 标 出 来 ， 则 它们 的 端点 称 为 无 
理 点 ， 引 进 分 数 的 指导 原则 是 用 数 来 度量 长 度 ， 现 在 在 处 理 
与 单位 长 不 可 公 度 的 线段 时 ， 我 们 将 保持 这 个 原则 。 如 果 我 
们 要 求 以 数 为 一 方 ,以 直线 上 的 点 为 另 一 方 ,在 它们 之 间 有 一 
个 相互 对 应 的 话 ,就 必须 引进 无 理 数 . 

综 上 所 述 : 到 目前 为 止 我 们 可 以 说 ， 一 个 无 理 数 表示 一 
个 与 单位 长 不 可 通 约 的 线段 的 长 度 ， 在 以 下 几 小 节 ， 我 们 将 
改进 其 中 某 些 含糊 的 地 方 ， 并 且 把 这 个 完全 几何 式 的 定义 进 
”一步 提炼 ， 以 使 从 逻辑 严格 性 的 观点 上 看 ， 我 们 能 达到 更 加 
满意 的 程度 .我们 处 理 这 个 问题 的 第 一 步 将 要 用 到 十 进位 小 
数 ， 


O 1 2 


习题 1) 证 明 M2,， V3, V5， 3 不 是 有 理 数 。( 提 
示 : 用 第 69 页 引 理 . ) 


2) 证 明 VZ+W3 了 和 At 不 是 有 理 数 〈 提 示 ， 例 
如 ,如 果 这 些 数 的 第 一 个 等 于 一 个 有 理 数 +, 则 写 V3 =+ 一 V 2， 
再 平方 ，V 2 将 是 有 理 数 ). 
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“ 3) 证明 V2 +V3 +V5 是 无 理 数 。 试 作出 一 些 类似 的 更 
一 般 的 例子 。 


2. 十 进位 小 数 ”无 限 小 数 


要 在 数 轴 上 确立 一 个 处 处 稠密 的 点 集 ， 我 们 无 需 用 全 体 
有 理 数 ; 例如 只 考虑 下 面 这 些 数 就 够 了 :把 每 一 个 单位 区 间 
分 为 10, 然后 100, 1000 等 等 个 相等 的 线段 ， 这 样 得 到 的 点 


对 应 着 “十 进位 小 数 "。 例如 0.12 一 十 二 它 对 应 的 点 


位 于 第 一 个 单位 区 间 长 为 10-: 的 第 二 个 子 区 间 内 ， 是 长 为 
10-: 的 第 三 个 “ 子 子 区 间 的 端点 . [ee 意味 着 十 .) 一 个 十 
进位 小 数 ,如 果 在 小 数 点 之 后 有 # 个 数码 ,可 以 写成 

了 一 zx 十 10-1 十 4210- 十 ii10-3 十.… ,十 arl10-?， 
这 里 “是 一 整数 ,而 这 些 4 是 表示 十 分 之 一 \ 百 分 之 一 等 等 的 
数码 一 一 0， 1，2，'…，09. 在 十 进位 数 系 中 数 简 记 为 
z.qi42 4s* av 我 们 立刻 可 以 看 到 ,这 些 十 进位 小 数 能 写成 一 


个 普通 形式 的 分 数 5， 其 中 9 一 10?. 例如/ == 1.314 一 1 十 
3 ,1 4 _ 1314 

而 十 1 于 站 1000- 如果 pp 和 9 有 公 因 子 , 这 十 进位 
小 数 可 以 写成 分 母 是 10" 的 某 个 因子 的 分 数 ， 另 一 方面 ， 当 
不 可 约 分 数 的 分 母 不 是 10 的 某 个 宕 的 因子 时 ,这 分 数 不 能 表 


一 、 1 2 1 4 
小 数 ， 0 一 一 三 二 0.2, 一 一 一 一 一 0.004， 
示 为 十 进位 小 数 ， 例 刀 0 
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但 是 二 不 能 写成 2 位 十 进位 小 数 (这 里 = 为 任意 的 有 限 数 )， 
因为 形 如 


ee 
3 107 
10" 一 35， 


而 这 是 莞 廖 的 ,因为 3 不 是 10 的 任意 次 军 的 因子 ， 
现在 ， 让 我 们 在 数 轴 上 任意 选取 一 个 不 对 应 于 十 进位 小 


数 的 点 P, 例如 ,有 理 点 或 无 理 点 W2 。 于 是 , 在 划分 单 


位 区 间 为 十 等 分 等 等 的 过 程 中 ，P 始终 不 会 作为 子 区 间 的 一 
个 端点 ,但 是 ，P 能 够 以 我 们 所 希望 的 任意 精确 度 包含 在 越 
来 越 小 的 十 进位 划分 的 区 间 中 .这 近似 过 程 可 以 描述 如 下 . 

假设 P 在 第 一 个 单位 区 间 . 我 们 把 这 区 间 分 为 十 等 分 ， 
每 个 长 为 107!, 并 且 发 现 ， 例 如 ，P 在 第 三 个 这 样 的 区 间 内 . 
这 时 我 们 能 说 P 在 十 进位 小 数 0.2 和 0.3 之 间 。 我 们 把 0.2 
到 0.3 这 区 间 分 为 十 等 分 , 每 个 长 为 10-, 例如 , 发 现 P 在 第 
四 个 这 样 的 区 间 内 .再 把 它 划分 ， 我 们 发 现 P 在 第 一 个 长 为 
10 了 的 区 间 内 ,现在 我 们 能 说 P 在 0.230 和 0.231 之 闻 . 这 过 
程 能 无 限 地 继续 进行 下 去 ， 而 引出 一 个 无 穷 的 数码 序列 a， 
42，439.“"*， 4a9 "…， 它 有 下 述 性 质 :, 不 论 我 们 取 多 么 大 的 
nz 点 P 总 在 区 间 了 中, 这 71, 的 左 端 点 是 十 进位 小 数 0. ea as 
Qa "an 4a3 它 的 右 端点 是 0. 4a1aza3* ar-i(e 十 1)，7 的 长 
度 是 10*。 如 果 我 们 不 断 选取 x 一 1, 2, 3, 4,…， 我 们 看 
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到 这 些 区 间 Ti, Ts, Ts, *** 中 的 每 一 个 包含 在 前 一 个 之 中 ,而 
它们 的 长 度 为 107+, 10 了 了, 10 了 ,，…., 趋向 于 零 。 我们 说 点 P 


包含 在 一 串 十 进位 区 间 的 区 间 套 中 。 例 如 , P 点 为 有 理 数 
时 ， 所 有 数码 a1, a, a;,*… 都 等 于 3，P 包含 在 每 一 个 这 样 
的 区 间 1, 内 ， 1。 由 0.333 .… 33 到 0.333 .… 34， 即 二 大 于 


0.333 '… 33 而 小 于 0.333 .… 34， 这 里 数码 的 个 数 可 以 任意 
多 . 我 们 这 样 来 表述 这 个 事实 , 2 个 数码 的 十 进位 小 数 0.333 


….33, 当 z 增 大 时 ,“ 趋 向 于 十 ,号 


下 一 03335 二 
后 面 这 些 点 表示 这 十 进位 小 数 "无 限 ? 伸 展 . 
在 上 一 小 节 中 定义 的 无 理 数 V 2 ,也 引出 一 个 无 限 伸展 
的 十 进位 小 数 ,但 在 这 里 ,决定 这 序列 中 数码 的 值 的 规律 却 不 
明显 ， 事实 上 ， 我 们 不 知道 有 什么 明确 的 公式 能 够 决定 这 一 
串 数 ,尽管 我 们 希望 要 多 少 位 数码 都 可 以 计算 出 来 : 
1 一 1 一 2 一 2 一 4， 
(1.4)2 = 1.96 <2 < (1.5) = 2.25, 
(1.41)? = 1.9881 < 2 < (1.42)’ = 2.0264， 
(1.414)2 = 1.999396 < 2 < (1.415) = 2.002225, 
(1.4142)* = 1.99996164 = 2 < (1.4143) 
一 2.00024449， 等 。 
作为 一 个 一 般 的 定义 ,我 们 说 ， 如 果 对 每 个 z, 点 都 是 
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在 以 z. al az 2.… an 为 端点 且 长 为 10 的 区 间 内 , 则 P 不 能 
用 任何 有 限 的 > 个 数码 的 十 进位 小 数 表 示 ， 而 表示 为 无 限 十 
进位 小 数 z. ae 4; …. 

以 此 方式 ， 在 数 轴 上 的 所 有 点 和 所 有 有 限 及 无 限 十 进位 
小 数 之 间 建 立 了 一 个 对 应 .我们 提出 一 个 推测 性 的 定义 : 一 
个 “ 数 ” 是 一 个 有 限 或 者 无 限 十 进位 小 数 。 那些 不 表示 有 理 数 
的 无 限 小 数 称 为 无 理 数 ， 

直到 十 九 世纪 中 时 ， 这 些 思想 才 作 为 有 理 数 和 无 理 数 系 
绕 一 一 数 的 连续 统一 一 的 一 个 令 人 满意 的 解释 被 人 们 所 接 
受 . 十 七 世纪 以 来 数学 的 巨大 进展 ， 特 别 是 解析 几何 和 微 积 
分 的 发 展 ， 是 以 数 系 的 概念 作为 基础 而 得 以 进行 下 去 的 . 但 
是 ,在 批判 地 重新 检查 这 些 原则 并 巩固 成 果 时 , 越 来 越 感 到 对 
无 理 数 的 概念 要 作 更 精确 的 分 析 . 为 了 说 明 数 的 连续 统 的 近 
代理 论 ,作为 一 个 预备 , 我 们 将 以 多 多 少 少 直 观 的 形式 , 讨论 
极限 的 基本 概念 . 

习题 : 计算 W 2 和 5， 至少 精 确 到 10-:。 


3. 极限 无 穷 等 比 级 数 


如 我 们 在 上 一 小 节 所 看 到 的 那样 ， 有 时 会 出 现 由 一 系列 
有 理 数 来 逼近 某 个 有 理 数 ， 的 情形 ,这 里 假定 指标 ” 连续 


取 所 有 的 值 1, 2, 3，…:。， 例如 一 三, 则 54 一 0.3, 5 一 0.33， 


5 一 0.333 等 等 ， 作为 另 一 个 例子 ， 让 我 们 把 单位 区 间 二 等 
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分 ,把 第 二 个 子 区 间 再 二 等 分 ,再 把 其 中 的 第 二 个 二 等 分 ， 如 
此 下 去 直到 最 小 的 区 间 长 为 2-*, 这 里 # 可 选 得 任意 大 ,例如 
2 一 100, 2 一 100000 或 者 我 们 所 希望 的 任意 数 。 这 时 我 们 
把 所 有 这 些 区 间 , 除 了 最 后 一 个 以 外 , 都 加 起 来 , 我 们 得 到 总 
的 长 度 等 于 

1 1 ， 1，1 


二 (3) 
2 4 8 16 27 


我 们 看 到 s, 和 1 的 差 为 (2) , 当 ?# 无 限 增 大 时 ,这 个 差 变 得 


任意 小 或 者 说 “趋向 于 零 ”. 但 是 ,下 述 的 说 法 是 没有 意义 的 : 
如 果 w 是 无 穷 的 话 ， 这 差 是 零 。 因 为 无 穷 只 意味 着 无 穷尽 的 
过 程 , 而 不 是 一 个 实际 的 量 . 我 们 这 样 来 描述 5, 的 动态 , 当 
7 趋向 于 无 穷 时 ,和 s; 趋向 于 极限 1。 并且 记 作 


1 一 二 十 二 十 二 十 二 十 ….。 (4) 


在 等 式 右边 我 们 得 到 一 个 无 穷 级 数 ， 这 ”等 式 " 决 不 意味 着 我 
们 真 的 一 定 要 加 无 限 多 项 ; 它 只 是 下 述 事实 的 一 个 简 记 : 有 
限 项 的 和 ;,, 当 ” 趋 于 无 穷 时 ( 决 不 是 无 穷 ), 其 极限 为 1， 等 
式 (4) 带 有 一 个 不 完全 的 符号 “十 '…”, 这 不 过 是 如 下 确切 陈 
述 在 数学 上 的 一 个 简写 : 

1 一 当 z= ee 等 式 


一 寺 士 十 士 寺 十 … 十 坟 的 极限 。 (5) 
2 。 委 
有 
Sa 一 > 1 当 1 一 09 时 。 (6) 
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作为 极限 的 另 一 个 例子 ， 我 们 关上 起 一 个 数 4 的 宕 ,如果 
一 1 <g <1, 例如 4 一 地 或 4 一 一 全 ， 则 ?的 逐次 时 
g, 4 gs 4 42 
当 增 大 时 ,将 趋 于 零 ， 如 果 4 是 负 的 ,4" 的 符号 将 是 正 负 
交 蔡 ,而 4 将 从 两 边 交错 地 趋 于 零 ， 因 而 如 果 4 一 二， 则 9 


9 27” 


4 


1 mnt 
1 , 而 如 果 9 3° 则 4 


一 一 二 ，4% 一 圭 ,…。 我们 说 当 7 趋 于 无 穷 时 ,47 的 极 
限 为 零 ， 或 用 符号 表示 为 

do 一 0 当 2” 一 co 时 , 对 一 1 <g<1. (7) 

(顺便 说 一 下 ,如 果 q > 1 或 4 二 一 1, 则 9" 不 趋 于 零 ， 其 数 
值 无 限 增 大 而 没有 极限 .) 

为 了 严格 证 明 论 断 (7) ,我们 从 第 27 页 已 经 证 明 的 不 等 

式 出 发 ,那里 说 到 了 (1 十 p)" 之 1 十 np 对 任意 正 整数 上 和 

p 之 一 1 成立， 如 果 4 是 0 和 1 之 间 的 任 一 固定 数 , 例 如 4 一 


ee 
4 


或 ( 见 第 417 页 规则 4) 
1 1 


0 一 和 一 一 一。 
p 


了 2 


因此 gr 介 于 0 和 亏 “元 之 间 , 由 于 ?是 固定 的 ,而 后 者 当 ， 
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增 大 时 趋向 于 零 , 从 而 显然 9 一 0， 如果 4g 是 负 的 ， 我 们 有 
(3) 
其 它 推理 都 不 变 ， 


我 们 现在 考虑 等 比 级 数 
lg 让 gg (8) 


(4 一 二 的 情形 ,上 面 已 讨论 过 了 )。 如 第 25 页 所 示 ， 我 们 


可 以 把 s。 表示 为 简单 清楚 的 形式 ， 如 果 用 4 乘 w， 我 们 得 到 
qn gtq+o + + + gg (8a) 
从 (8) 中 减 去 (8a), 我 们 看 到 除了 1 和 dt#: 外 ,所 有 其 它 的 项 
全 消去 了 ， 由 此 得 到 
(1 — gq) —1— gt 
或 者 除 一 下 变 成 


如 果 让 # 增 大 ,极限 的 概念 就 起 作用 了 .我 们 已 经 看 到 ，gq"+ 
一 qg* 4", 当 一 1 二 4 < 1 时 是 趋 于 零 的 ,于 是 我 们 得 到 极限 


关系 : 


> 当 > 时 ,对 一 1 <g<1. (9) 
若 写成 无 穷 等 比 级 数 , 就 变 成 
1 (10) 
一 地 


例如 
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1 十 二 十 二 十 二 十 … :一 一 
2 2 2 :下 
2 
与 等 式 (4) 是 一 致 的 ， 同 样 地 ， 
2 9 二 1 一 ]， 
10 10% 10 10 10 1 


所 以 0.99999.… 一 1， 类似 地 , 有 限 十 进位 小 数 0.2374 和 无 
限 十 进位 小 数 0.23739999999.…… 表示 同一 个 数 . 
在 第 六 章 ， 我 们 将 以 近代 的 严格 精神 对 极限 概念 再 作 一 
般 的 讨论 , 
习题 : 1) 如果 |4|<1, 证 明 1 一 9 十 到 一 合十 条 一 多 


_1 . 
1 十 2” 


2) 序列 a1:，e;，ns，"** 的 极限 是 什么 ? 这 里 a = 


We n eo 1 . ~ So ss 
(提示 : 写 出 形 如 一 一 1 一 二 二 的 表达 式 ,注意 第 二 项 站 
于 零 . ) 


3) 当 woo 时 ,本土 ?十 的 极限 是 什么 ? | 提示 : 写成 


形 如 (1+ 士 + 二 )/(1 一 土 + 吉 ) 的 表达 式 .] 


4) 证 明 对 |a| <1, 有 1+241+34? 二 493 十。 1 


Ua" 
(提示: 用 第 30 页 习题 3 的 结果 . ) 

5) 无 穷 级 数 1 一 24 + 34? 一 49: 十 ，。 的 极限 是 什么 ? 
y 1 十 2: 十 … 十 大 ie ll 


722 13 4 


的 极限 各 是 什么 ?提示 : 用 第 22、25、26 页 的 结果 . ) 
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6 


nn 


4. 有 理 数 和 循环 小 数 


如 果 有 理 数 二 不 是 有 限 十 进位 小 数 ,那么 通过 不 断 地 作 
除法 能 表示 为 一 个 无 限 的 十 进位 小 数 ， 在 这 过 程 中 每 次 必然 
有 一 个 非 零 的 余数 , 否则 这 十 进位 小 数 是 有 限 的 。 在 除 的 过 
程 中 出 现 的 所 有 不 同 余数 将 是 1 和 4 一 1 之 间 的 整数 ， 所 以 
最 多 只 能 有 9 一 1 个 不 同 的 余数 值 , 这 意味 着 , 最 多 除 9 次 ， 
某 个 余数 将 第 二 次 出 现 ， 但 由 此 随后 而 来 的 所 有 余数 , 将 
按照 余数 六 第 一 次 出 现 后 它们 出 现 的 同样 次 序 重复 ， 这 说 明 
任何 有 理 数 的 十 进位 小 数 表示 式 是 循环 的 ; 开始 出 现 有 限 个 
数码 , 随后 同样 的 一 个 数码 或 一 组 数码 将 无 限 次 地 再 现 ， 例 


如 ， 四 一 0.166666666.….; 于 一 0.142857142857...; 间 一 


7 
0.09090909...; 122 一 0.11090909…; 1 = 0.122222222 …， 
1100 90 


等 等 , 《那些 能 表示 为 有 限 小 数 的 有 理 数 ,也 可 以 认为 是 一 个 
循环 小 数 , 它 在 有 限 个 数码 之 后 , 只 是 无 限 次 地 重复 着 数 0) 
我 们 顺便 指出 ,有 一 些 循环 小 数 ,在 循环 部 分 的 前 面 有 一 个 非 
反之 可 以 看 出 ,所 有 循环 小 数 都 是 有 理 数 . 例如 , 取 无 限 
循环 小 数 
p = 0.3322222.….， 


我 人 有 p 一 站 十 103.2.(1 二 10+ 十 107 十 …)。 括 
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号 中 的 表达 式 是 一 个 无 穷 等 比 级 数 


1 十 10 二 10 十 10-3 十 高 二 入 二 上 一 也， 
1 9 
1 一 -二 
10 
-3 10 一 和 十 20 _ 2990 _ 299 
二 一 十 2.103. 一 es 
因此 p 一 下 9 。103 9000 900 


pe 但 要 求 更 一 般 的 
记号 ,在 一 般 的 循环 小 数 

p= O03 anbiba babib2 babiba ba: 
中 ,我 们 令 0. 02 一 B, 使 B 表 示 这 小 数 的 循环 部 分 ， 
于 是 b 变 成 

p= 0.4aa2 :am 

十 10-"mB(1 十 10-? 十 10-”? 二 10 十 .….)， 

括号 中 的 表达 式 是 4 = 10 ”的 无 穷 等 比 级 数 , 按 上 一 小 节 等 


式 (10)， 站 的 和 是 下 下 -一 一 一 一 一 ， 因 此 
坊 一 0. aa am 十 人 
习 3 1 
: 1) 把 分 数 二 11” 13? 13” 13° 证? 斌 二 表示 为 十 进位 小 
数 并 确定 其 循环 部 分 。 


*2) 数 142857 有 如 下 性 质 : 用 数 2, 3， 4，5，6 中 的 任 一 个 
去 乘 它 ,所 得 的 积 只 是 它 的 数码 的 一 个 重新 排列 。 试 用 广 的 十 进 
位 小 数 展 式 来 解释 这 性 质 . 

3) 把 习题 1) 中 的 有 理 数 表示 为 以 5, 7, 12 为 基底 的 小数”. 


4) 把 地 表示 为 一 个 二 进位 数 。 
5) 把 0.11212121.… 写成 一 个 分 数 。 如 果 它 是 以 3 或 5 为 基 


s。 97。 


底 的 小 数 , 求 出 这 符号 的 值 。 


5. 用 区 问 套 给 出 无 理 数 的 一 般 定义 


在 第 91 页 我 们 采用 了 一 个 推测 性 的 定义 : 一 个 “ 数 ” 是 
一 个 有 限 或 者 无 限 十 进位 小 数 . 我 们 约定 那些 不 表示 有 理 数 
的 无 限 小 数 应 称 为 无 理 数 ， 在 上 一 小 节 结 果 的 基础 上 ， 现 在 
我 们 可 以 把 这 个 定义 叙述 如 下 :， 数 的 连续 统 或 实效 系 (“ 实 ” 
是 相对 于 $5 中 要 引进 的 “ 虚 * 或 “ 复 ” 数 而 言 ) 是 全 体 无 限 小 
数 ，( 有 限 小 数 可 以 看 成 从 某 个 位 置 开 始 所 有 数码 全 是 零 这 
样 的 特殊 情形 ,或 者 可 以 描述 为 ,我 们 把 最 后 一 位 是 4 的 有 限 
小 数 ,改写 为 这 样 一 个 无 限 小 数 , 在 “ 的 位 置 上 代 之 以 a 一 1， 
随后 所 有 数码 全 等 于 9， 按 照 第 三 小 节 这 表示 0.999… 一 ! 
这 一 事实 ,) 有 理 数 是 循环 小 数 ;无 理 数 是非 循 环 小 数 ， 即使 
这 个 定义 看 来 也 不 能 完全 令 人 满意 ,因为 ,如 我 们 在 第 一 章 所 
看 到 的 那样 ， 十 进位 系统 并 非 显 示 事 物 本 质 的 唯一 方式 . 我 
们 可 以 用 二 进位 或 任何 其 它 系 统 同样 进行 推理 ， 由 于 这 个 原 
因 , 我 们 希望 给 数 的 连续 统 以 一 个 更 一 般 的 定义 ,使 它 摆脱 对 
基底 10 的 特殊 依赖 关系 ， 要 作 到 这 一 点 ,最 简单 的 办 法 可 能 
是 这 样 : 

让 我 们 考虑 数 轴 上 任意 一 串 以 有 理 点 为 端点 的 区 间 1， 
1;，……， 1a，……, 它 们 中 的 每 一 个 包含 在 前 一 个 里 面目 使 得 
当 # 增 大 时 ,第 7 个 区 间 1。 的 长 度 趋 向 于 零 。 这 样 的 一 列 区 
间 称 为 一 组 区 间 套 .对 于 十 进位 区 间 的 情况 , 1, 长 为 10", 但 


* 98 。 


也 可 以 是 2 或 只 要 求 它 小 于 二 。 现在 我 们 把 下 述 事实 作 


为 一 个 基本 的 几何 公理 : 对 应 于 每 一 组 这 样 的 区 间 套 ， 在 数 
轴 上 恰 有 一 个 点 包含 在 所 有 这 些 区 间 中 (不 难看 出 ,所 有 这 些 
区 间 的 公共 点 顶 多 只 有 一 个 ， 因 为 区 闻 的 长 度 趋 于 零 ， 而 对 
两 个 不 同 的 点 来 说 ,长 度 比 它们 之 间 的 距离 还 小 的 区 间 ,不 能 
同时 包含 它们 ). 根据 定义 这 个 点 叫 作 实数 ,如 果 不 是 有 理 点 
就 称 之 为 无 理 数 . 按 此 定义 ,我 们 在 点 和 数 之 间 建 立 了 一 个 
完全 的 对 应 ， 这 里 没有 其 它 新 的 东西 , 不 过 是 无 限 十 进位 小 


图 11 区 间 套 ”序列 的 极限 
在 这 里 ,读者 完全 有 理由 提出 一 个 疑 间 ， 在 数 轴 上 ,我 们 
认为 属于 一 组 区 间 套 的 所 有 区 间 的 那个 “点 ”, 当 它 不 是 有 理 
氮 时 , 它 是 什么 ?我 们 的 回答 是 : 在 数 轴 ( 看 作 一 直线 ) 上 ,在 


以 有 理 点 为 端点 的 每 一 组 区 间 套 中 在 在 着 一 个 点 ， 这 是 一 个 
基本 的 几何 公理 .这 个 公理 并 不 需要 从 其 它 数 学 事实 逻辑 地 
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推导 出 来 .正如 接受 数学 上 的 其 它 公理 或 公设 一 样 , 我 们 接受 
它 是 因为 它 在 直观 上 是 合理 的 ， 而 且 在 构造 一 个 相 容 的 数学 
思想 体系 中 它 是 有 用 的 。 从 纯粹 形式 的 观点 来 看 ,首先 ,我 们 
可 以 在 直线 上 只 作出 有 理 点 ,然后 ,定义 一 个 无 理 点 是 某 个 有 
理 端点 区 间 套 的 一 个 符号 ,一 个 无 理 点 完全 由 长 度 趋 于 零 的 
有 理 端点 区 间 套 所 描述 。 由 此 我 们 的 基本 公理 实际 上 相当 于 
一 个 定义 .在 引进 了 有 理 端 点 区 间 套 之 后 ， 借 助 于 无 理 点 是 
“在 在 ”的 这 种 直觉 而 下 的 这 个 定义 ， 就 抛 开 了 我 们 进行 推理 
的 直观 拐杖 ， 而 且 使 我 们 知道 无 理 点 的 所 有 数学 性 质 可 表示 
为 有 理 端 点 区 间 套 的 性 质 . 

关于 本 书 序言 中 所 讲 的 哲学 见解 ,在 这 里 ,我 们 找到 了 一 
个 典型 例子 . 我 们 抛弃 了 朴素 的 、“ 实 在 ”的 方法 , 即 把 一 个 
数学 对 象 看 成 我 们 谨慎 地 研究 其 性 质 的 “自在 之 物 ”; 而 认为 
数学 对 象 之 所 以 存在 ， 只 在 于 它们 的 数学 性 质 以 及 它们 之 间 
的 相互 关系 . 这些 关 系 和 性 质 完全 给 出 了 这 个 对 象 进入 数学 
活动 的 领域 的 各 个 可 能 方面 ， 我 们 放弃 了 数学 上 的 “自在 之 
物 ”, 如 同 物理 上 放弃 了 观测 不 到 的 以 太一 样 . 这 就 是 把 一 个 
无 理 数 定义 为 有 理 端 点 区 间 套 的 “本 质 ” 所 在 . 

从 数学 上 来 看 ,这 里 重要 的 是 ,对 定义 为 有 理 端 点 区 间 套 
的 无 理 数 来 说 ,加 、 乘 等 运算 以 及 “小 于 ”、“ 大 于 ”的 关系 ,能 立 
刻 从 有 理 数 域 得 到 推广 ， 而 且 保持 着 有 理 数 域 中 原 有 的 一 切 
规律 ， 例 如 ,两 个 无 理 数 4 和 8 的 加 法 ,可 以 用 定义 了 < 和 8 
的 两 组 有 理 端 点 区 间 套 来 定义 .我们 把 两 个 序列 中 相应 区 间 
的 起 点 值 和 未 端 值 分 别 相 加 , 构造 出 第 三 组 区 间 套 .这 新 的 
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区 间 套 定义 为 十。 类 似 地 ,我 们 可 以 定义 积 a6, 差 a 一 
和 商 a/8。 在 这 些 定义 的 基础 上 ,可 以 说 明 本 章 $ 1 讨论 的 算 
术 规 律 对 无 理 数 也 都 成 立 .其 细节 在 这 里 略 去 了 . 

这 些 规 律 可 以 简单 而 直接 地 加 以 验证 ， 虽 然 对 于 那些 急 
切 想 知道 数学 能 用 来 作 什 么 ， 而 不 想 分 析 它 的 逻辑 基础 的 初 
学 者 来 说 ， 这 些 验证 会 令 人 感到 宛 长 乏味 . 某 些 近代 数学 教 
科 书 一 开始 就 用 一 个 对 实数 系统 卖弄 学 问 式 的 完整 分 析 使 许 
多 学 生 念 不 下 去 ， 而 把 这 部 分 引 论 弃 之 不 顾 的 读者 ， 在 了 解 
到 如 下 事实 后 是 可 以 得 到 安奈 的 迟 至 十 九 世纪 后 期 ,所 有 
伟大 的 数学 家 在 作出 他 们 的 发 现时 ， 都 是 基于 他 们 对 这 个 数 
系 直觉 上 的 “朴素 "概念 . 

从 物理 观点 来 看 ,用 区 间 套 来 定义 一 个 无 理 数 ,相当 于 通 
过 一 系列 越 来 越 准确 的 测量 来 决定 某 个 可 观测 的 量 的 值 . 任 
何 一 种 测量 的 方法 ,比如 说 测定 长 度 ,只 有 在 这 方法 的 精确 度 
所 表明 的 某 个 可 能 的 误差 范围 之 内 才 有 意义 .由 于 有 理 数 在 
直线 上 是 稠密 的 ,用 任何 物理 方法 ,无 论 它 多 么 正确 ， 也 不 可 
能 决定 一 个 给 定 的 长 度 究 况 是 有 理 数 还 是 无 理 数 .这 样 看 来 ， 
要 恰当 地 描述 物理 现象 ,似乎 不 必用 到 无 理 数 , 但是, 我们 在 
第 六 章 将 能 比较 清楚 地 看 到 ， 引 进 无 理 数 对 物理 现象 的 数学 
描述 确实 带 来 了 好 处 ,这 就 是 ,通过 自由 地 运用 极限 概念 而 使 
得 这 个 描述 极 大 地 简化 ,而 数 的 连续 统 正 是 极限 概念 的 基础 ， 


“6. 定义 无 理 数 的 男 一 个 方法 ” 戴 特 金 分 割 
戴 特 金 (1831 一 1916) 是 数学 基础 的 逻辑 和 哲学 分 析 的 伟 
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大 开拓 者 之 一 ， 他 采用 了 另 一 种 稍微 不 同 的 方式 来 定义 无 理 
数 ， 他 的 文章 “连续 性 与 无 理 数 ” 和 “ 数 是 什么 , 数 应 当 是 什 
么 2” 对 数学 基础 的 研究 产生 了 深刻 的 影响 ， 戴 特 金 采 取 了 
一 个 带 有 一 般 抽象 思想 的 处 理 方法 ,而 不 是 用 特殊 的 区 间 僚 . 
他 的 方法 以 “分 割 ” 的 定义 为 其 基础 。 对 此 ， 我 们 简单 地 加 以 
说 明 . 

候 设 给 定 茶 种 方法 ,把 全 体 有 理 数 集 分 为 两 类 4 和 8, 合 
B 类 的 每 一 个 元 素 5 大 于 4 类 的 每 一 个 元 素 s。 任何 一 个 这 
种 分 类 称 为 有 理 数 集 的 一 个 分 割 ， 对 一 个 分 割 恰 有 三 种 可 
能 ,其 中 有 一 种 且 只 有 一 种 必定 成 立 : 

1) 4 有 一 个 最 大 元 素 a*。， 例 如 4 是 所 有 入 1 的 有 理 
数 , 而 B 是 所 有 >1 的 有 理 数 ， 

2) B 有 一 个 最 小 元 案 2*。 例如 4 是 所 有 二 1 的 有 理 
数 ,而 ?是 所 有 之 1 的 有 理 数 ， 

3) 4 中 没有 最 大 元 素 且 了 中 也 没有 最 小 元 素 ， 例 如, 4 
是 所 有 负 有 理 数 、 零 和 所 有 平方 小 于 2 的 正 有 理 数 ， 而 了 是 
所 有 其 平方 大 于 2 的 正 有 理 数 。4 和 了 一 起 包括 了 全 体 有 理 
数 ,因为 我 们 已 经 证 明 过 没有 平方 等 于 2 的 有 理 数 . 

4 有 最 大 元 素 a* 同时 B 有 最 小 元 素 *， 这 情形 是 不 可 
能 的 ,因为 有 理 数 全 十 如 在 o* 和 好 中 间 , 它 将 大 于 4 的 最 
大 元 素 而 小 于 B 的 最 小 元 素 ,因此 不 属于 4， B 中 任何 一 个 . 

在 第 三 种 情形 , 4 中 既 没 有 最 大 有 理 数 ，B 中 也 没有 最 小 
有 理 数 , 戴 特 金 称 这 分 荐 定义 了 一 个 无 理 数 ,或 简单 地 说 这 分 
割 是 一 个 无 理 数 ， 容易 看 出 这 定义 和 用 区 间 套 所 作 的 定义 是 
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一 致 的 ,如 果 我 们 把 至 少 被 区 间 1, 中 一 个 区 间 的 左 端点 超过 
的 所 有 有 理 数 算 作 4 类 ,而 其 余 的 有 理 数 放 人 互 类 , 则 任何 一 
个 区 间 套 站， 1, 13，*…* 定义 了 一 个 分 割 . 
在 哲学 上 , 戴 特 金 的 无 理 数 定 义 涉及 到 一 个 更 高 程度 的 抽象 ， 
因为 它 对 确定 两 类 4 和 8 的 这 个 数学 规则 的 性 质 没 有 加 以 限制 . 
康 托 用 一 个 更 为 具体 的 方法 来 定义 实数 连续 统 , 虽然 , 初 看 起 来 它 
和 区 间 套 方法 或 分 割 方法 很 不 同 ,但 是 , 用 这 三 种 方法 定义 的 数 系 
有 相同 的 性 质 ,在 这 个 意义 上 说 , 它 与 那 丙 个 方法 中 的 任何 一 个 者 
等 价 。 康 托 的 思想 是 受到 下 述 事实 启发 的 : 1) 实数 可 以 看 成 一 
个 无 限 十 进位 小 数 ,，2) 无 限 十 进位 小 数 可 以 看 成 有 限 十 进位 小 数 
的 极限 。 让 我们 摆脱 对 十 进位 系 绕 的 依 玉 ， 我 们 可 以 像 康 托 那 样 
陈述 : 任何 -个 有 理 数 序列 ,如 果 "“ 收 敛 ”的 话 , 它 就 定义 为 一 个 实 
数 ， 收敛 的 意思 可 理解 为 , 当 ao 和 mm 在 这 序列 中 充分 靠 后 ， 也 
就 是 说 mw, = 趋 于 无 穷 时 ， 序 列 中 任意 两 项 的 差 (ww 一 a) 趋 于 零 
(用 -- 串 十 进位 小 数 逼 近 任意 一 个 数 ,就 有 这 个 性 质 ， 因 为 在 第 z 
位 之 后 任意 两 项 的 差 最 多 是 10“")。 由 于 用 有 理 数 序列 逼近 同一 
个 实数 有 许多 方法 。 所 以 ， 如 时 在 两 个 收敛 的 有 理 数 列 a、as， 
96 中， 当 无 限 增 大 时 wm 一 成 趋 于 
堆 ， 我 们 就 说 它们 定义 了 同一 个 实数 。 对 这 样 的 序 匈 很 容易 定义 
出 加 法 等 等 运算 . 


83 解析 几何 概述 1 
1 基本 原理 
数 的 连续 统一 一 不 论 是 作为 理所当然 的 事 来 接受 也 好 ， 


1 不 绿 咎 这 门 学 科 的 读者 ,可 以 在 书后 第 642 一 649 页 附录 中 找到 一 系列 解 
析 几 何 的 基本 练习 。 
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还 是 只 有 作 了 批判 性 的 检查 之 后 才 接受 也 好 一 一 从 十 七 世纪 
以 来 成 了 数学 ， 特 别 是 解析 几何 和 微 积分 的 基础 ， 
引进 了 数 的 连续 统 ， 就 可 以 把 每 一 直线 段 和 一 个 作为 它 
的 长 度 的 确定 实数 联系 起 来 。 但 是 我 们 可 以 更 进一步 ,不 仅 
长 度 而 且 每 一 个 几何 对 象 和 每 一 个 几何 运算 都 能 纳入 数 的 领 
域 . 在 几何 学 的 这 个 算术 化 过 程 中 ， 决 定性 的 步 匠 是 早 在 
1629 年 由 费 尔 玛 (1601 一 1655) 和 1637 年 由 币 卡 尔 (Descartes) 
(1596 一 1650) 所 采取 的 。 解析 几何 的 基本 思想 是 引进 “ 坐 
标 ”, 即 对 一 个 几何 对 象 附 上 或 标 上 数 , 从 而 完全 刻 划 了 这 个 
对 象 ， 大 多 数 读者 都 知道 这 就 是 直角 坐标 或 第 卡尔 坐标 ， 它 
用 来 刻 划 平面 上 任意 一 点 P 的 位 置 . 首先 我 们 在 平面 上 作 一 
对 固定 的 垂 线 ,以 此 作为 每 一 个 点 所 参照 的 “x 轴 ”" 和 “y 轴 ”. 
把 这 两 条 直线 看 成 是 有 方向 
的 数 轴 并 且 用 同样 的 单位 来 
度量 ,如 图 12, 对 每 个 点 了 
指定 两 个 坐标 x 和 y。 它们 
用 如 下 方法 得 到 : 我 们 考虑 
从 "原点 "0 到 点 己 的 有 疝 线 
段 (有 时 称 之 为 了 点 的 ”位置 
向 量 ")， 把 它 垂 直 地 投影 到 
两 个 坐标 轴 上 ， 得 到 * 办 上 
的 有 向 线段 0P', 并 以 数 * 作为 它 的 有 向 长 度 ;同样 得 到 >》 轴 
上 的 有 向 线段 09', 并 以 数 》 作为 它 的 有 向 长 度 . 两 个 数 * 
和 > 称 为 P 点 的 坐标 . 反之 ， 如 果 * 和 Y 是 任意 预先 给 定 的 
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图 12 一 个 点 的 直角 坐标 


图 13 四 个 象限 图 14 两 点 间距 离 


两 个 数 , 则 相应 的 点 P 是 唯一 确定 的 。 如果 * 和 ? 都 是 正 的 ， 
P 在 坐标 系 的 第 一 象限 (图 13); 如 果 它 们 都 是 负 的 ，P 在 第 
三 象限 ;如 果 * 是 正 的 而 是 负 的 , 它 在 第 四 象限 ; 如 果 * 是 
负 的 而 是 正 的 , 则 在 第 二 象限 . 
”坐标 为 ,的 点 Pl 和 从 标 为 #2,y 的 点 P 的 距离 由 公 
式 | 

= (x1 — 2) + (9 — 1a) (1) 
给 出 ,这 由 勾 股 定理 立刻 得 出 ,也 可 以 从 图 14 看 出 。 


“2. 直线 方程 和 曲线 方程 


如 果 C 是 坐标 为 > 一 a,y 一 2 的 一 个 固定 点 , 那么 与 C 
的 距离 为 定 长 > 的 点 了 的 轨迹 ,是 一 个 以 C 为 圆心 ,7 为 半径 
的 加 ， 从 距离 公式 (1) 得 知 , 这 圆 上 的 点 的 坐标 *, y 满足 方 
程 
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(人 一 0 十 人 一 2 一 7 (2) 
它 称 为 图 的 方程 ， 因 为 它 是 (以 半径 7 绕 着 C 旋转 的 ) 圆 上 点 
P 的 坐标 *, y 的 完全 (充分 和 必要 ) 和 条件。 把 括号 展开 , 方程 
(2) 的 形式 变 为 
x 十 y 一 2ax 一 225y 二，(3) 
其 中 《== 六 一 2 一 .有 反之 ;如 
果 给 定 一 个 形 如 (3) 的 方程 ,那里 
的 a,5, 太 是 使 十 十 如 为 正 
数 的 任意 常数 , 则 用 “配方 法 ”, 我 
们 能 把 这 方程 写成 
(x—a?+(y— 6) =7 
的 形式 ,其 中 一 十 a? 十 如， 可 见方 程 (3) 确定 一 个 以 C 
点 (坐标 为 4， 5) 为 圆心, * 为 半径 的 贺 ， 
直线 方程 的 形式 是 更 简单 的 .例如 x 轴 的 方程 为 y=0， 
因为 y 二 0 对 * 轴 上 所 有 点 都 成 立 ,而 对 其 它 的 点 则 不 成 立 ， 


图 15 加 


y 轴 的 方程 为 + 二 0。 经 过 原点 二 等 分 两 条 坐标 轴 之 间 的 夹 角 
的 直线 其 方程 是 +==y 和 x 一 一 y。 容易 看 出 任意 直线 有 形 如 
ak 十 by 一 上 (4) 


的 方程 ,这 里 a, 8， e 是 刻 划 了 直线 的 固定 常数 .方程 (4) 的 
意思 仍然 是 满足 方程 的 所 有 实数 对 *, 》 是 直线 上 点 的 坐标 ， 
反之 亦 然 . 

”读者 可 能 已 经 知道 方程 


2 2 
人 (5) 


2 
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表示 一 个 椭圆 (图 16). 这 曲线 交 * 轴 于 点 4(p, 0) 和 4'( 一 p， 
0), 交 y 轴 于 B(0, 9) 和 B'(0, 一 g), (记号 P(x,y) 或 简 记 
为 (x,y), 是 “坐标 为 x 和 y 的 点 P” 这 句 话 的 简写 方式 .) 如 
果 户 > gs 这 长 为 2 的 线段 44' 称 为 椭圆 的 长 轴 , 而 长 为 29 
的 线段 BB' 称 为 短 轴 ， 这 椭 贺 是 到 点 F(V 产 一 FP，0) 和 
F'( 一 Vp 一 9 ，0) 的 距离 之 和 等 于 2p 的 点 了 的 轨迹 ， 作 
为 一 个 练习 , 读者 可 以 用 公式 (1) 验证 这 一 点 ， 点 Ff 和 称 


AP 一 用 


为 棍 贺 的 焦点 .比值 。 = 
形 如 


称 为 椭圆 的 离心 率 . 


i (0) 
; p 9 
的 方程 表示 一 双 曲 线 。 这 曲线 由 两 个 分 支 组 成 , 分 别 交 * 轴 
于 A(p, 0) 和 4( 一 p,0) (图 17). 长 22 的 线段 44' 称 为 双 
曲线 的 实 铀 ， 当 我 们 离 原 点 越 来 越 远 时 ， 这 双 曲 线 越 来 越 接 


图 16 椭 贺 ;fF 和 F' 是 焦点 图 17 双 曲 线 ;f 和 F' 是 焦点 
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近 两 条 直线 gx 土 py 一 0， 但 实际 上 永远 不 会 到 达 这 些 吉 线 ， 
它们 称 为 双 曲 线 的 渐 近 线 .。 双 曲线 是 到 两 个 点 FCW 闫 十 9， 
0) 和 严 ( 一 WP 十 克 ，0) 的 距离 之 差 等 于 2p 的 点 忆 的 思 


_ 迹 ， 这 两 个 点 也 称 为 双 曲 线 的 焦点 ,比值 。 i 是 
它 的 离心 率 。 
方程 
xy 一 1 (7) 


也 定义 一 双 曲 线 ,现在 它 的 渐 近 线 是 两 个 坐标 轴 (图 18). 这 
“等 边 " 双 曲线 的 方程 表明 ,对 曲线 上 的 每 一 点 P 来 说 ,点 了 所 
决定 的 矩形 面积 等 于 1。 方程 
为 
ry = Cs (7a) 
(c 为 一 常数 ) 的 一 个 等 边 双 曲 
线 只 是 一 般 双 曲 线 的 一 特殊 情 
形 ， 正 如 圆 是 椭圆 的 特殊 情形 
那样 .等 边 双 曲线 的 特征 在 
必 1 等 沪 双 册 线 放 程 吕 一 1 由 了 它 的 两 个 渐 近 线 《这 时 是 
点 PCxs 切 确 定 的 矩形 面积 xy 等 于 1 ”两 个 坐标 轴 ) 是 相互 垂直 的 ， 
对 我 们 来 说 ， 这 里 关键 在 
于 下 列 基 本 思想 : 几何 对 象 可 以 完全 用 数 和 代数 的 术语 来 表 
达 , 而 且 几 何 的 运算 也 同样 如 此 ， 例 如, 如果 要 找 两 条 直线 的 
交点 ,我 们 考虑 直线 的 两 个 方程 
ax + by= cs, 
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zx 十 2 一 c (8) 

为 了 找 出 两 条 直线 的 公共 点 ， 只 要 把 它 的 坐标 当 作 两 个 联 立 

方程 (8) 的 解 +, y, 就 可 简单 地 求 得 。 类似 地 , 要 找 任何 两 条 

曲线 , 例如 圆 x 十 六 一 24x 一 26by 一 闵 和 直线 ax 十 by 一 c 
点 ,只 要 把 两 个 相应 的 方程 联 立 起 来 求解 就 是 了 。 


$4 无 限 的 数学 分 析 
1. 基 本 概念 


正 整 数 序列 
1, 2, 3, 4. 
是 最 早 和 最 重要 的 无 限 集 .这 个 序列 没有 末尾 ,没有 “终结 ”， 
这 事实 并 不 神秘 ， 因 为 不 论 整数 * 有 多 大 ， 总 有 下 一 个 整数 
7 十 1。 但 是 ,从 表示 没有 终结 "这 意思 的 形容 词 无 限 的 ”过 
渡 到 名 词 “无 限 ”* 时 ,我 们 不 能 把 通常 用 特殊 符号 oo 表示 的 “无 
限 ” 看 成 像 普通 的 数 那样 . 我 们 不 可 能 把 符号 oo 包括 在 实数 
系统 中 而 仍然 保持 算术 的 基本 规律 .尽管 如 此 ， 无 限 的 概念 
”还 是 渗透 到 了 所 有 的 数学 领域 之 中 ， 因 为 数学 对 象 通常 不 是 
当 作 单个 对 象 来 研究 ， 而 是 当 作 包 含 了 无 限 多 个 同样 类 型 的 
对 象 的 类 或 集合 (例如 ,全 体 整 数 ， 全 体 实数 或 平面 上 全 体 三 
和 角形) 的 成 员 来 研究 .由 于 这 个 原因 ,我 们 必须 确切 地 分 析 数 
学 的 无 限 性 . 由 康 托 和 他 的 学 派 在 十 九 世纪 末 创 建 的 近代 集 
合 论 , 面 对 着 这 个 挑战 取得 了 惊人 的 成 绩 。 康 托 的 集合 论 已 
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经 渗透 到 并 强烈 影响 着 数学 的 许多 领域 ， 在 研究 数学 的 逻辑 
和 哲学 基础 方面 , 它 是 最 基本 最 重要 的 工具 。 它 的 出 发 点 是 
集合 或 集 的 一 般 概念 。 这 意思 是 指 , 任意 由 某 些 对 象 组 成 的 
集合 ， 它 是 由 明确 规定 哪些 对 象 属于 这 个 集合 的 某 些 规则 所 
定义 的 . 例如 ,我 们 可 以 考虑 全 体 正 整数 集 , 全 体 十 进位 循环 
小 数 集 , 全 体 实 数 集 , 或 三 维 空间 中 全 体 直线 集 . 

用 于 比较 两 个 不 同 集合 的 “元 素 个 数 ” 的 基本 概念 是 “等 
势 ”*。 如 果 两 个 集合 4 和 8 的 元 素 可 以 按 如 下 方式 彼此 配对 ， 
使 得 4 的 每 一 个 元 素 对 应 着 8 的 一 个 且 仅 一 个 元 素 ， 而 8 的 
每 一 个 元 素 对 应 着 4 的 一 个 且 仅 一 个 元 素 ， 那 末 这 个 对 应 就 
称 为 一 一 对 应 ,而 且 称 4 和 8B 是 等 势 的 ,对 有 限 集 来 说 ,等 势 
的 概念 和 通常 的 个 数 相 等 的 概念 是 一 致 的 ， 因 为 两 个 有 限 集 
有 同样 多 个 元 素 必须 而 且 只 须 两 个 集合 的 元 素 之 间 能 建立 一 
一 对 应 . 实际 上 这 就 是 数 东西 的 意思 , 因为 当 我 们 数 一 组 有 
限 个 对 象 时 , 我 们 就 是 简单 地 在 这 些 对 象 和 一 组 数字 符号 1， 
2, 3，…, 7 之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 ， 


在 两 个 有 限 集 之 间 建 立 它们 的 等 势 性 ， 并 不 一 定 要 数 这 些 对 

象 。 例 如 ,不 用 数 我 们 就 能 知道 , 任何 有 限 个 半径 为 1 的 圆 的 集合 

和 它们 圆心 的 集合 是 等 势 的 。 

康 托 的 恩 想 是 ,把 等 势 的 概念 推广 到 无 限 集 ,以 此 定义 无 
限 的 “算术 ”。 全体 实数 集 和 一 条 直线 上 的 所 有 点 是 等 势 的 ， 
因为 选择 一 个 原点 和 一 个 单位 长 ， 我 们 就 可 以 把 直线 上 每 一 
点 已 和 一 个 作为 其 坐标 的 实数 * 一 对 一 地 联系 起 来 ; 


P<—>x。 
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偶数 是 全 体 整数 集 的 一 个 真子 集 ， 而 整数 是 全 体 有 理 数 
的 真子 集 . (一 个 集 8 的 真子 集 是 指 这 样 一 个 集 5', 它 由 5 的 
一 些 元 素 组 成 ,但 又 不 包括 $ 的 所 有 元 素 . ) 显 然 , 如 果 一 个 集 
是 有 限 的 , 即 如 果 它 只 包含 某 个 数 ” 那么 多 的 元 素 , 则 它 不 能 
和 它 的 任何 一 个 真子 集 等 势 ， 因 为 任何 真子 集 最 多 只 能 有 
一 1 个 元 素 ， 但 是 如 果 一 个 集合 包含 了 无 限 多 个 元 素 ， 看 来 
十 分 荒谬 的 是 , 它 可 以 和 它 本 身 的 一 个 真子 集 等 势 ， 例 如 , 标 
出 


它 在 正 整 数 和 它 的 真子 集 偶数 之 间 建 立 了 一 一 对 应 ， 从 而 表 

明正 整数 集 和 偶数 集 是 等 势 的 。 这 与 我 们 熟知 的 真理 “整体 

大 于 它 的 任意 一 部 分 ”是 矛盾 的 , 它 表明 在 无 限 性 的 领域 内 ， 
会 出 现 多 么 令 人 惊奇 的 事 . 


2. 有 理 数 的 可 数 性 和 连续 统 的 不 可 数 性 


康 托 在 分 析 无 限 性 时 ， 他 最 初 的 发 现 之 一 是 ， 有 理 数 集 
《 它 包 含 整 数 集 这 个 无 限 子 集 , 因而 它 本 身 是 无 限 集 ) 是 和 整 
数 集 等 势 的 .稠密 的 有 理 数 集 与 疏散 的 它 的 整数 子 集 的 元 素 
样 多 , 初 看 起 来 这 似乎 是 很 奇怪 的 ,确实 ,人 们 不 能 按 大 小 
次 序 来 排列 正 有 理 数 (对 正 整 数 能 这 样 作 ), 不 能 说 a 是 第 一 
个 有 理 数 , ”是 挨 着 它 的 那个 比 它 大 的 有 理 数 , 等 等 , 因为 任 
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意 两 个 给 定 的 有 理 数 之 间 有 无 穷 多 个 有 理 数 ,因而 没有 "“ 挨 着 
它 的 ” 那 一 个 .但 是 ,正如 康 托 看 到 的 那样 , 抛 开 按 序 相连 的 两 
个 元 素 之 间 的 量 的 关系 ， 就 可 以 像 整数 那样 将 全 体 有 理 数 排 
列 成 一 行 fi, +2, +3, +1，,""*。 在 这 序列 中 将 有 第 一 个 有 理 数 ， 
第 二 个 ， 第 三 个 等 等 ， 而 且 每 个 有 理 数 恰好 出 现 一 次 一 个 
集合 ,如 果 其 元 素 能 像 整数 那样 排列 成 一 个 序列 ,就 称 这 个 集 
合 是 可 数 的 .通过 展示 这 样 的 可 数 性 , 康 托 表明 ,有 理 数 是 和 
整数 集 等 势 的 ,因为 对 应 
1 234...n .。 


mn 


Tif27374°°°* fn °°® 


是 一 对 一 的 .现在 我 们 来 描述 把 有 理 数 排列 起 来 的 一 个 方 
式 . 


每 一 个 有 理 数 都 能 写成 阿 的 形式 ， 这 里 a 和 是 整数 . 


而 且 所 有 这 些 数 能 布置 成 这 样 的 阵势 ,使 = 在 第 a 列 第 5 


行 . 例如 把 三 放 在 下 面 表 中 的 第 3 列 第 4 行 所 有 的 有 理 


数 现在 可 以 按照 下 面 的 设计 排列 : 在 刚刚 规定 的 布 阵 中 , 我 
们 画 一 条 连续 的 折线 通过 这 布 阵 中 所 有 的 数 ， 从 1 开始 我 们 
沿 水 平方 向 到 右边 的 下 一 个 位 置 , 得 到 2, 这 是 序列 中 的 第 二 


个 数 ,然后 沿 对 角 线 向 左下 边 到 第 一 列 二 所 占 的 位 置 上 ,然后 
垂直 地 向 下 到 的 位 置 上 ,再 沿 对 角 线 向 上 ,直到 第 一 行 的 
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3, 通过 4 再 沿 对 角 线 向 下 到 地， 这 样 进行 下 去 如 图 所 示 。 


123456 7 ,..。 
和 和 和 和 
二 
3 
二 
和 
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图 19 有 理 数 的 可 列 性 


沿 着 这 折线 走 ,我 们 得 到 一 个 序列 1, 2， 工 ， 地， 辽 ， 3，4， 


bs rg a 

在 折线 中 出 现 的 次 序 排列 ， 在 这 序列 中 , 现在 我 们 消去 所 有 . 
a 和 4b 有 公 因 子 的 数 二, 使 得 每 一 个 有 理 数 以 最 简单 的 方 

1 


式 恰好 出 现 一 次 。 因 而 我 们 得 到 一 个 序列 1, 2， 于， 于 ,3， 


4， ， 卫 ， 十 ， 村， 5 ，…， 其 中 每 一 个 正 有 理 数 出 现 一 次 
而 且 只 出 现 一 次 . 这 说 明 全 体 正 有 理 数 是 可 数 的 .根据 有 理 
数 和 直线 上 有 理 点 一 一 对 应 这 个 事实 ， 我 们 同时 证 明了 直线 


上 正 有 理 点 集 是 可 数 的 。 
习题 : 1) 说 明 全 体 正 整数 和 负 整数 是 可 数 的 ,全 体 正 有 理 数 
和 负 有 理 数 是 可 数 的 。 
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2) 如 果 s 和 了 是 可 数 集 ,说 明 集 5 + 了 ( 见 第 151 页 ) 是 可 数 

的 。 说明 对 三 个 、 四 个 或 任意 > 个 集 的 并 集 有 同样 的 结果 最 后 

说 了 明 由 可 数 个 可 数 集 组 成 的 集 辐 样 是 可 数 的 。 

由 于 有 理 数 已 表明 是 可 数 的 ， 人 们 可 能 猜想 任何 无 限 集 
都 是 可 数 的 ， 而 且 这 就 是 无 限 分 析 的 最 终结 果 。 可 是 情况 远 
非 如 此 . 康 托 有 一 个 极 有 意义 的 发 现 : 全 体 实数 集 《有理数 
和 无 理 数 ) 是 不 可 数 的 ， 换 名 话说, 全体 实数 与 整数 或 有 理 数 
相 比 有 一 个 根本 的 不 同 ,可 以 说 ， 它 是 更 高 一 级 类 型 的 无 限 ， 
关于 这 个 事实 康 托 用 反 证 法 天 才 地 给 出 了 一 个 证 明 ， 它 是 许 
多 数学 论证 的 典范 . 该 证 明 大 略 如 下 。 首先 , 我 们 作 一 个 尝 
试 性 的 假设 : 所 有 实数 真 的 排列 成 了 一 个 序列 . 然后, 我 们 
找 出 一 个 数 , 它 不 包含 在 这 假定 的 可 数 集 里 面 ， 这 样 就 引出 
了 矛盾 ,因为 既然 假设 所 有 实数 都 包括 在 这 个 可 数 集 里面 , 那 
末 , 即 使 有 一 个 数 遗 漏 了 ,这 个 假设 也 必然 是 不 成 立 的 .由 于 
实数 是 可 数 的 这 个 假设 不 成 立 , 反 过 来 , 康 托 的 关于 实数 集 是 
不 可 数 的 命题 就 是 真 的 . 

为 了 作 到 这 一 点 ， 我 们 假设 全 体 实数 是 可 数 的 并 且 已 经 
把 它们 排列 成 一 个 无 限 十 进位 小 数 的 表 : 

第 一 个 数 Ni. A14243d445° ** 
第 二 个 数 Ny. bbbsbsbs*** 
第 三 个 数 Ni. cczcscscs*** 


其 中 这 些 六 表示 整数 部 分 ,小 写 的 字母 表示 小 数 点 后 的 数码 
我 们 假设 这 个 十 进位 小 数 序列 包含 了 所 有 实数 . 现在 , 证 明 
中 最 根本 的 一 点 是 ,通过 “对 角 线 过 程 ”构造 一 个 新 的 数 ,而 我 
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们 能 说 明 它 不 包含 在 这 个 序列 中 。 为 此 , 我 们 首先 选取 一 个 
数码 4 不 同 于 a,, 也 不 等 于 0 和 9 (以 避免 像 0.999… 一 1.000 
… 这 种 等 式 可 能 造成 的 含糊 不 清 ), 然 后 选取 一 个 数码 5 不 同 
于 &, 也 不 等 于 0 和 9, 同样 地 ，*c 不 等 于 cs, 等 等 (例如 ， 
我 们 可 以 简单 地 选取 a 一 1, 除非 ,一 1, 在 wa 一 1 时, 我们 
选 a 一 2。 按 照 这 个 表 ,类 似 地 选 出 所 有 数码 5,c,4d,e，*…….) 
现在 考虑 无 限 十 进位 小 数 
35 一 0.apcde……， 

这 新 的 数 > 肯定 不 同 于 上 表 中 的 任何 一 个 数 ; 它 不 等 于 第 一 
个 ， 因 为 小 数 点 后 的 第 一 个 数码 与 之 不 同 ; 它 不 能 等 于 第 二 
个 ， 因 为 第 二 个 数码 与 之 不 同 ; 一 般 地 ， 它 不 能 和 表 中 的 第 
# 个 数 相同 ， 因 为 第 # 个 数码 与 之 不 同 ， 这 说 明 我 们 按 序 排 
列 的 十 进位 小 数 表 不 包含 所 有 的 实数 ， 因 此 实数 集 是 不 可 数 
的 . 

读者 也 许 认为 , 数 的 连续 统 不 可 数 ,其 原因 在 于 直线 是 无 
限 延 伸 的 这 个 事实 ,而 有 限 线段 将 只 包含 可 数 个 无 限 多 的 点 。 
但 事实 并 非 如 此 ， 因 为 容易 证 明 整 个 数 的 连续 统 等 势 于 任意 
有 限 线段 ， 例 如 从 0 到 1 而 不 包括 端点 的 线段 ,我们 所 要 求 
的 一 一 对 应 可 以 这 样 来 得 到 : 在 志和 之 处 把 线段 折 弯 ,再 
从 一 点 投影 , 如 图 20 所 示 . 由 此 得 知 , 即使 数 轴 上 的 有 限 线 
段 也 包含 了 不 可 数 无 限 多 的 点 . 


习题 : 说 明 数 轴 上 的 任意 区 间 [4，3] 等 势 于 任意 其 它 区 间 
[c，D]. 
关于 数 的 连续 统 的 不 可 数 性 ， 有 男 一 个 可 能 是 更 为 直观 
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20 一 折线 段 上 的 点 和 整个 直线 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 


的 证 明 值得 在 此 讲 一 讲 ， 由 我 们 刚才 的 证 明 可 以 知道 ， 只 要 
把 我 们 的 注意 力 限制 在 0 和 1 之 间 的 点 集 就 够 了 、 其 证 明 仍 
然 是 反 证 法 .我 们 假设 直线 上 0 到 1 之 间 的 所 有 点 能 排 成 序 
列 


tis 023 39 ***。 (1) 


“我们 把 标号 a 的 点 用 一 个 长 为 让 的 


区 间 盖 住 ,标号 w 的 点 用 一 个 长 为 二 


i 


0 
图 21 两 条 不 等 长 的 线段 
上 的 点 的 一 一 对 应 单位 区 间 将 完全 被 长 为 二 


1 
人 
了 这 个 单位 区 间 , 这 一 事实 并 不 影响 我 们 的 证 明 .) 这 些 区 间 
长 度 的 总 和 由 等 比 级 数 


i 
10 10? 103 10 1 二 9 
给 出 ， 因 此 从 序列 (1) 包含 了 0 到 1 的 所 有 实数 这 个 假定 出 
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发, 我 们 推出 用 一 系列 总 长 为 的 区 间 可 以 覆盖 住 长 度 为 1 
的 整个 区 间 . 这 在 直观 上 是 莞 廖 的 .我 们 将 把 这 个 矛盾 看 成 
是 证 明 , 虽 然 从 逻辑 的 角度 来 看 ,还 需要 更 充分 的 分 析 . 
上 面 这 段 推理 可 以 在 近代 的 “测度 ”理论 中 建立 一 个 很 重要 的 
定理 。 用 一 个 长 为 了 .的 更 小 的 区 间 来 代替 上 面 的 区 间 ,这 里 。 
是 任意 小 的 正 数 。 我 们 看 到 直线 上 任 一 可 数 点 集 能 包含 在 总 长 为 
己 的 一 系列 区 间 中 ,由 于 。 是 任意 的 ,二 能 随意 地 小 . 用 测度 论 的 
术语 ,我 们 说 可 数 点 集 有 零 测 度 . 
练习 : 用 正方 形 的 面积 代替 区 间 的 长 度 ， 证 明 对 平面 上 的 可 
数 点 集 上 述 结果 同样 成 立 。 


3. 康 托 的 “基数 ” 


总 结 一 下 至 今 得 到 的 结果 : 如 果 有 限 集 4 包含 的 元 素 比 
有 限 集 B 的 元 素 多 ， 那 么 4 中 元 素 的 个 数 不 能 等 于 B 中 元 素 
的 个 数 。 如 果 我 们 用 更 一 般 的 等 势 集 的 概念 来 代替 “有 相同 
(有限) 个 数 元 素 的 集 ”的 概念 , 则 上 面 的 论述 在 无 限 集 当 中 不 
成 立 ;所 有 整数 集 包 含 比 偶数 集 更 多 的 元 素 ,而 有 理 数 集 比 整 
数 集 更 多 ， 但 我 们 已 经 看 到 这 些 集 是 等 势 的 ， 人 们 可 能 认为 
所 有 无 限 集 都 是 等 势 的 ， 而 只 有 有 限 集 和 无 限 集 不 等 势 ， 但 
康 托 的 结果 否定 了 这 一 点 ,有 一 个 集 , 即 实数 连续 统 ， 和 任何 
可 数 集 不 等 势 . 

因此 至 少 有 两 类 不 同 的 无限”， 整 数 的 可 数 无 限 性 和 连 
续 统 的 不 可 数 无 限 性 . 如 果 两 个 集合 4 和 如 〈 不 论 有 限 还 是 
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无 限 ) 是 等 势 的 ,我 们 就 称 它们 有 相同 的 基数 . 如 果 4 和 8 是 
有 限 的 , 它 就 变 成 有 相同 的 自然 数 这 一 通常 的 概念 ,可 以 认为 
它 是 这 个 概念 的 一 个 合理 的 推广 . 如果 集 4 和 和 集 B 的 某 个 子 
集 等 势 ,而 了 不 等 势 于 4 或 它 的 任意 子 集 , 我 们 将 按照 康 托 的 
说 法 , 称 集 B 有 一 个 比 集 4 更 大 的 基数 . 这 里 ,“ 数 ”这 个 词 
的 用 法 和 对 于 有 限 集 来 谈 数 的 大 小 这 个 通常 的 意思 也 是 一 致 
的 .整数 集 是 实数 集 的 一 个 子 集 ， 而 实数 集 既 不 和 整数 集 也 
不 和 它 的 任意 子 集 等 势 “ 即 实数 集 不 是 可 数 的 ， 也 不 是 有 限 
的 ). 因此 ,根据 我 们 的 定义 ， 实 数 连 续 统 有 一 个 比 整 数 集 更 
大 的 基数 . 


* 事实 上 , 康 托 实际 说 明了 如 何 构造 一 系列 无 限 集 , 使 它们 有 
越 来 越 大 的 基数 。 由 于 我 们 可 以 从 正 整 数 集 开始 ,因此 ， 显 然 , 只 
须 表明 : 对 任意 给 定 集 4, 可 以 构造 另 一 个 具有 更 大 基数 的 集 . 
由 于 这 个 定理 极为 一 般 ， 其 证 明 必 然 比较 抽象 。 我 们 定义 集 8 是 
这 样 的 集 : 它 的 元 素 是 集 4 的 所 有 不 同 子 集 。 我 们 所 说 的 “ 子 集 ? 
将 不 仅 包括 4 的 真子 集 ， 而 且 也 包括 4 本 身 和 完全 不 包含 任何 元 
素 的 空 “ 子 集 ”0。 因 此 ,如 果 4 由 三 个 整数 1, 2, 3 组 成 , 则 8B 包括 
了 8 个 不 同 的 元 素 {1,2,3}, {1,2}, {1,3},{2,3},{1},{2},{3} 和 
0。 集 3 的 每 一 个 元 素 ， 本 身 是 一 个 由 4 的 某 些 元 素 组 成 的 集 . 现 
在 假设 B 和 4 等 势 ( 或 B 和 4 的 某 个 子 集 等 势 )， 即 有 某 个 规则 使 
4 的 元 素 (或 4 的 子 集 的 元 素 ) 一 对 一 地 和 3 的 所 有 元 素 相对 应 ， 
也 就 是 说 有 4 的 子 集 5。 使 
a<_>5。， (2) 
其 中 s。 表示 与 4 的 元 素 4 对 应 的 那个 4 的 子 集 。 我 们 将 指出 B 的 
一 个 元 素 了 7( 即 4 的 一 个 子 集 ), 它 不 能 和 任意 元 素 4 相对 应 , 从 而 
引出 矛盾 .为 了 构造 这 个 子 集 , 我 们 注意 对 4 的 任 一 元 素 * 存在 两 
种 可 能 : 在 给 定 的 对 应 (2) 中 , * 所 指定 的 集 sx 或 包含 元 素 *, 或 
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8, 不 包含 *。 我 们 定义 了 为 4 的 这 样 一 个 子 集 ， 它 包含 所 有 使 5 
不 包含 * 的 那些 元 素 *。 这 子 集 和 每 一 个 5。 至 少 差 一 个 元 素 a, 因 
为 如 果 5. 包含 2， 则 了 不 包含 。, 可 是 如 果 5。 不 包含 a, 则 了 包含 
a。 因 此 了 不 包括 在 对 应 (2) 中 。 这 表明 在 4 的 元 素 (或 4 的 任意 
子 集 的 元 素 ) 和 3 的 元 素 之 间 , 不 可 能 建立 一 个 一 一 对 应 。 但 对 应 
a<—>{a}, 

在 4 的 元 素 和 由 4 的 所 有 单元 素 子 集 组 成 的 B 的 子 集 之 间 建 立 了 
一 个 一 一 对 应 。 因此 按照 上 一 段 的 定义 , B 有 一 个 比 4 大 的 基数 ， 

* 习题 : 如 果 4 有 = 个 元 素 , 这 里 ” 是 一 正 整数 ,说 明 上 面 所 
定义 的 了 包含 2" 个 元 素 ， 如 果 4 是 全 体 正 整 数 集 , 说 明 B 和 0 到 
1 之 间 的 实数 连续 统 等 势 (提示 : 在 第 一 种 情形 ,用 记号 0 和 1 的 

一 个 有 限 序列 为 符号 来 表示 4 的 一 个 子 集 。 在 第 二 种 情形 ， 用 它 

们 的 一 个 无 限 序列 来 表示 4 的 一 个 子 集 :; 
这 里 ，m = 1 或 0 是 按照 4 的 第 ” 个 元 素 属于 还 是 不 属于 这 给 定 
的 子 集 而 定 的 ). 

也 许 有 人 以 为 ， 找 出 一 个 比 从 0 到 1 的 实数 集 有 更 大 基数 的 
点 集 是 一 件 简单 的 事 ，。 一 个 “二 维 ?的 正方 形 肯定 显得 比 “ 一 维 ? 的 
线段 包含 有 “更 多 ”的 点 。 十 分 令 人 惊异 的 是 ,事实 并 非 如 此 ; 一 个 
正方 形 中 的 点 集 的 基数 与 一 个 线段 上 的 点 集 的 基数 是 相等 的 。 为 
了 证 明 这 一 点 ,我 们 安排 下 述 对 应 . 

如 果 (x,y) 是 单位 正方 形 中 的 点 ，* 和 y 可 以 写成 十 进位 小 
数 形 式 ,如 

X 一 0 和。 aqadd*", 


7 一 0. DB223D4。 he 
为 了 和 避免 含糊 ,例如 对 有 理 数 本 我 们 选用 0.250000… 而 不 用 


0.249999.…。 然 后 对 正方 形 的 一 点 (x*、y)， 我 们 指定 从 0 到 1 这 
线段 上 的 一 点 ; 


2 = 0. gabababaab® 


sl1l9+. 


与 之 对 应 。 显然 正方 形 上 不 同 的 点 (*，y) 和 《x,y ) 对 应 于 线段 
上 不 同 的 点 x 和 * .所 以 正方 形 的 基数 不 能 超过 线 眉 的 基数 . 

(事实 上 , 刚才 定义 的 对 应 在 正方 形 的 所 有 点 的 集合 和 单位 线 
恬 的 一 个 真子 集 之 间 是 一 对 一 的 ;例如 , 这 正方 形 中 没有 一 个 点 能 
和 点 0.2140909090 … 对 应 ， 因 为 对 于 数 1/4 我 们 选取 的 是 
0.25000… 的 形式 ， 而 不 是 0.24999…。 但 是 可 以 把 这 个 对 应 稍 
微 修改 一 下 ,使 整个 正方 形 和 整个 线段 之 间 是 一 一 对 应 的 , 因而 看 
到 它们 有 相同 的 基数 ). 

一 个 类 似 的 论证 表明 : 立方 体 中 点 的 基数 不 大 于 线段 的 基 
数 . 

虽然 这 些 结果 似乎 都 是 和 维 数 的 直观 思想 矛盾 的 ， 但 我 们 必 

须 记 住 , 我 们 定义 的 对 应 不 是 “连续 的 " 如果 我 们 从 0 到 1 沿 着 
线段 连续 地 移动 , 则 正方 形 上 相对 应 的 点 将 不 形成 一 连续 曲线 , 而 
是 完全 无 秩序 地 出 现 .一 个 点 集 的 维 数 不 仅 依赖 于 集合 的 基数 ， 
而 且 还 依赖 于 这 些 点 在 空间 中 分 布 的 方式 ， 在 第 五 章 我 们 将 重新 
回 到 这 个 问题 上 来 . 


4 反 证 法 


基数 理论 仅仅 是 一 般 集 合理 论 的 一 个 方面 。 这 个 集合 理 
论 是 康 托 不 顾 当 时 某 些 最 卓越 的 数学 家 的 严厉 批评 而 创立 ， 
的 。 其 中 许多 批评 者 ,例如 克隆 尼克 和 庞 加 莱 (Poincart)， 反 
对 使 “ 集 * 的 一 般 概 念 含糊 不 清和 定义 某 些 集合 时 所 用 的 非 构 
造 性 的 推理 方法 . 

对 非 构 造 性 的 推理 方法 的 异议 可 以 归结 为 ， 所 谓 实 正 的 


1) 本 书 中 凡是 提 到 “ 反 证 法 ”一 词 , 直 译 应 是 “| 间接 证 法 ”(indirect proof). 
一 一 译注 
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反 证 法 究竟 是 什么 ? 反 证 法 本 身 是 一 种 人 们 熟知 的 数学 推理 
方法 .为 了 证 明 一 个 命题 4 是 真 的 ， 我 们 先 作 一 个 尝试 性 的 
假定 ,认为 同 4 相反 的 命题 4 为 真 。 然 后 用 一 系列 的 推理 得 
出 一 个 与 4 相 了 矛盾 的 结论 , 从 而 证 实 了 4' 的 荡 雇 。 于 是 在 
“ 排 中 律 ”这 个 基本 逻辑 法 则 的 基础 上 ,由 4' 的 莞 廖 证 明了 4 
的 正确 . 

在 整个 这 本 书 中 ,我 们 会 遇 到 许多 例子 ,在 那里 反 证 法 可 
以 容易 地 改换 为 直接 证 明 方法 .但 是 反 证 法 往往 比较 简捷 ， 
而 且 可 以 避免 对 直接 目标 来 说 是 不 必要 的 一 些 细节 。 然 而 ， 
有 一 些 定理 ,至 今 除 了 反 证 法 以 外 还 不 可 能 给 出 其 它 的 证 明 ， 
甚至 有 这 样 的 定理 , 它 可 以 用 反 证 法 加 以 证 明 , 但 是 由 于 这 个 
定理 本 身 的 特点 ， 即 使 在 原则 上 也 不 可 能 给 出 直接 的 构造 性 
的 证 明 。 例 如 在 第 114 页 的 定理 就 是 如 此 。 在 数学 历史 上 曾 
有 这 样 的 不 同时 期 ， 当 数学 家 为 了 表明 某 个 问题 的 可 解 性 而 
致力 于 直接 构造 这 解 时 ， 另 有 一 些 人 则 用 反 证 法 给 出 非 构造 
性 的 证 明 而 绕 过 构造 的 任务 . 

通过 构造 某 种 类 型 的 对 象 的 具体 例子 来 证 明 该 对 象 的 存 
在 ,和 说 明 如 果 不 存在 将 导致 矛盾 ,这 二 者 之 间 是 有 本 质 差别 
的 。 在 第 一 种 情况 ， 我 们 有 一 个 实在 的 对 象 ， 而 在 第 二 种 情 
况 , 我 们 有 的 仅仅 是 一 个 矛盾 。 最 近 有 一 些 卓越 的 数学 家 鼓 
吹 从 数学 中 完全 排除 所 有 非 构造 性 的 证 明 。 即 使 我 们 愿意 采 
用 这 样 的 方案 ,但 在 目前 ,将 是 极为 复杂 的 ， 甚 至 会 部 分 地 破 
坏 富有 生命 力 的 数学 整体 ， 由 于 这 个 原因 , 毫 不 足 怪 , 采 用 这 
个 方案 的 "直觉 主义 "学 派 遇 到 了 强大 的 阻力 ， 即 使 最 彻底 的 
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直觉 主义 者 也 不 能 总 是 履行 他 们 的 信条 。 


5. 有 关 无 限 的 性 论 


虽然 直觉 主义 者 的 那 种 不 妥协 的 立场 对 大 多 数 数 学 家 来 
说 是 太极 端 了 ， 但 是 当 美妙 的 无 限 集 理论 中 出 现 了 一 些 逻 辑 
上 有 明显 的 悖 论 时 , 集 论 受到 了 严重 的 威胁 。 人们 很 快 就 发 现 ， 
毫 无 约束 地 小 用 "集合 ”的 概念 必然 引出 矛盾 ， 有 一 个 由 罗素 
(R， Russell) 揭示 出 的 悖 论 可 和 令 述 如 下 。 大 多 数 集合 不 包含 
它 自身 作为 元 素 ， 例 如 ,全 体 整数 集 4 只 包含 数 为 元 素 ; 4 本 
身 ， 不 是 一 个 整数 , 而 是 一 个 整数 集 , 4 并 不 包含 它 自身 为 元 
素 。 这 样 的 集 我 们 可 以 称 之 为 "普通 的 "~ 有 许多 集 可 能 包含 
它 自身 为 元 素 , 例 如 集 $ 定义 如 下 :“ 凡 是 可 以 用 不 超过 三 十 
个 字 来 定义 的 集合 是 8 的 元 素 ”". 可 以 看 到 , $ 是 包含 了 它 自 
身 为 一 元 素 的。 这 样 的 集 我 们 可 以 称 之 为 “ 非 普通 集 "， 但 无 
论 如 何 ,多 数 集 将 是 普通 的 。 为 了 排除 “ 非 普 通 ” 集 的 反常 状 
态 ,我 们 可 以 只 着 眼 于 所 有 普通 集 组 成 的 集 , 称 它 为 C。 集合 
C 的 每 一 个 元 素 本 身 是 一 个 集合 ,而 且 事 实 上 是 一 个 普通 集 ， 
现在 产生 了 一 个 问题 : C 本 身 是 普通 集 还 是 非 普通 集 ? 它 必须 
是 这 二 者 之 一 ， 如果 C 是 普通 集 , 由 于 C 定义 为 包含 所 有 普 
通 集 , 它 包含 了 它 本 身 作为 一 个 元 素 ， 这 样 的 话 , C 必须 是 非 
普通 集 ,因为 非 普 通 集 是 那些 包含 了 它 本 身 为 元 素 的 集 ,这 是 


译注 


1) 由 于 英文 和 中 文 的 不 同 , 翻 译 时 把 原文 字数 二 十 改 为 “三 十 ”。 
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一 个 矛盾 。 因此 C 必须 是 非 普 通 集 .但 这 时 C 包含 了 一 个 非 
普通 集 ( 即 C 本 身 ) 为 其 元 素 ,这 与 C 只 包含 普通 集 的 定义 相 
矛盾 。 因 此 ,无 论 哪 一 种 情形 ,仅仅 是 C 的 在 在 ， 就 已 经 使 我 
们 陷入 矛盾 。 


6. 数学 的 基础 


“ 像 这 样 的 一 些 桂 论 ， 引 起 罗素 和 其 它 一 些 人 系统 地 研究 
， 数学 和 逻辑 的 基础 。 他 们 努力 的 最 终 目 标 是 ， 为 数学 推理 提 
供 远 辑 基础 ,使 得 能 避免 可 能 出 现 的 矛盾 ,而 且 仍然 包括 被 所 
有 (或 某 些 7 数学 家 认为 是 重要 的 一 切 东西 ， 虽 然 ， 这 宏大 的 
目标 至 今 没有 达到 ,而 且 可 能 永远 不 会 达到 ,然而 数理 逻辑 这 
门 学 科 却 已 吸引 了 日 益 增多 的 研究 者 的 注意 ， 在 这 领域 中 有 
许多 问题 能 用 很 简单 的 话 来 叙述 ,但 却 很 难 解决 。 我 们 举 出 
连续 统 假设 为 例 .这 个 假设 是 ， 没 有 一 个 集合 , 它 的 基数 大 于 
整数 集 的 基数 而 小 于 实数 集 的 基数 ， 许 多 有 趣 的 结果 能 从 这 
个 假设 推出 ,但 至 今 它 却 没有 得 到 证 明 也 没有 被 否定 ,尽管 最 
近 哥 德尔 (K，Gidel) 证 明了 ,如 果 在 集合 论 基础 上 的 通常 的 
公理 是 相 容 的 ， 则 加 上 连续 统 假设 而 得 到 的 扩大 的 公理 体系 
也 是 相 容 的 。 这 种 问题 最 终归 结 为 数学 的 存在 意味 着 什么 这 
样 一 个 问题 .幸运 的 是 ,数学 的 存在 并 不 取决 于 对 这 个 问题 能 
否 作出 令 人 满意 的 回答 。 以 伟大 的 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert) 
为 首 的 “形式 主义 ”学 派 断 言 ， 在 数学 中 ,“ 存 在 ”的 意义 简单 
说 来 就 是 “没有 矛盾 ”。 因 此 需要 建立 这 样 一 组 公理 , 从 它们 
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出 发 ,能 纯 形 式 地 推导 出 数学 的 一 切 , 并 且 证 明 这 组 公理 不 导 
致 矛盾 。 哥 德尔 和 其 它 人 最 近 的 结果 似乎 表明 ， 这 个 至 少 当 
初 为 希 尔 伯 特 所 相信 的 方案 是 不 能 实现 的 。 具 有 重要 意义 的 
是 , 希 尔 伯 特 关于 数学 的 形式 化 结构 的 理论 ,本 质 上 是 基于 直 
观 方 法 的 。 即 使 在 最 纯粹 的 形式 推导 、 逻辑 推理 或 公理 化 方 
面 ,构造 性 直观 总 是 以 这 种 或 那 种 方式 ,或 明 或 瞳 地 作为 最 活 
路 的 因素 在 数学 中 起 着 作用 , 


85 复 数 
1. 复数 的 起 源 


有 许多 原因 使 得 数 的 概念 必须 越 出 实数 连续 统 而 引进 所 
谓 复数 。 人 们 必须 认识 到 ,在 数学 发 展 史上 ,在 数学 思想 的 发 
展 过 程 中 ， 所 有 这 种 推广 和 新 的 发 明 决 不 是 个 别人 努力 的 结 
果 . 它 们 是 具有 继承 性 的 逐步 演化 的 过 程 的 产物 ,而 不 能 把 主 
要 功劳 归于 某 个 人 ,为 了 便于 作 形 式 计算 ,需要 用 到 负数 和 有 
理 数 ， 它 们 并 不 像 自 然 数 那样 直观 和 具体 ,直到 中 世纪 末 , 数 
学 家 们 在 用 到 这 些 概念 时 才 开 始 失去 不 舒适 的 感觉 ， 直 到 十 
九 世纪 中 时 ,数学 家 们 才 完 全 认识 到 ,在 一 个 扩充 的 数 域 中 的 
运算 ,其 逻辑 和 哲学 基础 本 质 上 是 形式 主义 的 ;这 扩充 的 数 域 
必须 通过 定义 来 创造 ,这 些 定义 是 随意 的 。 但 是 ,如 果 不 能 在 
更 大 的 范围 内 保持 在 原来 范围 内 通行 的 规则 和 性 质 ， 它 是 毫 
无 用 处 的 。 这 些 扩充 有 时 可 以 和 "实际 对象 相 联系 ， 通 过 这 
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种 方式 为 新 的 应 用 提供 工具 ,这 是 最 重要 的 ,但 是 这 只 能 提供 
一 种 动力 而 不 是 扩充 的 合理 性 的 逻辑 证 明 . 

最 早 要 求 应 用 复数 是 为 了 解 二 次 方程 。 我 们 回忆 一 下 线 
性 方程 ox 一 4 的 概念 ,这 里 要 确定 的 是 未 知 量 *。 方 程 的 解 
是 * 一 二 .如果 要 求 每 一 个 带 有 整数 系数 。 ss 0 和 4 的 线 


性 方程 有 解 ,必须 引进 有 理 数 。 象 

| 妇 一 2 (1) 
这 样 的 方程 ， 在 有 理 数 域内 不 存在 解 x*。 这 促使 我 们 构造 一 
个 更 广 的 实数 域 , 使 得 在 这 个 域 中 有 解 。 然而 即使 实数 域 也 
没 能 足以 提供 二 次 方程 的 完整 理论 。 象 

xz 一 一 1 (2) 

这 样 一 个 简单 的 方程 没有 实数 解 ， 因 为 任意 实数 的 平方 不 可 
能 是 负 的 . 

我 们 或 者 满足 于 宣称 这 个 简单 的 方程 不 可 解 ， 或 者 按照 
我 们 所 熟悉 的 扩充 数 的 概念 的 途径 引进 使 得 这 个 方程 可 解 的 
数 . 当 我 们 用 定义 关 一 一 1 引进 新 的 符号 i 时 , 正 是 这 样 作 的 . 
当然 ,对 于 把 数 作为 计数 手段 这 样 的 概念 来 说 ,这 个 符号 i 是 
“ 虚 单 位 ”, 是 不 起 作用 的 。 这 纯粹 是 一 个 符号 , 它 服从 于 基本 
规则 六 二 一 1， 而 其 价值 将 完全 取决 于 究竟 这 个 引进 是 否 真 
正 有 用 以 及 数 系 的 这 个 扩充 能 不 能 实现 。 

由 于 我 们 希望 对 符号 i 能 像 对 普通 实数 那样 进行 加 \ 乘 ， 
我 们 自然 要 造 出 像 22，3;， 一 i, 2 十 5i 这 样 的 符号 ， 或 更 一 
般 地 , a 十 bi 这 样 的 符号 ,这 里 a 和 2 是 任意 两 个 实数 。 如 
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果 这 些 符 号 服从 熟知 的 加 法 和 乘法 的 交换 律 、 结 合 律 和 分 配 
律 , 则 有 ， 例 如， 
(2 十 3i) 十 (LI 十 4 让 一 (2 十 1) 十 (3 十 4 入 
一 3 十 7;， 
(2+ 3 +4)=2+8i+3i+t 127 
= (2 一 12)+ (8+3)i= —10+11i, 

沿 着 这 条 思路 ， 我 们 通过 如 下 定义 作 系统 地 推广 ， 一 个 
形 如 a 十 5i 的 符号 , 其 中 和 2 是 任意 两 个 实数 ， 称 为 带 有 
实 部 “ 和 虚 部 2 的 复数 ， 在 这 些 符 号 的 加 法 和 乘法 运算 中 ， 
除了 六 总 是 用 一 1 来 代替 而 外 ， 将 把 i 看 成 和 一 个 普通 实数 
一 样 。 更 确切 地 说 ,我 们 用 规则 

(at+bi)+ (ct+di)=(at+ ce)+ (b+ d)i, 
(a + bi)(e + di)= (ac— bd) + (ad + be)i 
来 定义 复数 的 加 法 和 乘法 。 特 别 的, 我们 有 
(a + bi)(a— bi)= a — abit abi— b= a tb, (4) 
在 这 些 定义 的 基础 上 ,容易 验证 交换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 对 复 
数 成 立 。 而且 不 仅 两 个 复数 相 加 和 相 乘 ,就 是 相 减 和 相 除 ,也 
仍然 得 出 一 个 形 如 a 十 5i 的 数 ， 从 而 使 得 复数 形成 一 个 域 
〈 见 第 82 页 ): 
(a+bi)— (c+di)=(4— ce) + (2— qd)i, 
at+bi _ (a bi)(c — 4ai) - (二 ) 


(3) 


c+di (c + di)(c — di) cota 
zc 一 ad . 
| 人 ©) 
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(第 二 个 等 式 当 c 十 di 一 0 十 0i 时 无 意义 ,因为 这 时 十 纹 
一 0, 我 们 仍 必须 排除 用 零 即 0 十 0 作 除 数 )， 例 如 
(2+3i)—(l1+4)=1—i 
2 二 3 2 十 3 .1 一 4 
1+4i 14 1 一 全 


_ 2 一 8 十 3 十 12 14_ 5) 
1 十 16 17 17” 


复数 域 包含 实数 域 为 其 子 域 。 因为 我 们 把 复数 4a 十 0i 看 
成 和 实数 4 一样 。 男 一 方面 , 形 如 0 十 bi = bi 的 复数 称 为 纯 
虚数 ， 

习题 : 0) 把 外 + 全 全 作 + 全 表示 为 二 如 的 形式 ， 


2) 把 《一 二 + ?让 表示 为 “+ 如 的 形式 


1 十 守 1+i 1 1 4—52)’ 
(4 一 5 表 


一 一 一 


3) 把 本， 了 一， F’ (CIF) (037 
示 为 “十 频 的 形式 。 
4) 计算 V5+ 127 (提示 : 记 V5+ 127 一 xz 十 Ji 平方 
然后 使 实 部 等 于 实 部 , 虚 部 等 于 虚 部 ), 
通过 引进 符号 i, 我 们 把 实数 域 扩充 到 符号 a 十 5i 的 域 ， 
在 这 域 中 ,特殊 的 二 次 方程 
Xx: 二 一] .、 
有 两 个 解 *+ 一 i, x 一 一 上 。 因为 按 定 义 守 一 (一切 (一 切 一 
六 一 一 1。 实际 上 , 我 们 得 到 的 比 这 更 多 , 现在 容易 验证 每 一 
个 二 次 方程 都 有 解 ,这 种 方程 可 写成 
ax*+ bri+c=0 (6) 
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的 形式 .从 (6) 我 们 有 


2 ， 
a x2 十 TE EL 
a 4a’ 4a’ a 
2 ; 于 s 
(十 之) D 4ac ，x 十 之 Vb 4ac 
2a 422 24 2a 
一 8 士 W 玉 一 4ac 
一 一 一 一 一 (7) 
24 


现在 如 果 忆 一 4ac 过 0,， 则 VP — 4ac 是 一 个 普通 实数 ,而 
和 是 实数 ， 如 果 名 一 4ac 二 0， ys 4ac 一 卢 汪 0 且 有 


是 复数 .例如 方程 
x 一 5x 十 6 二 0 


的 解 是 
_ (+V25 一 24) .5+1_ 2 或 3 
2 2 
而 方程 
局 一 2zx 十 2 一 0 
的 解 是 


二 1 十 或 1 一 i。 


(2 芋 V4+ 一 8) 2+2i 
2 2 


2. 复数 的 几何 解释 


为 了 解 所 有 的 二 次 和 三 次 方程 ， 早 在 十 六 世纪 数学 家 就 
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不 得 不 引进 负数 的 平方 根 的 表达 式 。 但 是 他 们 对 解释 这 些 表 
达 式 的 确切 意义 感到 困惑 不 安 ， 怀 着 迷信 的 获 刁 感 来 看 待 它 
们 . “虚数 "这 个 词 说 明了 这 个 表达 式 曾 被 认为 是 有 某 些 虚构 
和 不 实际 的 东西 。 终于 在 十 九 世 纪 初 , 当 这 些 数 的 重要 性 在 
许多 数学 分 支 中 已 变 得 明显 时 ， 复 数 运算 有 了 一 个 简单 的 几 
何 解释 。 这 消除 了 人 们 对 复数 的 合理 性 的 长 期 疑虑 。 当然 ， 
从 近代 的 观点 来 看 并 不 是 一 定 要 有 这 样 的 解释 。 复 数 形式 计 
算 的 合理 性 ,可 以 由 加 法 和 乘法 的 形式 定义 直接 推出 ， 但 是 ， 
大 约 同时 由 维 赛 尔 (Wessel) (1745 一 1818)， 阿 尔 纲 (Argand) 
(1768 一 1822) 和 高 斯 给 出 的 这 个 几何 解释 ,使 得 这 些 运算 从 
直观 的 角度 来 看 似乎 更 为 自然 ， 这 也 是 使 复数 在 数学 和 物理 
中 得 到 应 用 的 极为 重要 的 原因 。 

这 个 几何 解释 就 是 把 复数 * 一 x 十 yi 简单 地 用 平面 上 带 
有 直角 坐标 x, y 的 点 来 代表 。 zx 的 实 部 是 它 的 * 坐标 , 虚 部 
是 它 的 ” 坐标 。 因 而 在 复数 和 “ 数 平面 "上 的 点 之 间 确 立 了 一 . 
个 对 应 ,就 像 $2 在 直线 ， 即 数 轴 上 的 点 和 实数 之 间 建 立 对 应 
一 样 。 数 平面 * 轴 上 的 点 对 应 于 实数 z= 二 x 十 0i, 而 》 轴 上 
的 点 对 应 于 纯 虚数 z 一 0 十 六， 车 

z= 二 x 二 yi 


为 任 一 复数 , 则 称 复数 

3 一 2 一 入 
为 z 的 共 罗 . 在 数 平面 上 用 点 xz 关于 * 轴 的 镜面 反射 来 表示 
z。 如 果 我 们 用 2 表示 从 原点 到 点 z 的 距离 ， 则 由 勾 股 定理 
得 知 
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Pr (rt yi(r— yi) 一 z 了 
实数 p 二 Vr 十 几 称 为 z 的 模 , 记 作 
p=1zl. 

如 果 z 在 实 轴 上 ， 它 的 模 就 是 它 通 常 的 绝对 值 ， 模 1 的 复数 
在 以 原点 为 圆心 ，1 为 半径 的 
“单位 圆 ” 上 .， : 

车 |z| = 二 0, 则 z 一 0, 这 
是 因为 |z| 的 定义 就 是 zx 到 原 
点 的 距离 。 再 则 , 两 个 复数 的 
乘积 的 模 等 于 它们 模 的 乘积 : 

1z #2 = |z| + |z2|. 
这 将 由 第 132 页 要 证 明 的 一 个 

图 22 复数 的 几何 表示 点 更 为 一 般 的 定理 推出 。 

下 习题 : 1) 从 两 个 复数 
i 一 x1 十 yi，z 一 x 十 yx 的 乘积 定义 直接 证 明 上 述 定理 ， 
2) 从 两 个 实数 的 乘积 等 于 0 必须 而 且 只 须 有 一 个 因子 是 0 

这 个 事实 出 发 ,对 复数 证 明 相应 的 定理 (提示 : 用 刚才 叙述 过 的 两 

个 定理 ). 

由 名 二 如 十 yi 和 gz == 如 十 yi 二 复数 相 加 的 定义 ,我 
们 有 | 


zi 二 g2 = (Xi x2) + (yi y2)i, 
因此 在 数 平面 上 点 mm 十 za 可 以 表示 为 以 0, z1，zz 为 三 个 顶 
点 的 平行 四 边 形 的 第 四 个 顶点 ， 两 个 复数 的 和 的 这 个 简单 几 
何 结构 在 许多 应 用 中 非常 重要 .由 此 我 们 可 以 推出 一 个 重要 
结论 ;两 个 复数 的 和 的 模 不 超过 它们 模 的 和 《和 第 84 页 比 
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较 ): 
[z+ | |z| 十 1z|。 
这 是 由 三 角形 的 任 一 边 长 不 超过 其 它 二 边 长 之 和 这 个 事实 推 
习题 : 何 时 等 式 |> 十 
zz| 二 || 十 1z2| 成 立 ? 
* 轴 的 正 向 和 “0x 直线 
间 的 交角 称 为 z 的 幅 角 ， 记 
为 pg (图 22)，z 的 模 和 x 的 
模 相等 ， 


|z| = |z|, 图 23 复数 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 
但 是 3 的 枉 角 是 z 的 幅 角 的 负 值 ， 
5=—gp. 


当然 z 的 幅 角 不 是 唯一 确定 的 , 因为 一 个 角 加 上 或 减 去 360? 
的 任 一 整数 倍 ,不 影响 它 的 终 边 的 位 置 。 因 此 
gs p+ 360°, g + 720°, gp + 1080°, +..， 
9 — 360°, 9 — 720°, p — 1080°, .….， 
在 图 上 都 表示 同样 的 角 。 借助 模 P 和 幅 角 qq, 复数 z 可 写成 . 
2 一 4 十 和 一 p(cosp 十 zsinp) (8) 
的 形式 ,因为 按照 正弦 和 余弦 的 定义 ( 见 第 355 页 ) 有 
*= pcosp, y= psing, 
例如 ,对 z= 二 i, p= 二 1, p= 二 90*,， 有 i 二 1(cos90° 十 
isin90o); 对 x 一 1 十 i,p 一 V2,9 一 45%, 有 1+i= 
V2(cos45° + isin45%); 对 z=1—i,p=V2,9= 


。131。 


一 45", 有 1 一 :一 AMW 2 [cos( 一 455) + isin(—45°)]; 对 z 
一 一 1+W 3i, p 二 2, 9 一 120。, 有 一 ITV 3i 一 2(cos120° 
+isin120*)。 读者 应 该 代 人 三 角 函 数 的 值 来 核实 这 些 命题 ， 
当 两 个 复数 相 乘 时 ,三 角 表达 式 (8) 有 很 大 好 处 ， 如 果 
z= p(cosq + ising) 


2 一 pcosp +ising'), 
则 
.gf 一 ppo[(cospcoso — sing sing’) 
十 icospsinp' + singpcosp )]。 
现在 用 正弦 和 余弦 的 基本 加 法 定理 : 
cosgcosy' 一 sing sing’ = cos(p 十 9 )， 
cosg sing’ 十 singcosqg’ = sin(g + y'), 
有 . 
zz' ~— pp [cos(qg + q)+isin(p + 9)1, (9) 
这 是 模 为 pp', 幅 角 为 p 十 9' 的 复数 的 三 角 表 示 式 。 换 句 话 
说 ,两 个 复数 相 乘 ,就 是 把 它们 的 模 相 乘 而 把 它们 的 幅 角 相 加 
(图 24)。 因此 我 们 看 到 复数 的 乘法 有 时 是 通过 旋转 来 实现 
的 。 为 确切 起 见 , 我 们 把 从 原点 指向 点 z 的 有 向 线段 称 为 向 
量 z, 则 p 二 |z| 是 它 的 长 度 ， 设 x 是 单位 圆 上 的 一 个 数 ， 
则 有 p' = 1。 这 时 用 > 乘 > 就 是 简单 地 把 向 量 z 旋转 一 个 
角 9p'。 如 果 p' 关 1, 则 在 旋转 之 后 ,向 量 的 长 度 要 乘 以 p'. 读 
者 可 以 用 xx 一: (旋转 90°), zs 一 一 i《 沿 相反 方向 旋转 90?)， 
一 1 十 i, z4 一 1 一 i 去 乘 各 种 数 来 说 明 这 个 事实 ， 
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图 24 两 个 复数 相 乘 , 幅 角 相 加 * 模 相 飞 


当 z 二 x 时 ,公式 (9) 有 一 个 特别 重要 的 结果 , 因为 这 时 
我 们 有 
' 2 ~ pcos2g + isin2g), 
再 用 去 乘 这 个 结果 ,我 们 得 到 
中 一 pl(cos3p 十 zsin3p)。 
照 此 一 直 进 行 下 去 得 
oa 一 pr(cosap + isinng), (10) 
其 中 2 为 任意 整数 .特别 如 果 z 是 单位 图 上 的 点 , 即 p 一 1， 
我 们 得 到 为 英国 数学 家 棣 英 弗 (A. De Moivre) (1667 一 1754) 
所 发 现 的 公式 : 
(cosqp + ising)” = cosng + isinng, (11) 
这 个 公式 是 初等 数学 中 最 引 人 注 目 并 且 最 有 用 的 关系 
式 ， 可 以 举 个 例子 来 说 明 这 一 点 。 我 们 可 以 对 ”一 3 应 用 这 
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个 公式 , 且 按 二 项 式 公式 
(+ vv? =n 3 + 3uv + v3, 
把 左边 展开 ,得 到 关系 式 
cos39p + isin3g = cosp 一 3cosgsin’g 
+ i(3cos’g sing 一 sinap )。 

两 个 复数 之 间 的 这 样 一 个 等 式 相当 于 实数 之 间 的 一 对 等 
式 . 因为 当 两 个 复数 相等 时 , 实 部 和 虚 部 必须 同时 分 别 相等 ， 
因此 我 们 有 

cos39 一 cosigp 一 3 cospsin?p， 
sin3g 一 3cosip sing 一 sinzp。 
利用 关系 式 
coszp 十 sin’p 一 1， 
”最 后 我 们 得 到 
cos3g 一 cosp 一 3cosp(l 一 coszp) 
一 4cossp 一 3cosp， 
sin 39 一 一 4sin3p 十 3 sin p。 
对 任意 ”容易 得 到 用 sing 和 cosy 的 宕 分 别 表示 sinzp 和 
cosng 的 类 似 公式 ， 
习题 1) 找 出 sin4p 和 “os 49 的 相应 公式 。 
2) 证 明 对 单位 图 上 的 点 “ = cosp + fsing， 有 二 一 cosg 一 
ising。 


3) 不 经 过 计算 而 证 明 4 士 。 的 模 总 是 1， 


4) 设 zx，z: 是 二 复数 、 证 明 2 一 2 的 幅 角 等 于 由 z; 到 zx 
的 向 量 与 实 轴 的 夹 角 。 
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5) 在 点 ,zz 作成 的 三 角形 中 ,标明 复数 -二 2 的 由 
角 . 

6) 证 明 有 相同 幅 角 的 两 个 复数 的 比 是 实数 . 

7) 证 明 : 对 四 个 复数 219 Z29 39 TZ4 来 说 ， 如 果 ee 和 
如 一 纪 有 相同 的 幅 角 ， 则 这 四 个 数 同 在 一 个 加 上 或 一 条 直线 上 ，。 


Z3 一 22 


反之 亦 然 . 
8) 证 明 四 个 点 =: 。，z，2”%，24 同 在 一 个 圆 上 或 一 条 直线 上 必 
须 而 且 只 须 


二 
zs 一 52/ 24 一 22 


是 实数 


3. 棣 莫 弗 公式 和 单位 根 


一 个 数 a 的 次 方 根 是 一 个 使 得 b? == a 的 数 b， 特 别 是 
数 1 有 两 个 平方 根 1 和 一 1, 因为 1 人 ==《( 一 1 二 1。 数 1 只 
有 一 个 实 的 立方 根 1, 但 它 却 有 四 个 四 次 方 根 ,实数 1 和 一 1， 
虚数 i 和 一 i。 这 些 事 实 使 我 们 想到 ,在 复数 域 中 可 能 还 有 1 
的 两 个 立方 根 , 从 而 合 起 来 共有 三 个 。 从 棣 莫 弗 公式 立刻 可 
以 说 明确 实 如 此 . 

我 们 将 看 到 在 复数 域 中 , 1 恰 有 ?个 不 同 的 4 次 方 根 , 它 
们 可 以 用 单位 圆 的 一 个 内 接 正 7 边 形 的 顶点 来 表示 , 一 1 
是 其 中 之 一 ， 这 一 点 从 图 25 几乎 立刻 就 看 清楚 了 ( 画 的 是 
?一 12 的 情形 )。 多 边 形 的 第 一 个 顶点 是 1。 下 一 个 是 
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图 25 1 的 12 次 方 根 
0 o 
360 , ,360 (12) 


Q 二 cos 
了 2 


十 1 sin 一 一 ， 
77 


因为 它 的 幅 角 必须 是 周 角 360。 的 = 分 之 一 。 再 下 一 个 顶点 
是 = a 一 ,因为 把 向 量 “旋转 20- 角 ,我 们 就 得 到 它 ， 再 
下 一 个 是 o, 等 等 。 第” 步 后 , 我 们 最 终 回 到 顶点 1, 即 我 们 
有 


oa 一 1 。 
这 也 可 以 由 公式 (11) 导 出 ,因为 


oo O\n 
(ee 到 十 z sin 2 ) = cos360° 十 zsin3609 
了 2 了 2 


一 1 十 0 
可 见 wt 一 @ 是 方程 x? = 1 的 一 个 根 。 对 下 一 个 顶点 o 一 
220_ -H isin 220-， 同 样 为 真 ,这 一 点 由 


了 2 了 2 


COS 
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《ao2?)2 人 CGI22 i 《ca 二 1 a Ls 


(o2)” = cos ( 。 2 十 zsin ( 。 0) 
一 cos720° + jsin720° 一 1+0i=1 
可 以 看 出 。 用 同样 的 方法 ,我 们 看 到 所 有 这 7 个 数 


n—1l 


1l, oe, 0 0 0 
都 是 .1 的 4 次 方 根 ， 这 指数 序列 再 往 后 ,或 利用 负 指 数 ,都 不 
会 产生 新 的 根 。 因为 o7! 一 二 一 入 一 or 而 er 一 1, oo 
二 a” .0 一 10 一 0, 等 等 ,从 而 只 是 简单 重复 以 前 的 值 ， 可 
以 说 明 没 有 其 它 的 = 次 方 根 ,这 一 点 留 给 读者 作 练 习 ， 
如 果 ## 是 偶数 ， 则 * 边 形 有 一 个 顶点 在 点 一 1 处 ， 这 同 
一 1 是 1 的 =” 次 方 根 这 个 代数 事实 相符 。 
1 的 ”次 方 根 所 满足 的 方程 
xz 一 [一 0 (13) 
是 4 次 的 , 但 它 容易 化 为 一 个 (2 一 1D) 次 的 方程 。 我 们 利用 
代数 公式 
x —1=(+— 1)(r 十 xp 
十 xz? 3 十 .… 十 1), 
由 于 两 个 数 的 积 为 零 必须 而 且 只 人 须 其 中 一 个 数 是 零 ,所 以 (14) 
的 左边 为 零 仅 当 右边 两 个 因子 中 有 一 个 为 零 ， 即 或 者 + 二 1， 
或 者 等 式 
0 (15) 
成 立 。 这 时 这 个 方程 必然 为 e, w，…， or”! 这些 根 所 满足 ， 
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(14) 


它 称 为 分 圆 ( 圆 的 分 割 ) 方 程 。 例 如 1 的 三 次 复 根 


wu 一 cos120° + isin120o 一 到 (—1+iV3), 
0 = cos240° + isin240° = 二 (一 1 一 A 3 )， 


是 方程 
2 十 zx 十 1 一 0 


的 根 ,读者 通过 直接 代入 容易 看 出 这 一 点 ， 同 样 地 , 1 的 五 次 
方 根 , 除 1 本 身 外 ,都 满足 方程 

x+ 十 妇 十 2 十 x 十 1 一 0 (16) 
为 了 作 一 个 正 五 边 形 , 我 们 必须 解 这 个 四 次 方程 。 通过 简单 
的 代数 方法 ,可 以 把 它 化 为 量 o 一 * 十 工 的 二 次 方程 我们 
用 x 去 除 (16) 而 且 将 各 项 重新 排列 ,得 

2 十 工 十 zx 十 工 十 1 一 0， 
x :4 
由 于 {z* 十 二 ) = 局 十 六 十 2 我 们 得 到 方 各 
2 十 wo 一 1 一 0. 

由 第 一 小 节 公式 (7) 得 知 ,这 方程 有 根 


Bd 
2 2 


因此 , 1 的 五 次 复 根 是 下 列 两 个 二 次 方程 的 根 ， 


xz 十 二 一 四 或 i 
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让 0 或 m+ (+tV5)r+1l~0. 
i 


读者 利用 上 面 已 经 用 过 的 公式 可 以 解 出 它们 。 
习题 : 1) 求 1 的 六 次 方 根 . 
2) 求 (1 + 让" 
3) 求 出 V1TT7， 7 一 MT，M 一 的 所 有 不 同 
值 
4) 计算 序 ( 扩 一 站) 


*4. 代数 基本 定理 


不 仅 每 一 个 形 如 axw? 十 bx 十 c 一 0 或 形 如 x" 一 1 一 0 
的 方程 在 复数 域 中 是 可 解 的 ， 而 且 下 述 事 实 也 成 立 : 每 一 个 


带 有 实 或 复 系数 的 任意 7 次 代数 方程 
f(x%) = x + Arix" 十 An2r" 7 
十 … .十 id 十 ao 一 0， (17) 


在 复数 域 中 有 人 解 .对 三 次 、 四 次 方程 来 说 ,这 个 结论 是 在 十 六 
世纪 由 塔 尔 塔 利 亚 《Tartaglia)、 卡 尔 坦 (Cardan) 和 其 它 一 
些 人 得 出 的 ,他 们 用 本 质 上 类 似 于 二 次 方程 的 求解 公式 (虽然 
远 为 复杂 ) 来 解 这 样 的 方程 ， 对 于 五 次 和 更 高 次 的 一 般 方程 ， 
进行 了 几乎 二 百年 的 深入 研究 ， 然 而 用 同样 方法 求解 的 所 有 
努力 都 失败 了 。 年 轻 的 高 斯 在 他 的 博士 论文 中 (1799 年 ) 成 
功 地 给 出 了 解 的 存在 的 第 一 个 完整 的 证 明 时 ， 这 是 一 个 巨大 
的 成 就 ， 尽 管 把 用 有 理 算式 和 根 式 来 表示 小 于 五 次 的 方程 的 
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解 的 经 典 公式 加 以 推广 的 问题 ,在 当时 仍然 没有 得 到 解答 ( 见 
第 161 页 ). 
高 斯 的 定理 断言 ,对 于 任何 一 个 形 如 (17) 的 代数 方程 ,其 
中 ”是 一 正 整数 ,而 这 些 4 是 任意 实数 或 复数 ,至 少 存在 一 复 
数 wc 一 c 十 必 使 
f(e) 一 0， 
数 w 称 为 方程 (17) 的 一 个 根 .在 第 345 页 将 给 出 这 个 定理 
的 一 个 证 明 。 现在 假定 它 成 立 , 则 我 们 能 够 证 明 人 所 共 知 的 
代数 基本 定理 ( 称 它 为 复数 系 的 基本 定理 更 为 合适 ): 每 一 个 
7 次 多 项 式 
fx) 二 x? 十 4r_ix”! 十 "…* 十 Qix 十 qo0， (18) 
可 以 恰好 分 解 为 + 个 因 式 的 乘积 
fx) = (+ — oi) (x — 0) (x — 0), (19) 
其 中 m, oa, mm,，.……:o 是 复数 ， 是 方程 f(x) 一 0 的 根 。 我 们 
举 一 个 例子 来 说 明 这 个 定理 ,多 项 式 x 一 1 可 以 分 解 为 
fx) = (x — D(x—i(r+i(r + 1). 
这 些 0 是 方程 f(x) = 0 的 根 , 这 一 点 从 因 式 分 解 (19) 来 看 是 
显然 的 ,因为 对 * 一 0,, f(*) 的 一 个 因子 等 于 零 , 从 而 f(x) 本 
身 等 于 零 . 
在 某 些 情形 ,一 个 = 次 多 项 式 f(x) 的 因子 (x 一 0), (x 一 
om)，.… 不 是 各 各 不 同 的 ,例如 
fxz) 一 妇 一 2x 十 1 一 (一 1)(x 一 1)， 
只 有 一 个 根 x 一 1, 它 “ 算 作 两 次 ”或 者 说 是 “二 重 的 ”。 在任 
何 情况 下 ,一 个 4 次 多 项 式 的 不 同 因子 不 能 多 于 ”个 ,而 相应 
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的 方程 的 根 不 能 多 于 个. 
为 证 明 因 式 分 解 定理 ,我 们 再 次 用 代数 等 式 
Xt— ot (x— 0)(xrt!t ert ?+ wrt 
十 … 十 etx 十 ok !)， (20) 
对 = 1 来 说 , 它 就 是 等 比 级 数 公式 。 由 于 我 们 假定 高 斯 定 
理 是 对 的 ,我 们 可 以 假设 c 一 w 是 方程 (17) 的 一 个 根 , 所 以 有 
fa) =o07 a0! aan 二 
十 aiol 十 ao 一 0. 
从 f(x) 让 减 去 它 并 将 各 项 重新 排列 ,我 们 得 到 等 式 ;: 
{Cx) = f(x) — fm) = (x — of) 
十 ai(xza 10!)+ .+alr—o). (21) 
现在 ,由 (20), 我 们 能 从 (21) 的 每 一 项 中 提出 因子 (* 一 0)， 
使 得 每 一 项 剩 下 的 因子 的 次 数 都 降 一 次 。 因此 , 将 各 项 重新 
排列 ,我 们 得 到 ， 
f(*) 一 (* — or)g(*), 
这 里 g(x) 是 4 一 1 次 多 项 式 ， 
g(x) = x* 1 十 bizx" 十 十 DOx 十 加 
(对 我 们 的 目的 来 说 ， 完 全 无 需 计 算 系数 b4. ) 现在 我 们 可 以 
对 g(x) 施 以 同样 的 办 法 , 根据 高 斯 定理 , 存在 方程 g(x) 一 0 
的 一 个 根 w， 使 得 
~ g(x) — (x — oa) h(x), 
这 里 h(x) 是 一 个 ”一 2 次 多 项 式 。 用 同样 的 方式 一 共 进 行 
7 一 1 次 (当然 这 旬 话 仅仅 是 用 数学 归纳 法 进行 论证 的 代用 
语 ), 我 们 最 后 得 到 完全 的 分 解 | 
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fx) 一 (xz 一 w)(z 一 o)(z 一 四) (zx 一 ao) (22) 

从 (22) 得 知 ,不 仅 复 数 mw, o%， …， ov 是 方程 (17) 的 根 ， 
而 且 它 再 没有 其 它 的 根 ,因为 如 果 y 是 方程 (17) 的 一 个 根 , 则 
由 (22) 有 | 

D000 0) = 0. 

我 们 从 第 130 页 已 经 看 到 ， 复 数 的 乘积 等 于 零 必须 而 且 只 须 
其 中 一 个 因子 等 于 零 。 因此 必 有 一 个 因子 (y 一 %) 等 于 零 ， 
即 y 必须 等 于 w， 这 正 是 要 证 明 的 。 


“6 代数 数 和 超越 数 
1. 定义 和 存在 性 


任意 一 个 数 *, 不 论 是 实数 还 是 复数 ,如 果 满 足 某 个 形 如 
laXz 十 Up_iXz 十 .… 十 ad 十 ao 一 0 
(n 宇 1, a, < 0) (1) 
的 代数 方程 , 其 中 mw 是 整数 , 这 个 数 就 是 一 个 代数 数 ， 例 如 
V 2 是 一 个 代数 数 ,因为 它 满足 方程 
+ 一 2 二 0. 

类 似 地 ,一 个 三 次 ,四 次 、 五 次 或 任意 高 次 的 整 系数 方程 的 任 
意 一 个 根 是 代数 数 ， 不 论 这 个 根 能 否 用 根 式 表示 。 代 数 数 的 
概念 是 有 理 数 的 自然 推广 ,有 理 数 就 是 4 一 1 时 的 特殊 情况 . 
并 不 是 每 个 实数 都 是 代数 数 ， 康 托 证 明了 ， 全 体 代数 数 

是 可 数 的 ,又 因为 实数 是 不 可 数 的 ,因此 必定 存在 不 是 代数 数 
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的 实数 . 

说 明代 数 数 的 集合 为 可 数 的 方法 如 下 : 对 每 一 个 形 如 
(1) 的 方程 ,指定 正 整 数 

4 一 la 十 le 十 … 十 la 十 la 十 2 

为 它 的 “高 ?。 对 每 一 个 圈定 的 值 仅 有 有 限 个 形 如 (1) 的 方 
程 的 高 为 4. 这 些 方程 中 的 每 一 个 至 多 有 ” 个 不 同 的 根 , 因 此 
高 为 的 方程 只 能 有 有 限 个 代数 数 。 我 们 能 把 所 有 代数 数 排 - 
成 一 个 序列 ,开始 是 那些 高 为 1 的 , 然后 取 高 为 2 的 , 等 等 。 

有 了 代数 数 是 可 数 的 这 一 证 明 ， 就 保证 了 不 是 代数 数 的 
实数 是 存在 的 ,这 样 的 数 称 为 超越 数 , 因 为 ,正如 欧 拉 所 说 的 ， 
它们 “超越 了 代数 方法 的 能 力 之 外 ”. 

康 托 关 于 超越 数 存在 的 证 明 , 很 难说 是 构造 性 的 。 在 理 
论 上 ,把 代数 方程 的 根 的 十 进位 小 数 表达 式 列 成 表 , 对 它 采用 
康 托 的 对 角 线 方法 , 就 可 以 构造 一 个 超越 数 。 但 是 这 个 方法 
是 很 不 实际 的 ,以 致 我 们 不 论 用 十 进 制 或 者 其 它 形式 的 小 数 ， 
都 无 法 把 那个 数 的 表达 式 真正 写 出 来 ， 况 且 关 于 超越 数 ， 人 
们 最 感 兴趣 的 问题 是 证 明 某 些 特定 的 数 ,例如 x 和 。, 确实 是 
超越 数 (x 和 <。 将 在 第 384 页 和 第 381 页 加 以 定义 )， 


**2. 柳 维 尔 定理 和 超越 数 的 构造 ， 


柳 维 尔 〈J，Liouville，1809 一 1882) 在 康 托 之 前 给 出 了 
一 个 关于 超越 数 存在 的 证 明 ， 柳 维尔 的 证 明 实际 上 是 可 以 造 
出 这 样 的 数 来 的 。 与 康 托 的 证 明 相 比 ， 有 些 地 方 它 是 更 困难 
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的 ,而 且 , 同 仅仅 是 存在 性 的 证 明 来 比较 的 话 ， 它 算 最 构造 性 
”的 了 。 这 里 给 出 的 证 明 仅 仅 是 针对 那些 程度 较 高 的 读者 的 ， 
虽然 并 不 需要 用 到 中 学 数学 以 外 的 知识 ， 
” 柳 维尔 说 明了 无 理 代数 数 是 那些 不 能 用 有 理 数 以 很 高 的 
精确 度 来 逼近 的 数 ,除非 用 以 逼近 的 分 数 的 分 母 很 大 。 
假设 数 z 满足 整 系数 代数 方程 
fx) 一 ao 十 pt 十 0at 十 … 十 aox” 一 

(as 关 0)， (2) 
但 不 满足 次 数 更 低 的 整 系数 方程 ， 这 时 就 称 z 为 一 个 次 代 
数 数 。 例 如 V 2 是 一 个 二 次 代数 数 ， 因 为 它 满足 方程 * 一 2 
一 0, 而 不 满足 一 次 方程 ; z 一 Y 2 是 三 次 的 ,因为 它 满足 方 
程 * 一 2 二 0, 而 在 第 三 章 我 们 将 看 到 它 不 满足 次 数 更 低 的 
方程 。 任何 次 数 为 # > 1 的 代数 数 不 可 能 是 有 理 数 , 因为 有 
理 数 万 满足 一 次 方程 9 一 一 0， 现在 每 一 个 无 理 数 * 都 
能 以 我 们 所 希望 的 任何 精确 度 用 一 个 有 理 数 通 近 ;这 意味 着 ， 
我 们 能 找 出 一 系列 分 母 越 来 越 大 的 有 理 数列 


A 
3 3 
d1 4 


3 


使 


be > 


gr 
柳 维 尔 定理 断言 ,对 次 数 为 > > 1 的 任意 代数 数 z, 这 样 一 个 


到 近 ,其 精确 度 必 然 达 不 到 -zs ， 即 不 等 式 
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:一 上 > 去 ， (3) 
2 a 
对 充分 大 的 分 母 9, 必然 成 立 。 
现在 我 们 来 证 明 这 个 定理 。 但是， 我们 首先 要 说 明 如 何 
应 用 这 个 定理 来 构造 超越 数 。 我 们 取 数 
一 上 10 十 av。 10-2 十 av，10-3 十 …。 
+ am* 10- 十 an 10-mtD! + +. 
一 0.aa000a;00000000000000000a40000000， 
(关于 符号 4 的 定义 见 第 30 页 )， 这 里 必 是 从 1 到 9 的 任 
意 数码 (例如 ,我 们 可 以 取 所 有 a; 都 等 于 1)。 这 样 一 个 数 ,其 
特点 是 由 单个 的 非 零 数码 隔 开 着 的 一 串 数目 增长 很 快 的 零 . 
在 z 的 展 式 中 若 只 取 到 sw . 10-”! 这 一 项 为 止 ， 我 们 把 这 样 
取 的 有 限 十 进位 小 数 记 为 sw， 则 
lz 一 zn| < 10.10-m+tD, (4) 
假设 = 是 ”次 代数 数 , 则 在 (3) 中 令 志 一 sm 一 76%7， 推 出 
对 充分 大 的 加 有 


|z— xm| > 


1 _. 
1 0*+im! 


把 此 式 和 (4) 合 在 一 起 ,我 们 有 


1 10 1 
1 0‘2tDmi 10Cz+Di 10mtD1-1 < 


所 以 (x 十 Dm! > 《m 十 1D)1 一 1 对 充分 大 的 ?成 立 ， 但 此 
式 对 于 大 于 # 的 任意 * 值 都 是 不 对 的 《对 此 读者 应 详细 加 以 
证 明 )。 这样 ,就 产生 了 了 矛盾， 因此 z 是 超越 数 ， 
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剩 下 的 问题 是 证 明 柳 维尔 定理 。 候 设 > 是 一 个 满足 (1) 
的 次 数 为 # > 1 的 代数 数 ,使 得 
1(z) = 0, (5) 
设 zm 一 名 为 一 有 理 数 序列 且 zm 一 z, 则 


m 


f(zm) 二 f(zm) ey f(z) ss ai(Zm es z) 
十 Q(z3 一 2) 十 :十 an(2% 一 2), 


用 (zw 一 *) 除 这 等 式 的 两 边 , 再 利用 代数 公式 


WU” 一 2 > 上 二 二 
一 WH? 1 十 zi 2y 十 zf2 3g2 
Xi 一 乡 


十 .…，。 十 uv 十 Vs 
我 们 得 到 
f(zm) = q+ qsn tt 2) + as(z2, + gm + 2’) 


十 十 ai(2z% 1! 十 … 十 2 !)。 (6) 
由 于 zw 趋向 于 极限 z, 则 对 充分 大 的 mw， 它 和 * 的 差 将 小 于 
1. 因此 对 充分 大 的 mw, 我 们 能 写 出 如 下 的 粗略 估计 : 


fzm)_ <lalt+2|el(lzs| + 1) + 3|al(lz|+1)’ 


儿 太 < 


二 …* Tzlal(lzl 十 1 一 M， (7) 
M 是 一 个 固定 数 ， 因 为 在 我 们 的 推理 中 x 是 男 定 的 。 如 果 我 


们 现在 把 加 取得 如 此 之 大 , 使 得 zm 一 -如 中 的 分 母 9w 大 于 
M, 则 


es 1 We (8) 
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为 简洁 起 见 ,我 们 用 表示 加，4 表示 gm, 则 有 
Ha 一 | 十 age 二 二 | 0) 
2 

现在 , 有 理 数 zw 一 的 不 可 能 是 f(x) = 0 的 根 , 因为 如 果 它 
是 的 话 ,我 们 就 能 从 f(x) 中 消去 因子 (x 一 am)， 这 时 = 将 满 
足 一 个 次 数 低 于 4 的 方程 。 因 此 有 f(z%) 闪 0。 但 (9) 的 右 
端的 分 子 是 一 个 整数 , 所 以 它 至 少 必须 等 于 1。 因 而 从 (8) 和 
(9), 我 们 有 


lz 一 znl > 二 -二 一 上 (10) 
4 gq 入 
定理 得 证 .. 

近 几 十 年 间 ， 研 究 用 有 理 数 和 逼近 代数 数 的 可 能 性 的 问题 
有 了 更 进一步 的 发 展 。 例 如 ， 挪 威 数学 家 图 埃 (A. Thue) 
(1863 一 1922) 证 明了 在 柳 维 尔 不 等 式 (3) 中 指数 > 二 1 可 以 


用 (三 ) + 1 代替 后 来 西 格 尔 (C, L，Siegd) 给 出 了 一 个 


更 强 的 结果 ,对 充分 大 的 = 来 说 ,对 指数 2 V >” ,不 等 式 成 立 。 

超越 数 的 问题 向 来 是 使 数学 家 着 迷 的 。 但 直到 最 近 ， 那 
些 本 身 很 有 趣 的 数 中 ,只 有 很 少儿 个 能 被 证 明 是 超越 数 .在 
第 三 章 我 们 将 讨论 = 的 超越 性 质 ， 由 此 导出 用 圆规 和 直 尺 作 
一 个 面积 等 于 圆 的 正方 形 是 不 可 能 的 . ) 1900 年 ,在 巴黎 的 国 
际 数学 会 上 , 希 尔 伯 特 在 一 个 著名 的 演讲 中 ,提出 了 二 十 三 个 
数学 问题 ， 它 们 都 是 易于 叙述 的 ， 有 些 用 初等 和 普通 的 语言 
就 可 以 叙述 ， 但 是 都 还 没有 得 到 解决 。 而 且 看 来 用 当时 已 有 
的 数学 方法 一 时 还 无 法 接近 它们 .这 些 “ 希 尔 伯 特 问题 ”为 后 
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期 数学 的 发 展 提出 了 挑战 。 到 目前 为 止 , 这 些 问 题 几 乎 全 都 
解决 了 ， 而 且 它 们 的 解决 往往 意味 着 数学 在 观点 上 和 一 般 方 
法 上 获得 了 一 定 的 进步 。 其 中 有 一 个 似乎 是 最 没有 希望 的 问 
题 ,就 是 要 证 明 


va? 


是 超越 数 ,或 甚至 于 只 要 证 明 它 是 无 理 数 。 几 乎 三 十 年 内 , 稍 


” 微 有 一 点 可 望 攻克 这 问题 的 想法 都 不 存在 。 终 于 ， 西 格 尔 和 


年 轻 的 苏联 人 盖 尔 芳 特 〈A，Gelfond) 独立 地 发 现 了 一 些 新 
方法 来 证 明 数 学 上 许多 重要 的 数 的 超越 性 质 ， 其 中 包括 希 尔 


伯 特 数 2 和 更 为 一 般 的 任意 数 ws， 这 里 “是 0 和 1 以 外 
的 代数 数 ,而 上 是 任意 无 理 代数 数 。 
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由 对 象 组 成 的 类 或 集 的 概念 是 数学 中 最 基本 的 概念 之 
一 。 集 是 用 任意 一 种 性 质 或 属性 2 来 定义 的 ， 这 种 属性 对 
我 们 所 考虑 的 每 个 对 象 来 说 ,或 者 具备 ,或 者 不 具备 ， 二 者 必 
居 其 一 . 具备 这 个 性 质 的 对 象形 成 了 一 个 相应 的 集 4. 例如 ， 
我 们 若 考 虑 整数 ,而 性 质 2 指 的 是 素数 , 则 相应 的 集 4 是 全 
体 素 数 集 2, 3, 5, 7，………. 
集 的 数学 研究 是 基于 这 样 的 事实 : 一 些 集 通过 某 些 运算 
可 以 形成 另外 的 集 ， 如 同 数 可 以 通过 加 法 和 乘法 形成 另外 的 
数 一 样 。 关 于 集 的 运算 的 研究 形成 了 “集合 代数 ”, 它 和 数 的 
代数 在 形式 上 有 许多 相似 之 处 , 同时 也 有 所 不 同 。 代数 方法 
能 用 于 研究 像 集 这 样 的 非 数 值 对 象 ， 这 个 事实 说 明了 现代 数 
学 的 概念 具有 很 大 的 普遍 性 . 近 些 年 来 ， 已 清楚 地 显示 了 集 
合 代数 能 用 以 阐明 象 测度 论 、 概 率 论 这 样 的 许多 数学 分 支 ; 它 
也 有 助 于 系统 地 把 数学 概念 归结 到 它们 的 逻辑 基础 上 , 
下 面 , 工 表示 具有 任意 性 质 的 对 象 的 一 个 固定 集 , 称 为 全 
集 或 论述 总 体 , 而 用 4, B,C,*…… 表示 工 的 任意 子 集 。 如 果 
I 表示 所 有 整数 组 成 的 集 , 4 可 以 表示 所 有 偶数 组 成 的 集 , B 
表示 所 有 奇数 组 成 的 集 , C 表示 全 体 素数 之 集 , 等 等 。 或 者 ， 
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了 可 以 表示 一 个 固定 平面 上 所 有 点 的 集 ，4 表示 这 平面 上 某 
个 圆 内 的 所 有 点 的 集 ，B 表示 这 平面 上 另外 某 个 贺 内 的 所 有 
点 的 集 ， 等 等 。 为 方便 起 见 ， 我 们 把 集 工 本 身 和 不 包含 任何 
对 象 的 “ 空 集 ”0 也 作为 工 的 “ 子 集 *. 这 个 人 为 的 推广 , 其 目 
的 是 为 了 保持 这 样 的 规则 , 即 对 每 一 个 性 质 2 , 对 应 着 工 的 
一 个 子 集 4, 使 4 的 所 有 对 象 都 具备 这 个 性 质 ， 如 果 人 U 是 
某 个 普遍 成 立 的 性 质 , 例 如 ,人 们 用 一 个 显然 的 等 式 + 一 * 来 
确定 的 性 质 ,相应 的 了 的 子 集 将 是 了 本 身 ,因为 每 一 个 对 象 都 
满足 这 个 等 式 。 如 果 2 是 某 个 自 相 矛 盾 的 性 质 , 如 x 关 r， 
相应 的 子 集 将 不 包含 任何 对 象 , 可 以 用 符号 2 来 表示 ， 

如 果 集 4 的 对 象 没 有 不 属于 集 8 的 ， 就 称 集 4 是 集 8 的 
子 集 , 记 作 


ACB 或 B 活 /A 
例如 所 有 10 的 倍数 的 整数 集 4 是 所 有 5 的 倍数 的 整数 集 B 
的 子 集 , 因为 每 一 个 10 的 倍数 的 整数 也 是 5 的 倍数 。 4CB 
这 个 论断 并 不 排除 BC4 的 可 能 性 。 如 果 两 个 关系 都 成 立 ， 
我 们 说 集 4 和 集 8 是 相等 的 ,并 写成 
4 一 卫 。 

要 使 这 个 等 式 成 立 , 4 的 每 一 个 对 象 必须 是 8 的 一 个 对 象 , 反 
之 亦 然 ,从 而 使 集 4 和 集 了 恰好 包含 着 同样 的 对 象 .。 

关系 式 4CB 与 实数 之 间 的 次 序 关系 4 委 有 许多 类 似 
之 处 ， 特 别 有 以 下 命题 成 立 : 

1) 4C4， | 

2) 若 A4CB 和 且 BCA4, 则 4=B。 
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3) 和 若 4CB 日 BCC, 则 4CcC， 
由 于 这 个 原因 , 我 们 也 称 关系 4CB 为 ”次 序 关系 "。 它 与 数 
的 关系 a 过 的 主要 区 别 在 于 ,对 每 一 对 数 4a 和 b， 关 系 式 
a 过 5 或 5 过 4 至 少 总 有 一 个 成 立 , 对 集合 则 不 然 ， 例 如 , 若 
4 表示 由 整数 1, 2, 3 组 成 的 集 

4 一 {1，2， 3}, 
8 是 整数 2, 3, 4 组 成 的 集 
B= {2, 3, 4}, 

则 既 没 有 4CB, 也 没有 BC4。 由 此 , 我 们 说 关系 式 4CB 
确定 了 集合 之 间 的 一 个 半 序 关系 ， 而 关系 式 a 过 5 确定 了 数 
之 间 的 一 个 全 序 关 系 。 

其 次 ,我 们 可 以 从 关系 式 4C 8 的 定义 得 到 

4) OC4， 对 任 一 集 4 成 立 ， 

5) 4C7， | 
其 中 集 4 是 金 集 7 的 任 一 子 集 . 关系 式 (4) 似 乎 有 些 不 合理 ， 
但 这 是 与 符号 己 的 定义 的 严格 解释 符合 的 。 因 为 只 有 在 空 集 
包含 一 个 不 在 4 中 的 对 象 时 ,命题 0C4 才 不 成 立 ,然而 由 于 
空 集 不 包含 任何 对 象 ,不 论 4 是 什么 集 ,这 事 也 不 可 能 发 生 . 

现在 我 们 要 定义 集 的 两 个 运算 ， 它 们 具备 数 的 普通 加 法 
和 乘法 的 许多 代数 性 质 ， 虽 然 从 概念 上 说 它们 和 这 些 运算 是 
很 不 同 的。 为 此 , 设 4 和 B 为 任意 二 集 ， 4 和 8B 的“ 并” 或“ 逻 
辑 和 ”意味 着 由 所 有 或 者 属于 4 或 者 属于 8 的 对 象 (包括 可 能 
同时 属于 二 者 的 任意 对 象 ) 组 成 的 集 , 我 们 用 4 十 B 表示 。 
4 和 8 的“ 交 ” 或 “逻辑 积 * 意 味 着 仅仅 由 共同 属于 4 和 8 的 那 
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些 对 象 组 成 的 集 ， 我 们 用 符号 4 . B 或 简单 地 用 48B 表示 ， 
为 了 说 明 这 些 运算 ,我 们 可 以 再 次 取 4、B 为 
A={l,2,3}, B= {2,3,4}, 
则 
A+B={1,2,3,4}, AB = {2,3). 

运算 4 十 B 和 48 的 重要 代数 性 质 ,我 们 列举 如 下 。 读 
者 应 在 这 些 运算 的 定义 基础 上 对 它们 加 以 验证 。 

6) A+B=B+A. 7) A4B= BA. 

8) 4+(B+C)=(4+B)+C., 

9) A(BC)= (4B)C. 10) 4 +4=4, 

11) AA4=/A4. 12) A(B+C)= AB+ AC. 

13) 4+ (BC)=(4+ B)(4 + C). 

14) 4+0=A. 15) 41= 4. 

16) 4+1=1. 17) 4:.0= 0 

18) 关系 式 4CB 等 价 于 4 十 B 一 8B，A4B 一 4 两 个 
关系 中 的 任意 一 个 。 

验证 这 些 规律 是 初等 逻辑 的 问题 。 例如 10) 是 说 , 在 4 
中 或 在 4 中 的 那些 对 象 恰好 组 成 4; 而 12) 是 说 , 那些 在 4 
中 , 且 或 在 B 中 或 在 C 中 的 对 象 组 成 的 集 , 与 那些 或 共同 在 4 
和 8B 中 , 或 共同 在 4 和 C 中 的 对 象 组 成 的 集 是 一 样 的 。 在 这 
里 或 其 它 的 讨论 中 所 涉及 的 逻辑 关系 ,可 以 用 表示 集 4,B,C 
的 平面 图 形 来 说 明 ， 但 是 必须 谨慎 地 考虑 到 我 们 所 讨论 的 集 
彼此 之 间 有 不 同 对 象 和 公共 对 象 的 各 种 可 能 情况 . 

读者 会 看 到 规律 6), 7), 8), 9),， 12) 和 熟知 的 代数 交换 
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AB 


图 26 集合 的 并 和 交 


律 \ 结 合 律 ,分 配 律 是 一 致 的 。 因 此 得 知 ， 关 于 数 的 所 有 通常 
的 代数 规律 , 即 交换 律 \ 结 合 律 和 分 配 律 的 各 种 推论 ， 对 集 的 
代数 同样 成 立 。 但 是 规律 10)，11), 13) 在 数 的 运算 中 不 存 
在 类 似 的 性 质 ， 它 使 集合 代数 比 起 数 的 代数 具有 更 简单 的 结 
构 。 例 如 普通 代数 中 的 二 项 式 定理 ， 在 集合 代数 中 就 代 之 以 
等 式 
(4+B)"~=(4+B)(4+B)...(4+ 8B) 
一 4 十 卫 ， 

这 是 11) 的 一 个 推论 。 规 律 14), 15), 17) 表明 , O 和 了 关于 
集 的 并 和 交 的 运算 性 质 十 分 类 似 于 数 0 和 1 关于 普通 加 法 和 
乘法 的 运算 性 质 ， 在 数 的 代数 中 没有 类 似 于 16) 的 规律 。 

在 集 的 代数 中 还 需要 定义 一 个 进一步 的 运算 。 设 4 表示 
全 集 工 的 一 个 子 集 ， 则 4 在 工 中 的 余 集 就 是 由 所 有 在 工 中 而 
不 在 4 中 的 对 象 组 成 的 集 。 我们 用 符号 4' 表示 它 。 因此 如 
打工 是 全 体 自然 数 ，4 是 素数 集 , 则 4' 是 由 1 和合 数 组 成 的 
集 。 在 数 的 代数 中 没有 恰好 类 似 于 4 的 运算 。 它 具 有 如 下 
性 质 ; 
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19) 4 十 4 一 1 20) A44' = 0。 

21) 0’=1. 22) 也 一 0. 23) (4')= A. 

24) 关系 式 4CB 等 价 于 关系 式 BC4 

25) (4 十 万 ) 一 dB 26) (4B)= 4 +B', 
这 些 规律 仍 留 给 读者 去 验证 . . 
”从 D 到 26) 的 规律 形成 了 集合 代数 的 基础 。 它们 在 

下 述 意义 下 具有 引信 注 目的 “对 侦 ” 性 质 ;， 如 时 在 1) 到 26) 

的 任 一 规律 中 ,符号 


CC 和 DD 

O 和 17 

十 和 
处 处 交换 《只 要 它们 出 现 ), 则 其 结果 仍然 是 这 些 规 律 中 的 一 
个 。 例 如 ,规律 6) 变 成 7), 12) 变 成 13), 17) 变 成 16)， 等 
等 。 由 此 得 知 ,对 任意 能 在 规律 1) 到 26) 的 基础 上 得 到 证 明 
的 定理 ,都 相应 存在 另 一 个 ”对偶 ?定理 , 它 通 过 作 上 面 的 交换 
而 得 到 .因为 任何 定理 的 证 明 , 每 一 步 都 通过 连续 应 用 1) 到 
26) 的 某 些 规律 而 实现 ， 因 此 在 每 一 步 都 应 用 对 偶 规 律 将 给 
出 其 对 偶 定 理 的 证 明 . (第 四 章 提 到 了 几何 中 一 个 类 似 的 对 
偶 性 .) 


2. 在 数理 逻辑 中 的 应 用 


验证 集 代数 规律 要 依赖 于 对 关系 式 4CB 和 运算 4 十 
B, 48B, 4 的 逻辑 意义 的 分 析 。 现 在 我 们 能 够 把 这 过 程 倒转 
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过 来 ,用 规律 1) 到 26) 作为 一 个 “逻辑 代数 ”的 基础 ， 更 确切 
地 说 ,与 集合 (或 等 价 地 说 ,与 对 象 的 性 质 或 属性 ) 有 关 的 那 部 
分 逻辑 可 以 归结 为 基于 1) 至 26) 的 一 个 形式 代数 系统 。 逮 
辑 的 “论述 总 体 ”确定 一 个 集合 1; 对 象 的 每 一 个 性 质 或 属性 
2 确定 7 中 具有 这 种 属性 的 所 有 对 象 所 组 成 的 集 4。 把 普 
通 有 逻辑 术语 翻译 成 集合 语言 的 规则 可 以 用 下 述 例 子 来 说 明 : 


“或 4 或 B” 4 十 孔 。 
“ 既 4 又 B” AB. 
“ 非 4” 4 
“ 既 非 4 又 非 B” (4 十 B》, 或 等 价 地 4'B'。 
“ 非 既 4 且 B” (48)， 或 等 价 地 4 十 B 
“所 有 4 是 8” 或 “如 果 4， 
则 B” 或 “4 蕴涵 B” ACDB, 
“有 些 4 是 B” | AB ~ 0。 
“没有 4 是 8” 4B3 一 0. 
“有 些 4 不 是 B” 4B' x 0. 
“不 在 在 4” 4=0. 


用 集合 代数 的 术语 ,那么 三 段 论 式 , 即 “ 若 所 有 4 是 B 且 
所 有 8B 是 C, 则 所 有 4 是 C”, 可 简单 地 变 成 

3) 车 4CB 且 BCC， 则 4cc. 
类 似 地 ,“ 予 盾 律 "”， 即 “一 个 对 象 不 能 既 具 有 一 个 属性 又 不 具 
有 这 个 属性 ” ,成 为 

20) 44' = 0。 
而 “ 排 中 律 ”, 即 “一 个 对 象 必须 或 者 具有 一 给 定 的 属性 或 者 不 
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具有 这 个 属性 ”, 变 成 

19) 4 十 4 一 了 
因此 能 用 符号 ,十 ,* ,” 表 示 的 那 部 分 逻辑 ,可 以 当 作 一 个 
符合 规律 1) 到 26) 的 形式 代数 系统 来 处 理 . 数 学 的 逻辑 分 析 
和 风 辑 的 数学 分 析 的 融合 结果 ,创造 了 一 门 新 的 学 科 ， 数 理 
逻辑 ， 它 现在 正 处 于 迅猛 发 展 的 过 程 中 。 

从 公理 体系 的 观点 来 看 ， 一 个 值得 注意 的 事实 是 ， 命 题 
“1) 到 26) 和 集合 代数 的 所 有 其 它 定理 都 能 从 下 面 三 个 等 式 
推出 : 


A++B=B+A4, 
27) (4+B)+C=A+(B+C) 
(4'+B)+(4+B)= A. 
因此 如 果 把 这 三 个 命题 作为 公理 ， 集 合 代数 就 能 像 欧 几 里 得 
几何 那样 ,构成 一 个 纯粹 演绎 理论 。 这 样 作 之 后 ,运算 4B 和 
次 序 关系 4CB 就 可 以 用 4 十 B 和 4' 来 定义 : 
AB 意味 着 (4' 十 B')'， 
ACB 意味 着 4 十 B= 8B， 

在 满足 集合 代数 的 所 有 形式 规律 的 数学 系统 中 ， 有 一 个 
别具一格 的 例子 , 它 是 由 八 个 数 1,2,3,5,6,10,15,30 给 出 的 。 
这 里 a 十 和 定义 为 <。 和 46 的 最 小 公 倍 数 ，ab 定义 为 a 和。 
的 最 大 公 因子 , aC6 表示 “4 是 的 一 个 因子 ”, 而 a' 表示 数 
过。 由 于 这 样 的 例子 的 存在 , 便 产生 了 研究 满足 规律 27) 的 
一 般 代数 系统 .这 种 系统 称 为 “布尔 代数 ”, 以 纪念 布尔 (Boole) 
(1815 一 1864)， 一 个 英国 的 数学 家 和 他 辑 学 家 ， 他 的 水 辑 车 
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作 “ 上 思想 规律 的 研究 ”(An Investigation of the Laws of Thought) 
在 1854 年 出 版 . 


3. 在 概率 论 中 的 一 个 应 用 


集合 代数 可 以 很 好 地 用 来 描述 概率 论 ， 我 们 只 考虑 最 简单 的 
梢 形 ， 设 想 一 个 有 有 限 个 可 能 结果 的 试验 ， 所 有 的 结果 都 假定 是 
“等 可 能 ”的 。 例 如 , 试验 可 以 是 从 一 付 洗 好 了 的 52 张 牌 中 随机 地 
抽出 一 张 。 如 果 用 7 表示 由 试验 的 可 能 结果 组 成 的 集合 ， 而 4 表 
示 1 的 任意 子 集 , 则 试验 结果 属于 子 集 4 的 概率 定义 为 比值 

,，，、_ 4 中 元 素 个 数 

4 一 了 市 元 素 不 数 
如 果 用 符号 a(4) 表示 任意 集合 4 的 元 素 个 数 ， 则 这 个 定义 可 以 
写成 


_ 
| p(A) 一 rg (1) 


的 形式 .在 我 们 的 例子 中 ， 如 果 4 表示 红 桃 花色 的 子 集 , 则 2(4) 
=13, 2(1) = 52, p(A4) = 工 

当 某 些 集 合 的 概率 为 已 知 ,而 要 求 其 它 集合 的 概率 时 , 就 要 用 
集合 代数 的 思想 来 作 概 率 的 计算 。 例 如 ,， 若 p(4), p(8) 和 pl(48) 
的 值 为 已 知 ,我 们 能 算出 概率 z(4 + B)， 

(A+ B)=p(A4) + p(B) — p(AB). (2) 

这 证 明 很 简单 ,我 们 有 *(4 十 B) = a(4) + na(B) 一 x(4B), 因为 
4 和 8 的 公共 元 素 ， 即 43 的 元 素 ， 在 和 z(4) + a(8B) 中 算 了 两 
遍 , 因此 必须 从 中 减 去 *(48) 才能 得 到 zx(4 + 3) 的 正确 值 。 用 
z(7) 除 这 等 式 的 每 一 项 ,我 们 得 到 等 式 (2) 

当 我 们 考虑 三 个 子 集 4, B,C 时 ,得 到 一 个 更 有 趣 的 公式 ， 从 
(2) 我 们 有 
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PA+B+C)=p(4+B)+C]=p(4+ 8) 
+ p(C)— pl(4 + B)C]. 
从 上 一 小 节 的 12), 我 们 知道 (4 + 8)C = 4C + BC。 因 此 
p[(4+ B)C] = p(4AC + BC) = p(AC) 
+ p(BC) — p(ABC). 
把 上 (4+ B)C] 的 值 代入 上 面 等 式 , 而 p(4 + 8B) 的 值 由 2) 给 
出 ,我 们 得 到 所 希望 的 公式 
P(A+B+C)=p(4) + p(B) + p(C) 
— P(A4B) — p(AC) — p(BC) + p(ABC), (3) 
作为 一 个 例子 , 我 们 考虑 如 下 试验 。 三 个 数码 1, 2, 3, 以 随 
机 的 次 序 写 下 来 ， 至 少 有 一 个 数码 出 现在 它 本 来 的 位 置 上 的 概率 
是 多 少 ? 用 4 表示 使 数码 1 出 现在 第 一 个 位 置 上 的 所 有 写法 ，B 
表示 数码 2 出 现在 第 二 个 位 置 上 的 所 有 写法 ，c 表示 数码 3 出 现 
在 第 三 个 位 置 上 的 所 有 写法 。 于 是 我 们 要 计算 p(4 + B+ C0)， 
显然 ， 


下 加 _2_1 
p(A) = p(B) = p(C) = a 
因为 当 一 个 数码 在 它 本 来 的 位 置 上 时 ， 其 余 的 数码 有 两 种 可 能 的 
次 序 ,而 三 个 数码 的 所 有 可 能 排列 是 3，2， 1=6 种 。 再 则 
p(AB) = p(AC) = p(BC) = 本 ， 
e480) = 十， 


因为 以 上 每 种 情况 只 能 以 一 种 方式 出 现 , 由 (3) 得 出 
人 


习题 : 求 pC(4 + B + C+ DD) 的 相应 公式 并 应 用 于 四 个 数码 
的 情形 ， 相 应 的 概率 为 =0.6250, 
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关于 ”个子 集 的 并 的 一 般 公式 是 
8 二 二 二 4) 一 4) 一 区 .44) 
2 


1 


十 了 >， P(AiAj;Ag) — “etp(AiA,* dr)。 (4) 


这 里 符号 > ,， 3 > >) 表示 在 集 4:，4:，，…，A 中 


每 次 取 一 个 ,二 个 ,三 个 , …，(2 一 1) 个 的 所 有 可 能 组 合 的 和 。 这 
公式 可 以 用 数学 归纳 法 导出 ,正如 我 们 由 (2) 推 出 (3) 一 样 。 由 (4) 
容易 看 出 ,如 果 # 个 数码 1， 2, 3，…，? 以 随机 次 序 写 出 ， 至 少 有 


一 个 数码 在 它 本 来 的 位 置 上 的 概率 是 
= 1 1 1 1 
mt tt (5) 


2 一 5， 概率 为 
十 一 一 一 一 0.63333。。。 


在 第 八 章 我 们 将 看 到 , 当 = 趋 于 无 穷 时 ,表达 式 


趋 于 极限 二 ， 这 十 进位 小 数 的 前 五 位 是 0.36788。 由 此 由 (5) 
pr = 1 一 5, 得 知 ,> 趋 于 无 穷 时 ， 


pa—>1 一 二 = 0.63212。 
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第 三 章 几何 作 图 数 域 的 代数 
引 言 


在 几何 学 中 , 作 图 问题 是 人 们 喜欢 的 一 个 课题 .只 用 圆规 
和 直 尺 就 可 以 完成 许多 作 图 问题 ,例如 ,读者 记得 中 学 时 学 过 
的 ,二 等 分 一 线段 或 一 个 角 , 过 一 点 作 一 给 定 直线 的 垂 线 ， 作 
圆 内 接 正 六 边 形 ,等 等 。 在 所 有 这 些 问题 中 , 直 尺 仅仅 当 作 一 
直 边 ,一 个 画 直 线 的 工具 ,而 不 能 用 以 测量 或 标示 距离 。 只 限 
于 用 圆规 和 直 尺 的 传统 要 回溯 到 古代 ， 虽 然 着 腊 人 自己 毫 不 
犹豫 地 使 用 其 它 工具 。 

经 典 作 图 问题 中 。 最 有 名 的 一 个 是 所 谓 阿波 罗 尼 斯 
(Apollonious) ( 约 公元 前 200 年 ) 的 切 圆 问题 。 这 个 问题 是 ， 
在 平面 上 给 定 任意 三 个 圆 , 求 作 和 这 三 个 圆 相 切 的 第 四 个 圆 ， 
另外 还 允许 在 这 些 给 定 的 圆 中 ， 有 一 个 或 几 个 退化 为 一 个 点 
或 一 条 直线 (相应 于 半径 为 零 或 “无 穷 大 ”的 “ 圆 ")。， 例如 ， 
可 以 求 作 一 个 圆 过 一 给 定点 和 给 定 的 两 条 直线 相 切 。 这 些 . 
特殊 情形 是 比较 容易 处 理 的 ， 而 一 般 问题 考虑 起 来 就 有 些 困 
难 . 

在 所 有 作 图 问题 中 ， 最 有 趣 的 大 概 是 用 圆规 和 直 尺 作 一 
个 正 = 边 形 。 对 的 某 些 值 , 例如 4 一 3, 4, 5, 6, 其 解法 在 
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古代 就 知道 了 ,而 且 现在 它们 成 了 中 学 几何 的 一 个 重要 部 分 ， 
已 经 证 明正 七 边 形 (x 一 7) 的 作 图 是 不 可 能 的 。 另 外 还 有 三 
个 经 典 希 腊 问 题 ,人 们 一 直 徒 劳 地 寻求 它们 的 解 ,这 是 指 : 三 
等 分 任意 一 给 定 角 , 倍 立方 体 ( 即 求 一 立方 体 的 边 长 , 使 它 的 
体积 二 倍 于 一 边 长 给 定 的 立方 体 的 体积 ), 化 加 为 方 ( 即 求 作 
一 正方 形 ,使 它 与 一 给 定 贺 有 相同 的 面积 )。 在 所 有 这 些 问 题 
中 ,只 允许 用 圆规 和 直 尺 . 

历时 着 干 世纪 ,人 们 毫 无 所 获 地 寻求 着 这 些 问题 的 解法 ， 
后 来 逐渐 怀疑 这 些 问题 可 能 根本 就 不 可 解 ， 这 种 不 可 解 问 
题 ， 在 数学 上 引起 了 一 个 极 重要 而 有 价值 的 发 展 ， 数 学 家 面 
临 着 这 样 的 挑战 ， 怎 样 才能 证 明 某 种 问题 是 不 可 解 的 ? 

在 代数 中 ， 解 五 次 和 更 高 次 方程 的 问题 引出 了 这 种 新 的 
思想 方法 。 在 十 六 世纪 ， 数 学 家 就 已 经 知道 三 次 和 四 次 代数 
方程 能 用 一 个 类 位 于 解 二 次 方程 的 初等 方法 来 解 。 所 有 这 些 
方法 都 有 下 述 共同 特点 : 方程 的 解 或 “ 根 *， 可 以 写成 一 个 代 
数 表 达 式 ， 这 个 代数 表达 式 是 由 方程 的 系数 通过 一 系列 运算 
而 得 到 的 , 其 中 每 一 个 运算 , 或 是 有 理 运算 一 一 加 、 减 、 乘 、 
除 一 一 或 是 开平 方 根 、 立 方 根 、 四 次 方 根 ， 我 们 说 直到 四 次 的 
代数 方程 都 能 “用 根 式 ”来 解 。 利 用 更 高 次 的 方 根 ,把 这 步 双 
推广 到 五 次 和 更 高 次 的 方程 中 去 ,这 似乎 是 再 自然 不 过 的 了 。 
但 是 ， 所 有 这 样 的 尝试 都 失败 了 。 甚 至 十 八 世纪 一 些 杰出 的 
数学 家 也 欺骗 了 他 们 自己 , 自 以 为 找到 了 这 样 的 解法 。 直到 
十 九 世纪 初 ,意大利 的 茹 非 尼 (Ruffini,1762 一 1822) 和 挪威 
的 天 才 阿 贝尔 (N. Abel, 1802 一 1829) 才 表明 了 一 个 在 当时 
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很 革命 的 想法 ， 他 们 证 明了 不 可 能 利用 根 式 的 方法 解 一 般 # 
次 代数 方程 人们 必须 理解 清楚 ， 问 题 并 不 是 任意 ”次 代数 
方程 是 否 有 根 。 这 个 事实 在 1799 年 首先 为 高 斯 在 他 的 博士 
论文 中 所 证 明 。 所 以 关于 一 个 方程 的 根 的 存在 性 问题 是 无 可 
怀疑 的 ， 尤 其 因为 这 些 根 的 值 能 用 适当 的 办 法 以 任意 精确 度 
计算 出 来 .方程 的 数值 解法 的 技巧 当然 是 十 分 重要 的 ,而 且 有 
了 很 高 的 发 展 .但 是 ， 阿 贝尔 和 茹 非 尼 所 说 的 问题 完全 是 另 
一 个 问题 ， 只 用 有 理 运 算 和 根 式 运算 是 否 能 够 求解 ?由 于 要 
求 彻底 搞 清 这 个 问题 ， 促 成 了 由 茹 非 尼 、 阿 贝尔 和 伽 罗 华 
(Galois，1811 一 1832) 开创 的 近世 代数 和 群 论 的 重大 发 展 ，- 
在 代数 的 这 个 研究 方向 中 ， 证 明 某 个 几何 作 图 为 不 可 能 
的 问题 是 其 中 最 简单 的 例子 之 一 。 在 这 一 章 ， 我 们 利用 代数 
的 概念 能 够 证 明 , 只 用 圆规 和 直 尺 三 等 分 角 , 作 正七 边 形 和 倍 
立方 体 是 不 可 能 的 《化 圆 为 方 是 一 个 处 理 起 来 更 加 困难 的 问 
题 , 见 第 191 页 . ) 我 们 的 着 眼 点 将 不 再 是 某 些 作 图 为 不 可 能 
这 样 的 反面 问题 ， 而 是 正面 的 问题 : 怎样 才能 完全 刻 划 出 所 
有 可 作 图 的 问题 的 特性 ? 我 们 回答 了 这 个 问题 之 后 , 说 明 上 
述 问题 不 属于 这 个 范围 就 容易 了 . 
高 斯 在 十 七 岁 时 发 现 了 正 p 边 形 (p 为 素数 ) 可 作 图 的 条 
件 。 当 时 只 对 p 二 3 和 zp 一 5 知道 其 作 图 的 方法 。 高 斯 发 现 
正 p 边 形 可 作 图 必须 而 且 只 须 # 是 一 素 “ 费 尔 玛 数 ” 
p=2”+1. 
前 几 个 费 尔 玛 数 是 3, 5, 17, 65, 257, 65537 ( 见 第 41 页 )， 
年 轻 的 高 斯 被 他 自己 的 发 现 所 激动 ， 以 至 于 立刻 放弃 了 他 打 
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算 成 为 哲学 家 的 念头 ， 而 决心 献身 于 数学 和 它 的 应 用 。 他 经 
常 以 特别 自豪 的 心情 回顾 他 这 第 一 个 伟大 的 功绩 ， 在 他 死 
后 ,在 哥 廷 根 为 他 树立 了 一 个 铜 像 , 铜 像 的 底座 是 正 十 七 边 形 
的 ， 以 此 来 象征 他 的 荣誉 那 是 再 合适 不 过 的 了 . 

处 理 几何 作 图 时 ,我 们 不 应 当 忘 记 ,问题 并 不 是 要 求 以 一 
定 的 精确 度 实际 把 图 画 出 来 ， 而 是 从 理论 上 说 明 只 用 圆规 和 
直 尺 (假设 我 们 的 这 些 仪器 完全 准确 ) 能 否 找 出 画图 的 方法 
来 。 高 斯 所 证 明 的 是 ， 他 的 作 图 从 原理 上 讲 是 能 够 实现 的 。 
他 的 理论 没有 涉及 实际 作 图 的 最 简便 的 方式 ， 以 及 如 何 简化 
与 削减 所 需要 的 步 又 的 方法 。 这 是 一 个 理论 上 不 太 重要 的 问 
题 。 从 实际 的 观点 来 看 ,任何 一 个 作 图 方法 ,其 效果 都 不 如 用 
好 的 半圆 仪 那样 令 人 满意 。 由 于 没有 能 够 正确 理解 几何 作 图 
问题 的 理论 特点 , -又 顽固 地 拒绝 接受 那些 已 经 很 好 确立 的 科 
学 事实 ， 使 得 一 些 人 无 休止 地 一 味 去 寻找 三 等 分 角 和 倍 立方 
体 的 方法 。 对 他 们 当中 那些 能 理解 初等 数学 的 人 来 说 ， 学 习 
这 一 章 是 有 益 的 . 

必须 再 次 强调 ， 我 们 的 几何 作 图 概念 在 某 种 意义 下 似乎 
是 人 为 的 。 圆 规 和 直 尺 上 表 定 是 作 图 的 最 简单 的 工具 ， 但 是 在 
几何 中 从 来 就 没有 只 限于 用 这 些 仪器 ,希腊 数 学 家 很 早 以 前 
就 认识 到 ,如 果 , 比 如 允许 用 直角 三 角 板 的 话 ， 某 些 问题 一 一 
例如 倍 立 方 体 问题 一 一 是 能 够 解决 的 。 同 样 也 容易 造 出 圆规 
以 外 的 仪器 ,用 以 画 棍 贺 \ 双 曲线 和 更 复杂 的 曲线 ， 从 而 大 大 
扩充 了 可 作 图 的 图 形 的 范围 。 但 在 下 几 节 中 ， 我 们 将 坚持 只 
许 用 圆规 和 直 尺 , 仍 采用 这 种 标准 的 几何 作 图 观念 ， 
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I 不 可 能 性 的 证 明和 代数 
$1 基本 几何 作 图 
1. 域 的 构 作 和 开平 方 根 


为 了 建立 我 们 的 一 般 思想 ， 我 们 从 检验 一 些 古 典 作 图 开 
始 。 要 理解 得 更 深刻 ， 关 键 在 于 把 几何 问题 “翻译 ”成 代数 语 
言 ， 任 何 一 个 几何 作 图 问题 都 是 这 种 类 型 的 : 给 定 某 些 线段 
如 ae 5， c，，….， 求 一 个 或 多 个 其 它 线 段 *，》，…'。 任何 一 
个 问题 总 可 以 用 这 种 方式 来 表述 ， 虽 然 初 看 起 来 表面 上 与 此 
很 不 相同 。 我 们 所 求 的 线段 可 以 是 ， 一 个 要 作 图 的 三 角形 的 
边 、 圆 的 半径 、 某 个 点 的 直角 坐标 (例如 见 第 187 页 ) 等 .为 
简单 起 见 ,我 们 假设 只 需求 作 一 个 线段 *. 于 是 几何 作 图 就 妇 
结 为 解 一 个 代数 问题 : 首先 , 我 们 必须 找 出 所 求 的 量 * 和 给 
定 的 量 a, b,c，*…… 之 间 的 关系 (方程 ); 其 次 , 我 们 必须 解 这 
方程 来 求 未 知 量 *; 最 后 , 我 们 必须 确定 , 通过 相应 于 用 圆规 
和 直 尺 来 作 图 的 代数 过 程 能 否 得 到 这 个 问题 的 解 。 解 析 几 何 
的 原理 就 是 在 引进 实数 连续 统 的 基础 上 ， 用 实数 刻 划 几 何 对 
象 的 量 的 特征 ， 它 为 整个 理论 提供 了 基础 ， 

首先 ， 我 们 来 看 相应 于 初等 几何 作 图 的 一 些 最 简单 的 代 
数 运算 ， 如 果 给 定 两 个 长 为 a。 和 bb 的 线段 《用 一 个 给 定 “ 单 
位 ”线段 来 测量 ), 很 容易 作出 a 十 5,4 一 2， ra (这 里 + 是 任 
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意 的 有 理 数 )， > 和 22。 


为 了 作出 “十 上 (图 27), 我 们 画 一 条 直线 ， 在 上 面 用 圆 
规 标 出 距离 04 一 as，4B 一 5 则 08 一 2 十 2。 类 似 地 对 
a 一 4, 我 们 标 出 04 = a, 4B 二 5, 但 这 次 48B 和 04 方 疝 
相反 , 则 08B = 4 一 5p。 为 了 画 34, 我 们 简单 地 作 加 法 a 十 a 
十 z。 同 样 ,我 们 能 作出 zz, 这 里 是 任意 一 个 正 整数 ， 我 们 
用 下 述 办 法 画 = (图 28), 在 一 直线 上 标 出 04 = a, 过 0 
任意 作 第 二 条 直线 , 在 这 直线 上 我 们 标 出 任 一 线段 0C 一 <， 
再 作 0D = jc。 


Lm dr ss .| 
上 一 一 4 一 一 2 一 Ny 


Fo EE 


RAR 6 一- 


4 


图 27 e+ 和 xz 一 5 的 作 图 图 28 子 的 作 图 


N 
B 各 


30 ”ab 的 作 图 


连接 4 和 DD 且 过 C 画 一 直线 平行 于 4D, 交 04 于 B。 三角 
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i 0B_0B_0C_ 1 
形 0BC 和 三 角形 04D 相似 ,因此 有 一 一 5I6oD™ 3? 
即 08 一 和。 用 同样 的 方法 我 们 能 画 出 地， 这 里 4 是 任 - 


正 整 数 。 将 此 作法 施 于 线段 be, 我们 就 能 作出 ra, 这 里 > 一 
为 任意 一 个 有 理 数 。 


为 了 作 。 (图 29), 我 们 在 任意 一 个 角 0 的 两 边 上 标 出 
08 一 6b, 04 一 a, 且 在 0B 上 标 出 0D 一 1, 过 D 作 一 平行 
于 4B 的 直线 交 04 于 C, 则 0C 长 为 图 30 表明 了 a6 
的 作法 ,其 中 4D 是 过 4 平行 于 BC 的 线 ， 

由 这 些 考 虑 得 知 , “有 理 ” 代 数 过 程 一 一 已 知 量 的 加 、 减 、 
乘 、 除 一 一 能 用 几何 作 图 来 实现 ， 从 长 度 为 实数 a, 5, c，*… 
的 任意 给 定 线段 出 发 ,连续 应 用 这 些 简 单 作 图 ,我 们 能 作出 用 
4, b,c，"… 的 有 理 式 ( 即 重复 地 应 用 加 、\ 减 , 乘 , 除 ) 来 表示 的 
任意 量 。 由 a, b,c，*…… 以 这 种 方式 得 到 的 所 有 量 构成 了 一 
个 叫 作 数 域 的 集合 ， 使 得 这 集合 中 两 个 或 多 个 数 经 过 任意 的 
有 理 运算 后 仍然 是 这 个 集合 中 的 一 个 数 。 我 们 回顾 一 下 , 有 
理 数 ,实数 ,复数 都 是 一 个 域 。 对 于 现在 这 种 情形 ， 我 们 称 这 
个 域 是 由 给 定 的 数 a, 5,c，-…… 构成 的 . 

有 决定 性 意义 的 新 作 图 方法 是 求 平方 根 ， 它 使 我 们 超出 
了 刚才 得 到 的 域 ， 如 果 给 定 一 个 线段 “， 则 只 用 圆规 和 直 尺 
能 作出 V <。 在 直线 上 我 们 标 出 04 一 a。 和 4B 一 1 (图 
31). 我 们 以 线段 08 为 直径 画 一 圆 ,而 且 过 4 作 08 的 垂 线 
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交 这 个 圆 于 C。 利用 初等 几何 的 定理 , 即 半 圆 的 圆周 角 是 直 
角 , 我 们 得 知 , 三 角形 0BC 在 C 点 C 


是 一 直角 . 因此 LOCA= LABC, 
直角 三 角形 04C 和 C4B 相似 。 
A 


现在 考虑 几 个 稍 复杂 的 作 图 问题 我们 从 正 十 边 形 开 
始 ， 假 设 在 半径 为 1 的 圆 内 有 一 内 接 正 十 边 形 (图 32), 把 它 


4 


AAA 


图 32 正 十 边 形 


1 


的 边 长 记 为 +。 由 于 它 对 着 一 
个 36° 的 圆心 角 ， 这 三 角形 的 
其 余 二 角 各 为 72"。 因此 和 角 4 
的 平分 线 〈 虚 线 ) 分 三 角形 
04B 为 两 个 等 厅 三 角形 ,每 一 
个 的 腰 长 都 为 <。 这 圆 的 半径 
分 成 两 个 线段 , 长 为 x< 和 1 一 
x*。 由 于 04B 和 较 小 的 等 腰 
三 角形 相似 , 我 们 有 1/* = 


.从 这 比例 我 们 得 到 二 次 方程 ** 十 * 一 1 一 0, 它 的 


解 是 5 一 1 (由 于 这 方程 的 另 一 个 解 是 负 的 ,可 不 必 
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考虑 )， 由 此 可 知 * 能 用 几何 方法 作出 ， 有 了 长 度 *, 现在 我 

们 在 贺 上 标 出 十 个 这 么 长 的 纺 ， 可 以 作成 正 十 边 形 。 在 正 十 

边 形 中 每 隔 一 个 顶点 连接 起 来 可 作成 正 五 边 形 ， 
我 们 也 可 以 把 V5 作为 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 ， 而 不 用 图 

31 的 方法 来 画 V5。 两 个 直角 边 的 边 长 为 1 和 2。 然后 从 V5 

减 去 单位 长 再 二 等 分 ; 即 得 。 

上 一 问题 中 的 比值 08B:48 称 为 黄金 分 割 ， 因 为 着 腊 数 
学 家 认为 矩形 的 两 个 边 取 成 这 个 比值 从 审美 观点 来 看 是 最 好 
的 。 附带 说 一 下 , 它 的 值 大 约 是 1.62. 

在 所 有 这 些 正 多 边 形 中 ， 正 六 边 形 的 作 图 方法 是 最 简单 
的 .我 们 从 一 个 半径 为 + 的 圆 出 发 ， 内 接 于 这 个 圆 的 正六 边 
形 的 边 长 等 于 +。 从 这 个 圆 上 任意 一 点 开始 连续 标 出 长 为 7 

的 弦 直 到 六 个 顶点 都 标 出 来 为 止 ， 即 
能 作出 正六 边 形 ， 

由 正 ” 边 形 我 们 能 得 到 正 2” 边 

形 : 把 # 个 边 的 每 一 个 所 对 应 的 圆 弧 

二 等 分 ， 把 这 些 新 添 的 点 和 原来 的 顶 

点 合 在 一 起 就 得 到 了 所 求 的 正 2” 边 

形 。 因 此 从 圆 的 直径 出 发 〈 看 成 一 个 

“二 边 形 ”), 我 们 能 作 正 4, 8,16,*……， 

2” 边 形 ， 类似 地 ,从 正六 边 形 我 们 能 作 正 12, 24, 48 边 形 等 
等 .从 正 十 边 形 能 作 正 20, 40 边 形 等 等 . 

如 果 用 表示 内 接 于 单位 圆 (半径 为 1 的 圆 ) 的 正 > 边 形 的 边 

长 , 则 正 2# 边 形 的 边 长 是 


as 10608。 


图 33 正六 边 形 


$n 一 V2 一 V4 一 号 
这 可 以 证 明 如 下 : 在 图 34 中 等 于 PE 一 2DC，ssr 等 于 DB 而 


4B 等 于 2。 直角 三 角形 4BD 的 面积 是 由 于 BD .4D 和 于 AB 
。CD 给 出 的 。 因 为 4D = 4B 一 DB ,将 48 = 2, BD = sy 


cD = py sa 代入 ,并 且 令 两 个 面积 表达 式 相 等 ,得 


Sn 一 Son V4 ee 号 或 52 = stn( 4 2 和 


34 
对 >*= 泡 解 这 二 次 方程 再 注意 * 必须 小 于 2， 就 容易 求 出 上 面 
给 出 的 公式 。 ， 
由 这 公式 和 “+ (正方 形 的 边 长 ) 等 于 W 2 这 一 事实 得 知 
2 =YV2 一 V2， ss = V2— V2+ Vi, 

mle 2 VF 等 等 。 
对 > 2， 我 们 得 到 一 般 公 式 

sw ft— Vat Vit +V2, 
它 有 = 一 工 个 平方 根 号 ， 圆 中 正 2 边 形 的 周 长 是 2", 当 x 趋 于 
光 穷 时 ， 正 2" 边 形 趋 于 这 个 圆 。 因 此 2rso* 趋 近 于 这 单位 圆 的 周 
长 ,而 它 按 定义 等 于 2x。 因此 用 mw 代替 = 一 1 并 消去 一 个 因子 2， 
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我 们 就 得 到 x 的 极限 公式 
2” a — V2+4+ V2+ -+ V2 WB m00, 
zm 个 根 号 

习题 : 因为 2”->co ， 作 为 一 个 推论 ,证 明 
V2+ VI Vi 当 zo0。 
一 一 2 个 根 号 一 一 

上 述 所 得 到 的 结果 有 如 下 特点 : 正 2" 边 形 \ 正 5.2” 边 形 
和 正 3.2” 边 形 的 边 , 都 可 以 完全 用 加 减 乘除 和 开平 方 根 的 运 


“3. 阿波 罗 尼 斯 问题 


从 代数 的 观点 来 看 ， 另 一 个 变 得 十 分 简单 的 作 图 问题 是 
已 经 叙述 过 的 有 名 的 阿波 罗 尼 斯 切 圆 问题 .在 这 小 节 , 我 们 没 
有 必要 去 找 一 个 特别 巧妙 的 作 图 方法 .这 里 重要 的 是 ， 在 原 
则 上 这 个 问题 只 用 圆规 和 直 尺 就 能 解决 。 我 们 将 对 其 证 明 给 
予 一 个 简单 说 明 , 而 把 有 关 作 图 的 巧妙 方法 留 到 第 216 页 . 

设 这 三 个 给 定 圆 的 圆心 的 坐标 分 别 为 (ri y1)， (x2, 7)， 
(xs, y)， 相应 的 半径 为 ,rs, rs。 用 (x，y) 和 + 表示 所 求 
圆 的 圆心 和 半径 ， 所 求 圆 与 三 个 给 定 的 圆 相 切 的 条 件 可 以 这 
样 得 到 : 两 个 相 切 的 圆 的 圆心 之 间 的 距离 等 于 它们 半径 之 和 
或 差 ( 视 两 个 圆 是 外 切 还 是 内 切 而 定 )。 由 此 得 到 方程 


(+—x) + (ym) (r+trn)= 0, (1) 
(x 一 £2)? 生 (y Se y2) 一 《7 十 za) 一 0， (2) 
(x x) + (yy)— (ritr) = 0, (3) 
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图 35 阿波 罗 尼 斯 圆 


妇 十 和 妇 一 和 一 2xx 一 27 力 士 2rzr 十 和 好 

十 办 一 ?1 二 0， (1a) 

等 等 .在 这 些 方程 中 按 两 个 圆 外 切 或 内 切 来 选取 正 号 或 负 号 

(图 35). 方程 (1), (2), (3) 是 有 三 个 未 知 数 x,y, ?+ 的 三 个 

二 次 方程 ,而 且 每 个 方程 二 次 项 都 相同 (这 从 展开 式 (1a) 能 

看 到 )， 因 此 用 (1) 减 (2), 我 们 可 得 到 x,y,r 的 一 个 线性 方程 

ax+ by+cr=d, (4) 

其 中 4a 一 2(x; 一 x+) 等 等 ， 类似 地 从 (1) 减 (3) 我 们 得 到 男 一 
个 线性 方程 

ax 十 0 十 c7 一 0 (5) 

解 (4) 和 (5), 得 到 用 + 表示 的 *,y, 然后 代 人 (1), 我 们 得 

到 一 个 + 的 二 次 方程 。 它 可 以 通过 有 理 运算 和 开平 方 根 求解 

《 见 第 128 页 )， 这 方程 一 般 有 两 个 解 ,而 且 只 有 一 个 是 正 的 ， 
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从 方程 求 出 + 后 ,我 们 从 两 个 线性 方程 (4) 和 (5) 得 到 *,y. 
(x,y) 为 圆心 ， 为 半径 的 圆 将 和 给 定 的 三 个 圆 相 切 。 在 整 
个 这 过 程 中 我 们 只 用 了 有 理 运算 和 开平 方 根 ,可 见 r。xr, )》 可 
以 只 用 圆规 和 直 尺 作出 . 

阿波 罗 尼 斯 问题 一 般 有 八 个 解 ,对 应 于 方程 (1),(2),(3) 
中 十 号 、 一 号 的 2 . 2. 2 一 8 种 可 能 组 合 。 这 些 选 择 相应 于 
所 求 的 圆 和 给 定 的 每 一 个 圆 是 内 切 还 是 外 切 。 我 们 的 代数 运 
算 可 能 出 现 x, y，, ， 不 是 实数 的 情形 , 例如 , 如 果 三 个 给 定 的 
圆 是 同心 圆 ,就 属于 这 种 情形 ， 这 时 这 几何 问题 的 解 不 存在 ， 
同样 地 ,我 们 必须 想到 这 解 可 能 会 < 退化 ,例如 这 三 个 圆 退化 
成 同一 条 直线 上 的 三 个 点 的 情形 ， 这 时 阿波 罗 尼 斯 圆 退化 成 
这 条 直线 。 我 们 不 准备 详细 地 讨论 这 些 可 能 性 ， 读 者 如 果 有 
一 些 代数 基础 ,将 能 完成 这 个 分 析 . 


"$2 可 作 图 的 数 和 数 域 
1 一 般 理 论 


我 们 上 面 的 讨论 说 明了 几何 作 图 的 一 般 代 数 背 景 ， 每 一 
个 圆规 直 尺 作 图 都 由 一 系列 步骤 组 成 ， 而 每 一 步骤 是 下 述 作 
法 之 一 : 1) 用 一 条 直线 连接 两 个 点 , 2) 求 两 条 直线 的 交点 ， 
3) 以 一 点 为 中 心 , 定 长 为 半径 画 一 个 圆 , 4) 求 一 个 圆 和 另 一 
个 圆 或 一 条 直线 的 交点 .我 们 所 考虑 的 元 素 ( 点 、 直线 或 圆 ) 
如 果 在 一 开始 就 给 定 了 ， 或 者 在 前 几 步 已 经 作出 来 了 ， 我 们 
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就 认为 它 是 已 知 的 。 为 了 作 理 论 分 析 ， 我 们 可 以 把 整个 作 图 
过 程 归 到 一 个 坐标 系 x,y 中 来 看 ( 见 第 104 页 )， 这 时 给 定 的 
元 素 将 用 x,y 平 面 上 的 点 或 线 来 表示 .如 果 在 开始 时 只 给 定 一 
个 线 眉 ,我 们 可 以 把 它 取 作 单 位 长 , 它 确定 了 点 x 一 1, ?一 0， 
有 时 会 出 现 “ 任 意 ”的 元 素 ， 画 任意 一 条 直线 ,选任 意 一 点 或 
半径 ( 求 线段 的 中 点 时 就 出 现 了 任意 元 素 的 例子 ,我 们 以 线段 
的 每 一 端点 为 圆心 以 任意 长 为 半径 画 两 个 等 圆 。 然后 , 连接 
这 两 个 圆 的 交点 )。 在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 选取 这 些 元 素 为 
有 理 数 ; 即 以 有 理 数 *, ? 为 坐标 的 任意 点 , 以 有 理 数 a, b,c 
为 系数 的 任意 直线 ax + 5y 十 < 一 0, 圆心 具有 有 理 数 坐标 、 
半径 为 有 理 数 的 任意 圆 . 我 们 将 始终 选取 任意 的 有 理 数 的 元 
素 , 如 果 元 素 真 正 是 任意 的 ,这 个 限制 将 不 影响 作 图 的 结果 . 

为 简单 起 见 ， 在 下 面 的 讨论 中 我 们 将 假设 最 初 只 给 定 了 
一 个 元 素 , 即 单位 长 1。 则 按照 $ 1, 我 们 用 圆规 和 直 尺 能 作 
出 由 单位 长 通过 有 理 运算 加 减 乘除 而 得 到 的 所 有 数 ， 即 所 有 
有 理 数 二 ， 这 里 + 和 * 为 整数 . 有 理 数 系 关 于 有 理 运算 是 


5 
“封闭 ”的 , 即 任意 两 个 有 理 数 的 和 、 差 \ 积 \ 商 一 一 除数 永远 不 
能 为 0 一 一 仍然 是 一 个 有 理 数 ， 任何 数 集 ， 如 果 关 于 这 四 种 
有 理 运 算 封闭 , 称 为 一 个 数 域 (第 82 页 ). 
习题 ; 证 明 每 一 个 数 域 至 少 包含 全 体 有 理 数 。 (提示 : 如 果 
a x 0 是 域 5 的 一 个 数 , 则 条 = 1 属于 F, 而 由 1 我 们 通过 有 理 
运算 得 到 任意 的 有 理 数 .) 
从 这 个 单位 出 发 ， 我 们 能 作出 整个 有 理 数 域 ， 因 而 作出 
x,y 平面 上 的 记 有 有 理 点 ( 即 坐 标 为 两 个 有 理 数 的 点 )， 利 用 
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圆规 ,我 们 能 作出 新 的 无 理 数 ,例如 W 2〔 从 第 二 章 $ 2 我 们 
知道 它 不 属于 有 理 数 域 )， 作 出 V 2 后 , 通过 $ 1 的 “有 理 ” 
作 图 ,我 们 能 求 出 所 有 形 如 
a 52 (1) 
的 数 ,这 里 a,& 是 有 理 数 ,因而 它们 是 可 作 图 的 同样 地 , 我 
们 可 以 作出 所 有 形 如 
otbV2 或 (at+b V2 t+d V2) 
c+d V2 
的 数 ,这 里 a b,c， d 是 有 理 数 . 但 是 这 些 数 总 可 以 写成 (1) 
的 形式 ,因为 我 们 有 
a 十 b V2_atb V2.c—d V2 
c+dV2 ci+advV2 < 一 4V2 
。 55 一 26d bc—ad Sa 
C2 一 24’ 下 V2 
~p+gV2, 
这 里 p, 9 是 有 理 数 . (分母 c* 一 2d? 不 可 能 是 零 ， 因 为 如 
果 一 20 一 0, 则 V2 一 塘 , 这 和 V2 是 无 理 数 这 个 事 
实 予 盾 .) 同 样 
(atb V2 td V2)= (ac +2054) 
+ (bect+ad)V2=r+sV2, - ， 
这 里 + 和 * 是 有 理 数 。 因 此 由 W 2 的 作 图 ， 我 们 产生 了 全 
部 形 如 (1) 的 数 集 , 其 中 a, 4 是 任意 有 理 数 ， 
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习题 : 设 2=1+V2,9=2 一 V2I，r= 一 3+WV2， 


pb 2 Ex 2 
把 扩 ，p + 加 (一 如) 于， ，- 过 二 4- 表示 为 (1) 的 形式 ， 


如 上 面 的 讨论 所 表明 的 那样 ,这 些 数 (1) 仍 然 形成 一 个 域 
( 形 如 (1) 的 两 个 数 的 和 与 差 也 是 (1) 的 形式 ,这 是 显然 的 )。 
这 个 域 比 有 理 数 域 大 ， 因 为 有 理 数 域 是 它 的 一 部 分 或 是 它 的 
子 域 ， 但 是 , 它 显然 小 于 全 体 实 数 域 。 让 我 们 称 有 理 数 域 为 
Fu, 形 如 (1) 的 新 数 域 为 Fl， 在 肯定 了 “扩充 的 域 ” F, 中 的 每 
一 个 数 都 是 可 作 图 的 之 后 ， 现 在 我 们 可 以 继续 扩充 作 图 的 范 
围 , 比 如 用 F, 中 的 一 个 数 , 例如 取 丰 一 1 十 V 2 ， 求 它 的 平 
方 根 而 得 到 可 作 图 的 数 
VI+V2 = VE， 
按照 $ 1, 用 它 可 以 得 到 由 所 有 数 
六 十 9 VE (2) 
组 成 的 域 ,如 今 这 里 的 p,q 可 以 是 Pi 中 的 任意 数 , 即 p, 9 形 
如 a 十 bV 2 ,而 ,2 属于 Po, 为 有 理 数 ， 
S 3 工 十 (VR) 
习题 : 把 (VR)， A 
arVYDe-YOVz+ 大 ) 
1+ V2k 
以 上 这 些 数 是 在 假设 最 初 只 给 定 一 个 线段 的 基础 上 作出 的 ， 


如 果 给 定 了 两 个 线段 ， 我 们 可 以 取 其 中 一 个 为 单位 长 。 设 用 此 单 
位 表示 的 另 一 线段 的 长 为 «<, 则 我 们 能 作出 所 有 形 如 


用 (2) 的 形式 表示 出 来 。 
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一 
QnmQ7 十 dm_ 102 十 十 ac 十 ao 


bao 十 Oo 十 十 px 十 bo 
的 数组 成 的 域 6， 其 中 a，…， CR 是 有 理 数 而 m7 是 
任意 正 整 数 。 
习题 : 如 果 给 定 两 个 线段 长 是 1 和 “， 给 出 1 二 “十 “， 


L 二“ ，o 的 实际 作 图 方法 . 


现在 ,更 一 般 地 假设 我 们 可 以 作出 某 个 数 域 的 所 有 数 ， 
下 面 要 说 明 只 用 直 尺 决 不 能 使 我 们 超出 域 了 的 范围 ,经 过 以 
域 下 中 的 数 a，b1 和 a, 6 为 坐标 的 两 个 点 的 直线 的 方程 是 
(Bi 一 Ba)x 十 (42 一 a)y 十 (abs 一 ob) 一 0( 见 第 645 页 ). 
它 的 系数 是 由 中 的 数 作成 的 有 理 式 ,因此 按照 域 的 定义 , 它 
们 本 身 也 在 下 中 .另外 ,如 果 我 们 有 两 条 以 下 中 的 数 为 系数 的 
直线 ax 十 py 7Y 一 0 和 oxr 十 6 十 六 一 0， 那 未 , 解 这 两 


个 联 立 方程, 就 得 到 它们 的 交点 的 坐标 * 一 二 个，) 一 


2 由 于 它们 都 是 中 的 数 , 显然 , 只 用 直 尺 不 能 使 
我 们 超出 域 了 范围 之 外 . 
习题 : 直线 *+ W 37 一 1 一 0，2z 一 ?十 Y 2 一 0 的 系 
数 在 域 (1) 中 ， 计 算 它 们 的 交点 的 坐标 并 验证 它 的 形式 为 (1)。 用 
一 条 直线 x + 妙 十。 一 0 连接 点 (1, V2) 和 (V2,1-V2) 
且 验 证 系数 的 形式 为 (1)。 关 于 域 (2)， 分 别 对 直线 Vi V 2 * 
tl, VM 
一 1),，(1+V2，V1+ V2 ) 作 同样 的 处 理 . 
我 们 只 有 用 圆规 才能 冲破 的 界限 。 为 此 , 我 们 选取 忆 
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的 一 个 元 素 《, 使 得 WA 不 在 下 中 。 然后 我 们 能 作出 W 大， 
因而 作出 所 有 数 


其 中 。，2 是 有 理 数 ， 也 可 以 是 下 的 任意 元 素 ， 两 个 数 。 十 
6 VR， < 十 4 VK 的 和 , 差 ,以 及 它们 的 积 《a 十 bVk)。 
(ec 十 4Vk) 一 (ac 十 64d) 十 《ad 十 bc)VR 和 它们 的 商 


aVR _ (otoVR)e 一 av) _ac— kod a 
ee oC— ka co — ka’ 


一 各 VV 仍然 是 p 十 4W 的 形式 ， 其 中 户 和 4 属于 
Re 
则 V% 一 三 将 是 中 的 一 个 数 , 这 和 WA 不 属于 FE 的 假设 
矛盾 ).， 因 此 形 如 a 十 5 WA 的 数 集 形成 一 个 域 7'。 因为 


我 们 可 以 特殊 地 选取 2 一 0, 所 以 域 F' 包含 原 来 的 域 ，F' 
称 为 F 的 扩 域 ,而 F 称 为 F' 的 子 域 . 


例如 , 设 F 是 域 a 十 bV 2 ,其 中 ,2 是 有 理 数 ， 且 取 
下 一 V 2 . 则 其 扩 域 F' 的 数 用 p 十 g V2 表示 , 其 中 pg 
属于 F,p~a+bVYV2,g 一 a。 十 bYV2,ab, qb' 为 有 
理 数 ，F' 中 的 任意 数 都 能 化 成 这 种 形式 .例如 

1 V2— M2 
MY CF t+ V2)V2— /2) 
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_V2-V2_ V2 _ V2 


2 2 
_V3G+V2) 2+VE 45 


4 一 2 4 一 2 


V2 4/ 
Er -一 
(1+V2) Qt 2 ) V 2 . 
习题 设 F 是 域 p+ 9gV2+ V2. 其 中 p,9 是 :+bV?2 


1+V2+ V2 
V7 


的 形式 , a， 6 是 有 理 数 ， 试 将 表示 为 这 种 形式 ， 


2—3V2+ V2 


我 们 已 经 看 到 ， 如 果 我 们 从 任意 一 个 包含 数 和 的 可 作 图 
的 数 域 玉 出 发 , 则 只 用 圆规 和 直 尺 就 能 作出 W & ， 因 而 能 作 


出 形 如 a 十 5V A 的 任意 数 ,这 里 ,4 属于 了. 
现在 我 们 反 过 来 说 明 若 仅 用 圆规 就 只 能 得 到 这 种 形式 的 
数 ， 因 为 圆规 在 作 图 中 所 起 的 作用 只 是 确定 一 个 圆 与 一 条 直 
线 或 另 一 个 圆 的 交点 (或 它们 的 坐标 )， 一 个 以 5, 7 为 中 心 ， 
+ 为 半径 的 圆 的 方程 为 (x 一 5 十 GY 一 9 一”*， 因 此 如 
果 5 yy 都 属于 了 , 则 圆 的 方程 能 写成 
x 十 六 十 2ax 十 28y 十 7 二 0 
的 形式 , 其 中 系数 a, 8, 7 属于 F， 我 们 已 在 第 176 页 看 到 ， 
连接 坐标 属于 F 的 任意 两 点 的 直线 其 方程 为 
”ax 十 by 十 c 一 0， 
其 系数 a, b,c 属于 FF。 从 这 联 立 方程 中 消去 y, 我们 得 到 图 
和 直线 的 交点 的 * 坐标 所 满足 的 一 个 二 次 方程 
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+ Ax* 十 Br++c==0， 
其 中 系数 4, B,C 属于 F [确切 地 写 , 4=a? 十 b, B 一 2(ac 
十 bu — abp), C= 0 — 26c8 + ob7]. 方程 的 解 由 公式 


Be 
24 


x 


给 出 , 它 的 形式 是 p 十 9 V《 ,其 中 p,q9,《 属 于， 对 交点 
的 y 坐标 ,类 似 的 公式 也 成 立 . 
其 次 ,如 果 我 们 有 两 个 贺 

x 十 十 2ax 十 28y 十 7 一 0， 

x 十 站 十 20x 十 28y 十 7' 二 0. 
从 第 一 个 方程 碱 去 第 二 个 ,我 们 得 到 线性 方程 

2(a 一 oa)x 十 2(8 一 8)7 十 (7 一 7 一 0. 

它 可 以 象 前 面 那样 与 第 一 个 圆 的 方程 联 立 起 来 解 。 无 论 是 哪 
一 种 情形 ， 作 图 所 产生 的 一 个 或 两 个 新 点 的 * 坐标 和 7 坐标 
其 量 的 形式 都 是 p 十 9 V 8 ,其 中 p,q, 属于 ,在 特殊 梢 


况 下 ,当然 WA 本身 也 可 以 属于 F, 例如 不 一 4， 这 时 作 图 
没有 产生 任何 本 质 上 的 新 东西 , 而 仍然 在 F 的 范围 之 内 ， 但 
一 般 来 说 ,情况 将 不 是 如 此 . 


习题: 考虑 以 原点 为 中 心 ，2 W 3 为 半径 的 加 和 连接 (二 ， 
0), (4 V 卫 ，V 了 ) 的 直线 , 求 出 园 和 直线 的 交点 的 坐标 所 确定 的 
域 FF。 对 这 给 定 圆 与 以 〔0，2 本 ) 为 图 心 ,为 半径 的 加 的 交 
点 作 同样 的 处 理 。 
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再 总 结 一 下 如果 一 开始 就 给 定 一 些 量 , 那 末 ,只 用 直 尺 
我 们 能 作出 从 这 些 给 定量 出 发 ， 经 过 有 理 运 算 而 生成 的 域 F 
中 的 所 有 量 。 然后 , 用 圆规 我 们 能 把 可 作 图 的 量 的 域 了 扩充 
到 一 个 更 大 的 扩 域 上 , 即 通过 选择 中 任意 数 《, 求 的 平方 
根 且 作出 由 数 a 十 b MVM 组 成 的 域 F', 其 中 a。,b 属 于 F. F 
称 为 F' 的 子 域 , 中 的 所 有 量 也 属于 F', 因为 在 表达 式 a 十 
bp VV 中 我 们 可 以 取 b 一 0( 这 里 假设 WA 是 不 属于 5 的 
一 个 新 数 ， 否则 添加 MV 的 过 程 将 不 产生 任何 新 的 数 ，F” 
和 FF 将 是 相同 的 )， 我 们 说 明了 , 几何 作 图 中 的 任意 一 步 ( 过 
二 已 知 点 画 一 直线 \ 已 知 圆心 和 半径 画 一 圆 , 求 两 个 已 知 直线 
或 圆 的 交点 ), 或 者 是 在 一 个 由 可 作 图 的 量 组 成 的 已 知 域 中 作 
一 个 新 的 量 , 或 者 是 通过 作 一 平方 根 , 生 成 可 作 图 的 量 的 一 个 
新 的 扩 域 ， 

所 有 可 作 图 的 量 的 全 体 , 现在 能 够 确切 地 描述 了 ， 不 论 
最 初 给 定 了 一 些 什么 量 ,我 们 从 由 它们 确定 的 一 个 给 定 域 F， 
出 发 。 例 如 ,如 果 只 给 定 一 个 线段 作为 单位 长 , 那 末 , 它 所 确 
定 的 是 有 理 数 域 。 然后 添加 W 和 ， 这 里 心 属于 Fo, 但 Wi 
不 属于 Fu, 我 们 能 作出 可 作 图 量 的 一 个 扩 域 Pi, 它 由 所 有 形 
如 a 十 bo Mh 的 数组 成 ,其 中 ao, 和 可 以 是 F 中 的 任意 数 . 
进一步 作 FF, 的 一 个 新 的 扩 域 Pa 它 由 形 如 a 十 bY 的 数 
组 成 , 其 中 a1, 5 是 Fi 中 的 任意 数 , 而 是 F, 中 的 某 个 数 ， 
它 的 平方 根 不 属于 F,。 重复 这 个 过 程 ,在 > 次 加 进 平方 很 以 
后 , 我 们 能 得 到 一 个 域 F,。 可 作 图 量 是 而 且 仅仅 是 那些 能 用 
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这 样 一 系列 扩 域 达到 的 数 ( 即 属 于 上 述 类 型 的 域 F,)， 扩充 
的 个 数 取 多 大 这 是 无 关 紧要 的 ， 在 某 种 意义 上 它 标志 着 问 
题 的 复杂 程度 . | 
下 面 的 例子 可 以 说 明 这 个 过 程 。 我 们 要 作出 数 
a 

设 Ps 表示 有 理 数 域 。 取 如 一 2, 我 们 得 到 域 F,， 它 包含 数 
1 十 M2。 现在 我 们 取 太 一 1 二 M2, 如 一 3， 事实 上 , 因 

为 3 属于 原来 的 域 Pu, 它 当 然 也 属于 域 F;,， 从 而 完全 人 允许 取 
一 3， 然后 我 们 取 如 一 V1 十 V2 + M3. 最 后 取 有 一 


VV 
属于 Pi， 所 以 也 属于 F;， 即 V6 属于 F;。 这样 一 来 我 们 所 
作出 的 域 F; 就 包含 了 所 要 求 的 数 ， 

习题 ， 验 证 从 有 理 数 域 开始 , 正 2” 多边形 的 边 ( 见 第 169 页 ) 
是 一 个 扩充 次 数 为 z = m 一 1 的 可 作 图 量 。 确 定 扩 域 的 序列 。 对 
于 数 - 


人 A 


(VITYVINNT + VI VI V+ VI Vy 
作 同 样 的 处 理 。 


2 可 作 图 的 数 都 是 代数 数 


如 果 最 初 的 域 F。 是 由 一 个 线段 生成 的 有 理 数 域 , 则 所 有 可 作 
图 的 数 都 是 代数 数 ( 代 数 数 的 定义 见 第 142 页 )。 域 Fi 的 数 是 有 
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理 系数 二 次 方程 的 根 ，F, 的 数 是 有 理 系数 四 次 方程 的 根 ; 而 一 般 
i 的 数 是 有 理 系数 2: 次 方程 的 根 ， 为 了 就 域 7 说 明 这 一 点 ,我 们 
可 首先 把 * = V2 + V3 + V2 作为 一 个 例子 来 考虑 ， 我 们 有 
(x V2) =34+4V2 x+2 一 2V2x 一 3+ V2 或 ** 一 
1 = V2(2x + 1)， 这 是 一 个 系数 属于 F， 的 二 次 方程 。 两 端 平 
方 ,我 们 最 后 得 到 
(x* — 1) = 2(2x + 1)’, 
它 是 一 个 有 理 系数 的 四 次 方程. 
X 一 尹 十 9 Vw (4) 
其 中 pe, zw 属于 域 f, 因而 有 如 一 4 十 5339 一 “十 ZW ， 
w=e+ f WV ， 的 形式 ,其 中 a， 2 Cy, ad, cy 1，s 是 有 理 数 ， 由 (4) 
我 们 有 
-xX — 2px + p* = qw’, 
所 有 系数 都 属于 由 Vs， 产生 的 域 P,.。 因 此 这 方程 可 以 写成 
x? turzt+v=Vs (rt tt) 
的 形式 ， 其中:, z 4，v 是 有 理 数 。 两 端 平方 我 们 得 到 一 个 四 次 方 _ 
程 局 
《xz 十 zt 十 2 一 SOxx + tt)’, (5) 


如 上 所 述 带 有 有 理 系 数 . 
习题 : 1) 对 a)x=V2+ V3;b)r*=V2I+V3; 


c) x = 一 . 求 出 有 理 系数 方程 . 
V5+V3 


2) 对 a) z= V2 VI YI ;br VI+VITY; 
c) x 二 1+ V5 + V3+ V2 用 类 似 的 方法 求 出 其 八 次 方程 
为 了 一 般 地 对 域 闵 (4 任意 ) 中 的 * 证 明 这 个 定理 , 我 们 用 上 
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面 用 过 的 办 法 说 明 * 满足 一 个 系数 属于 FE-, 的 二 次 方程 。 重 复 这 
个 过 程 ,我 们 找 出 * 满足 一 个 系数 属于 .中 的 2:==4 次 方程 ,等 
等 。 

习题 : 用 数学 归纳 法 完成 一 般 的 证 明 : 说 明 x 满足 系数 属于 
及 -的 一 个 2 次 方程 ，0 <I 生 4。 一 和 时 的 命题 就 是 所 要 证 明 的 
定理 。 


“33 三 个 不 可 解 的 希腊 问题 
1. 倍 立方 体 问题 


有 了 上 面 的 准备 ， 现 在 我 们 来 研究 三 等 分 角 、 倍 立方 体 
和 求 作 正 七 边 形 这 些 古 老 的 问题 ， 我 们 首先 考虑 倍 立方 体 问 
题 ， 如 果 给 定 的 立方 体 的 边 是 单位 长 ， 则 它 的 体积 是 一 立方 
单位 。， 如 今 要 找 出 一 个 体积 是 它 二 倍 的 立方 体 的 边 长 x+， 于 
是 所 求 的 边 长 x 满足 一 个 简单 的 三 次 方程 
妇 一 2 一 10. (1) 
我 们 用 反 证 法 来 证 明 这 个 数 * 只 用 圆规 和 直 尺 是 不 能 作出 
的 。 我 们 作 尝试 性 的 假定 ;这样 的 作 图 是 可 能 的 。 按 照 上 面 
的 讨论 ， 这 意味 着 * 属于 某 个 域 Ft。 这 域 Fh， 如 上 所 述 是 
从 有 理 数 域 通过 连续 加 进 平方 根 而 得 到 的 。 我 们 要 表明 , 这 
个 假定 将 引出 一 个 莞 雇 的 结果 . 
我 们 已 经 知道 x 不 能 属于 有 理 数 域 Pu， 因为 /3Z 是 一 
无 理 数 ( 见 第 87 页 习题 1 )， 因 此 * 只 能 属于 某 个 扩 域 F4， 
其 中 多 是 一 个 正 整数 ， 我 们 同时 可 以 假设 是 使 得 扩 域 Fk 
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包含 z 的 最 小 正 整数 ， 故 知 x 能 写成 
x 一 户 十 g4WV zw 

的 形式 ， 其 中 p,9,w 属于 Fs, 但 Vw 不 在 其 中 ,现在 我 
们 用 一 个 简单 然而 重要 的 代数 推理 方式 来 说 明 , 如 果 *=p 十 
4V wv 是 三 次 方程 (1) 的 一 个 根 , 则 y 一 请 一 9 V ww 也 是 (1) 的 
一 个 根 。 因 为 x 在 域 Fk 中 , 则 x 和 一 2 也 在 Fh 中 ,因此 
我 们 有 Re 

ia 一 2 一 5 十 5AWz， (2) 
其 中 ,6 在 Fi-; 中 .通过 简单 计算 ,我 们 得 出 a==p; 十 3pq*w 
一 2,6 一 3224 十 gz。 如 果 令 


一 一 4V ww， 
然后 在 a, 的 表达 式 中 以 一 gq 代替 9， 就 得 到 
几 一 2 一 “一 War (2') 
由 于 我 们 已 经 假设 x 是 “一 2 一 0 的 根 ,因此 
atbVw= 10. (3) 


这 意味 着 一 一 这 里 是 讨论 的 关键 一 4 和 4 必须 同时 为 零 . 
因为 如 果 5 不 为 零 ,我 们 将 由 (3) 知道 Vw 一 一 三 ， 则 Vw 
将 是 a,5 所 在 的 域 Fi 中 的 一 个 数 ,和 我 们 的 假设 矛盾 ， 因 
”此 5 一 0, 而且 从 (3) 立 刻 得 出 。 一 0， 

一 旦 说 明了 4 一 6 一 0, 我 们 从 (2) 立 刻 就 能 知道 一 
一 g Vw 也 是 三 次 方程 (1) 的 一 个 根 ， 因 为 彤 一 2 等 于 零 ， 
另外 我 们 有 y 疡 x, 即 x+ 一 y 半 0, 因 为 x 一 jy 一 2gMw 只 
有 在 4 一 0 时 才 为 零 。 但 是 如 果 这 样 , 则 * 二 将 属于 Ph_i， 
与 我 们 的 假设 矛盾 . 
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因此 我 们 得 出 , 如 果 x* 一 p 十 gVw 是 三 次 方程 (1) 的 
一 个 根 , 则 y 一 一 g Vw 是 该 方程 的 另 一 个 根 ,这 立刻 引出 
了 了 矛盾。 因为 只 有 一 个 实数 * 是 2 的 立方 根 ，2 的 其 余 两 个 
立方 根 是 虚数 ( 见 第 135 页 ). y 一 p 一 g Vw 显然 是 实数 ， 
因为 p, 94，V w 都 是 实数 . 

这 样 ,我 们 的 基本 假定 引出 了 一 个 莞 翰 结果, 因而 表明 它 
是 错误 的 ; (1) 的 根 不 能 在 域 Fe 中 ,所 以 用 直 尺 和 圆规 倍 立 
方 体 是 不 可 能 的 。 


2. 关于 三 次 方程 的 一 个 定理 


我 们 用 以 导出 上 述 结论 的 代数 推理 方法 ， 是 专门 针对 我 
们 手边 的 那个 特殊 问题 的 。 如 果 我 们 要 处 理 另 外 两 个 希腊 问 
题 , 那 末 就 希望 能 在 一 个 更 为 一 般 的 基础 上 来 进行 。 所 有 这 
三 个 问题 在 代数 上 都 依赖 于 三 次 方程 。 三 次 方程 


2 十 as 十 bz 二 c 一 0 (4) 
有 一 个 基本 事实 , 即 如 果 xi, x2, x 是 这 方程 的 三 个 根 , 则 
xi 十 和 十 3 一 一 anD。 (5) 


1D 多 项 式 如 二 as? + bz 十 < 可 以 分 解 为 乘积 (z 一 xD)(z 一 z2)Cz 一 3)， 
其 中 xi za xs 是 方程 (4) 的 三 个 根 ( 见 第 140 页 )， 因 此 
strat bt c= — (Xr, + rs 
+ (Kx, 十 FX 十 zax3s)z 一 2 
由 于 等 式 两 边 z 的 每 一 个 寡 的 系数 必须 相同 ,所 以 有 


a= Xt tb = Xr 十 Xixzs 十 2ats5c = Xx. 
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我 们 考虑 任意 一 个 系数 a, 5,c 为 有 理 数 的 三 次 方程 (4)。 这 
个 方程 可 能 有 一 个 根 是 有 理 数 ,例如 x 一 1 一 0 有 有 理 根 1， 
而 男 外 两 个 根 由 二 次 方程 x? 十 x 十 1 二 0 给 出 , 必然 是 复数 . 
我 们 容易 证 明 一 般 的 定理 ， 如 果 一 个 有 理 系数 的 三 次 方程 没 
有 有 理 根 , 则 它 的 根 没有 一 个 是 由 有 理 数 域 F。 出 发 的 可 作 图 
的 数 . 

我 们 还 是 用 反 证 法 来 证 明 。 假设 * 是 (4) 的 一 个 可 作 图 
的 根 。 则 x 将 属于 上 面 所 说 的 某 一 串 扩 域 fo， F,,"… ,Fk 的 
最 后 一 个 域 F4， 我 们 可 以 假设 是 使 得 扩 域 Fk 包含 三 次 方 
程 (4) 的 一 个 根 的 最 小 正 整数 。 肯 定 必须 大 于 零 , 因 为 定理 
已 假定 在 有 理 数 域 Ps 中 没有 根 *。 因 此 * 能 写成 

+* 王 p+gq Vw 
的 形式 ,其 中 p,q; w 在 前 一 个 域 Fk-; 中 , 但 Vw 不 在 其 中 . 
恰 如 上 一 小 节 特殊 的 方程 一 2 一 0 那样 ， 可 以 推出 Fk 中 
的 另 一 个 数 

》 一 户 一 9 Vw 
也 是 方程 (4) 的 根 。 如 前 所 述 ,我 们 看 到 4 闪 0, 因此 x y. 

由 (5) 我 们 知道 方程 (4) 的 第 三 个 根 x 由 wx 一 一 a 一 * 一 y 

给 出 。 但 zx 十 一 2p, 这 意味 着 | 

u= —a— 2p. 
. Pr 消失 了 , 所 以 4 是 域 Ft-, 中 的 一 个 数 。 这 和 
是 使 Ex 包含 (4) 的 一 个 根 的 最 小 正 整数 的 假设 矛盾 .因此 假 
设 是 荒 廖 的 ,在 这 种 域 Fh 中 不 能 有 (4) 的 根 。 一般 定理 证 毕 . 
在 这 个 定理 的 基础 上 ,如 果 只 用 圆规 和 直 尺 的 作 图 问题 ,等 价 
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于 代数 上 一 个 没有 有 理 根 的 三 次 方程 的 求解 问题 的 话 ， 那 末 
作 图 的 不 可 能 性 就 得 到 证 明了 。 就 倍 立方 体 问题 来 说 ， 这 等 
价 性 是 很 显然 的 ， 现 在 我 们 将 对 其 它 两 个 希腊 问题 建立 这 个 
等 价 性 。 


3， 三 等 分 任意 角 


我 们 现在 要 证 明 只 用 圆规 和 直 尺 三 等 分 任意 角 一 般 说 来 
是 不 可 能 的 . 当然 ， 象 99" 和 180? 那样 的 角 是 可 以 三 等 分 
的 ,我 们 要 说 明 的 是 ， 对 每 一 个 角 的 三 等 分 都 有 效 的 办 法 是 
不 存在 的 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 只 要 表明 有 一 个 角 不 能 三 等 分 
就 足够 了 ,因为 一 个 合理 的 一 般 方法 必须 适用 于 每 一 种 情况 . 
因此 如 果 我 们 能 够 证 明 ， 例 如 60” 角 只 用 圆规 和 直 尺 不 能 三 
等 分 , 那 就 证 明了 一 般 方法 是 不 存在 的 ， 

我 们 可 以 用 各 种 不 向 的 方法 ， 来 得 到 这 个 间 题 的 代数 等 
价 问题 。 最 简单 地 是 考虑 由 余弦 cos6 一 g 给 出 的 角 6. 这 


时 间 题 等 价 于 求 量 * 一 cos ( 电 ) 的 问题 应 用 一 个 简单 的 三 
角 公式 ( 见 第 134 页 ), 可 知 < 的 余弦 和 6 的 余弦 的 关系 为 
=— pg 一 4cos’ 0 一 cos{ © 
人 -人 


换 句 话说 , 三 等 分 一 个 由 cos6 一 g 决定 的 角 6 的 问题 , 可 归 
结 为 三 次 方程 


4 一 3z 一 8 一 0 (6) 
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的 根 的 作 图 问题 。 为 了 说 明 在 一 般 情 况 下 这 是 不 可 能 的 ， 我 


们 取 9 一 60*， 即 g 一 cos60。 一 十. 方程 (6) 这 时 变 成 

82 一 6z 一 1. (7) 

利用 上 一 小 节 证 明 的 定理 ,我 们 只 雷 要 说 明 这 个 方程 没 

有 有 理 根 。 设 " 二 2z, 则 这 方程 变 成 

sO—3y=1. (8) 
如 果 在 在 有 理 数 v 一 二 满足 这 个 方程 ， 其 中 +， :是 不 含 大 
于 1 的 公 因 子 的 整数 ， 则 我 们 将 有 x 一 397 一 ?由 此 推出 
$8 一 (7? 一 39) 能 被 + 整除 . 这 意味 着 > 和 * 有 公 因 子 ， 除 
非 7= 土 1, 同样 “是 x 一 ss 十 3+) 的 一 个 因子 ,这 意味 
着 + 和 s 有 公 因 子 , 除 非 ; = 土 I， 由 于 我 们 假设 了 + 和 ; 没 
有 公 因 子 , 这 就 表明 可 能 满足 方程 (8) 的 有 理 数 只 能 是 十 1 和 
一 1。 将 十 1 和 一 1 代入 方程 (8), 我 们 发 现 都 不 是 它 的 根 ， 
因此 (8), 从 而 (7), 没 有 有 理 根 ， 这 证 明了 三 等 分 角 是 不 可 能 
的 。 


只 用 圆规 和 直 尽 不 能 三 等 分 任意 的 角 ， 这 个 定理 仅 当 直 尺 不 
能 作 别 的 用 途 ,只 许 用 来 画 通过 任意 二 给 定点 的 直线 时 , 才 是 正确 
的 。 我 们 在 一 般 地 刻 划 可 作 图 的 量 的 特性 时 ， 直 尺 的 用 途 总 是 只 
限于 此 。 如 果 人 允许 直 尺 作 其 它 用 途 ， 可 作 图 的 总 体 就 可 以 大 大 扩 
充 ，。 下 述 的 三 等 分 角 的 方法 很 好 地 说 明了 这 一 点 ， 这 个 例子 是 在 
. 画 基 米 德 的 著作 中 发 现 的 . 

给 定 了 任意 一 个 角 *， 如 图 36。 向 左 延长 该 角 的 底 边 , 且 以 0 
为 中 心 ,任意 长 + 为 半径 画 一 个 半圆 ; 在 直 尺 上 标 出 4，B 两 点 使 
48 一 r。 让 3 点 保持 在 半圆 上 ， 滑 动 直 尺 使 4 落 在 角 * 的 底 边 的 
延长 线 上 , 且 让 直 尺 通过 角 的 终 边 与 以 0 为 中 心 的 半圆 的 交点 . 用 
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直 尺 在 这 个 位 置 上 划一 直线 ， 它 和 原来 的 角 x 的 底 边 形成 一 个 角 


y。 


习题 :说 明 这 样 的 作法 实际 上 得 出 y = 二。 


HK 


图 36 阿 基 米 德 的 三 等 分 


4 正七 边 形 


现在 我 们 考虑 求 内 接 于 单位 圆 的 正七 边 形 的 边 长 的 问 
题 。 处 理 这 问题 最 简单 的 方法 是 利用 复数 ( 见 第 二 章 ; 5), 我 
们 知道 正七 边 形 的 顶点 是 方程 

2 一 1 一 0 (9) 
的 根 ,这 里 是 把 这 些 顶 点 的 坐标 *, 》 看 作 复数 z 一 x 十 yi 的 
实 部 和 虚 部 。 这 方程 有 一 个 根 z 一 1， 而 其 余 的 根 是 方程 


7 
后 (10) 
ee 


的 根 ,这 个 方程 是 用 z 一 1 除 (9) 而 得 到 的 ( 见 第 137 页 )。 用 
于 除 (10), 得 


十 二 十 要 十 去 十 z 十 二 十 1 一 0 (11) 
E34 E43 
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通过 一 个 简单 的 代数 变换 ,可 以 把 它 写 成 


用 ? 表示 量 = 十 二 我 们 由 (12) 得 出 


兄 十 邦 一 2 一 1 一 0， (13) 
我 们 知道 z, 即 1 的 七 次 方 根 ,是 由 
z= cosp+ising (14) 


给 出 的 ,其 中 p 一 350- 是 正七 边 形 的 边 所 对 的 回 心 角 ; 同 样 
从 第 134 页 的 习题 2, 我 们 知道 二 一 cosp 一 isinp， 所 以 
y 一 2 十 二 一 2cosp。 如 果 我 们 能 作出 y， 我 们 就 能 作出 
cosp， 反之 亦 然 ， 因 此 如 果 我 们 能 证 明 ” 是 不 能 作 图 的 ， 我 
们 就 同时 证 明了 cos gp, 即 正七 边 形 , 是 不 能 作 图 的 。 借 助 于 
第 二 小 节 的 定理 , 剩 下 的 只 是 表明 方程 (13) 没有 有 理 根 。 这 
也 是 用 反 证 法 来 证 明 的 。 假设 (13) 有 一 个 有 理 根 -一 ,其 中 * 
和 * 是 不 含 公 因子 的 整数 。 则 我 们 有 

j3 十 7 一 2792 一 2 一 0. (15) 
如 前 所 述 ,可 以 看 出 ”有 因子 ,而 s 有 因子 x， 由 于 * 和 +* 
没有 公 因 子 ， 因 此 每 一 个 必须 等 于 土 I。 这 样 如 果 y 是 有 理 
数 的 话 ,只 能 取 值 +1 和 一 1， 把 这 些 数 代 人 这 个 方程 , 我 们 
发 现 都 不 满足 ， 所 以 y， 从 而 正七 边 形 的 边 ， 是 不 可 能 作 图 
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”的 


5. 关于 化 圆 为 方 的 问题 


我 们 已 经 用 比较 初等 的 方法 处 理 了 倍 立方 体 、 三 等 分 角 
和 作 正 七 边 形 的 问题 。 化 圆 为 方 的 问题 比较 起 来 是 更 为 困难 
的 , 而 且 需 要 高 深 的 数学 分 析 方法 ， 由 于 一 个 半径 为 > 的 贺 
的 面积 是 xr*, 因此 作 一 个 面积 等 于 单位 圆 的 正方 形 , 相当 于 
作 一 条 长 为 V * 的 线段 ,这 个 线段 将 是 所 求 正方 形 的 边 ， 这 
线段 是 否 可 以 作 图 等 价 于 数 * 是 否 可 以 作 图 ， 看 一 下 我 们 刻 
划 可 作 图 量 的 特点 的 一 般 方法 ， 我 们 可 以 这 样 来 说 明 化 圆 为 
方 问题 是 不 可 解 的 , 即 说 明 x 不 能 包含 在 由 有 理 数 域 Fe 连续 
添加 平方 根 而 达到 的 任意 域 Ft 中 。 由 于 任何 这 样 的 域 的 所 
有 元 素 都 是 代数 数 , 即 满足 整 系数 代数 方程 ,因此 只 要 能 说 明 
z 不 是 代数 数 而 是 超越 数 ( 见 第 143 页 ) 就 够 了 , 

证 明 z 是 超越 数 的 技巧 是 厄 密 特 (C. Hermite)(1822 一 
1901) 给 出 的 ， 他 证 明了 数 。 是 超越 数 ， 林 德 曼 《F. Linde- 
mann) 稍微 修改 了 一 下 厄 密 特 的 方法 ,在 1882 年 成 功 地 证 明 
了 = 的 超越 性 ， 从 而 完全 解决 了 化 圆 为 方 这 个 古老 的 问题 . 
这 个 证 明 对 学 过 高 等 数学 分 析 的 学 生来 说 是 能 理解 的 ， 但 是 
它 超出 了 本 书 的 范围 。 
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lI 作 图 的 各 种 方法 
8 4 几何 变换 反 演 
1 一 般 说 有 明 


在 这 一 章 的 第 二 部 分 ， 我 们 将 系统 地 讨论 某 些 可 以 应 用 
于 作 图 问题 的 一 般 原 理 ， 有 不 少 问题 ,从 “几何 变换 ”的 一 般 
观点 来 看 会 更 加 清楚 .因此 我 们 将 不 研究 个 别 的 作 图 问题 ， 
而 把 与 菜 个 变换 过 程 相 联系 的 一 类 问题 作为 一 个 整体 同时 加 
以 考虑 ， 有 关 几 何 变 换 类 的 概念 能 使 间 题 得 到 漆 清 ， 但 它 的 
作用 决 不 限于 作 图 问题 ,而 是 影响 到 几何 中 几乎 所 有 的 一 切 . 
在 第 四 章 和 第 五 章 我 们 将 讨论 几何 变换 的 一 般 情 况 ， 在 这 里 
我 们 研究 一 种 特殊 类 型 的 变换 , 即 平面 对 圆 的 反 演 , 它 是 对 直 
线 的 普通 反射 的 推广 . 

平面 到 它 自身 的 变换 或 映射 意味 着 这 样 一 个 规则 ， 对 平 
面 上 的 每 一 个 点 P, 我 们 指定 另 一 点 P， 称 为 了 在 变换 下 的 
象 , 点 P 称 为 忆 的 原 象 ， 把 一 条 给 定 的 直线 工作 为 镜子 ， 平 
面 对 它 的 反射 是 这 种 变换 的 一 个 简单 例子 ， 即 对 工 一 侧 的 点 
P, 在 工 的 另 一 侧 存在 它 的 象 P', 使 工 垂直 平分 线段 PP， 一 
个 变换 可 以 使 平面 上 的 某 些 点 不 动 ,在 反射 的 情况 下 , 工 上 的 
点 就 是 不 动 的 . 

还 可 以 举 出 一 些 变换 ,例如 ,平面 围绕 着 一 个 固定 点 0 的 
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p 


图 37 点 对 直线 的 反射 图 38 点 对 圆 的 有 反 演 


旋转 ;每 个 点 沿 着 一 固定 方向 以 一 定 的 距离 4 平移 (这 样 的 变 
换 没有 不 动 点 ), 更 一 般 的 是 ， 平面 的 刚体 运动 , 它 可 以 想象 为 
旋转 变换 和 平移 变换 的 合成 . 
现在 使 我 们 感 兴趣 的 特殊 类 型 的 变换 是 对 加 的 反 演 (有 
时 人 们 也 称 之 为 圆 反射 ,因为 在 原 象 和 象 之 间 , 它 所 表示 的 关 
系 和 圆 镜 反射 类 似 )， 在 一 确定 的 平面 上 , 设 C 是 以 0 为 中 心 
( 称 为 反 演 中 心 ) + 为 半径 的 给 定 贺 ， 点 的 象 定义 为 这 样 的 
点 已 , 它 位 于 直线 OP 上 ,和 P 同 在 0 的 一 边 , 且 使 得 
OP. OP 一 六 (1) 
点 了 P 和 P' 称 为 关于 C 的 反 演 点 ， 由 这 定义 得 知 ,如 果 P 是 P 
的 反 演 点 , 则 了 是 P' 的 反 演 点 。 一 个 反 演 使 圆 c 的 内 部 变换 
为 圆 外 部 ， 因 为 对 OP < >，, 我 们 有 OP > 7， 而 对 OP > ， 
我 们 有 OP' < *>。 平面 上 只 有 圆 C 本 身 的 点 在 反 演 下 保持 不 
变 . 5 
规则 (1) 没 有 定义 圆心 0 的 象 。 显 然 ,如果 动 点 了 趋 近 于 
0, 则 象 P 将 越 来 越 远 地 往 平面 外 退去 ， 由 此 , 有 时 我 们 说 ， 
在 反 演 下 0 本 身 对 应 着 无 穷 远 点 ， 引 进 了 这 个 术语 , 我 们 就 
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可 以 说 ， 一 个 反 演 毫 无 例外 地 建立 了 平面 上 的 点 和 它 的 象 之 
间 的 一 一 对 应 关系 : 平面 上 的 每 一 个 点 有 一 个 且 仅 有 一 个 
象 ， 而 且 它 本 身 是 一 个 且 仅 是 一 个 点 的 原 象 ,这 个 性 质 是 前 
面 考虑 过 的 所 有 变换 都 具备 的 ，。 


2. 反 六 的 性 质 


有 反 演 最 重要 的 性 质 是 把 直线 和 圆 变 成 直线 和 圆 ， 更 确切 
地 说 ,我 们 将 表明 ,经 过 反 演 

(a) 过 0 的 一 条 直线 变 成 过 0 的 一 条 直线 ; 

(b) 不 过 0 的 一 条 直线 变 成 过 0 的 一 个 圆 ; 

(c) 过 0 的 一 个 圆 变 成 不 过 0 的 一 条 直线 ; 

(d) 不 过 0 的 一 个 圆 变 成 不 过 0 的 一 个 圆 . 

命题 (a) 是 显然 的 ,因为 由 反 演 定义 ,直线 上 任 一 点 的 象 
在 同一 直线 上 ,所 以 虽然 直线 上 的 点 是 交换 了 ,但 直线 作为 一 
个 整体 仍然 变 为 它 本 身 。 

为 了 证 明 命题 (b), 由 O 作 工 的 垂 线 (图 39). 设 4 是 垂 
线 和 工 的 交点 ,4' 是 4 的 反 演 点 , 标 出 上 任 一 点 P, 且 令 已 
是 它 的 反 演 点 。 由 于 04* 04' 一 OP. OP' 一 x?, 得 

04'′ _ oP 


Op’ 04° 
因此 三 角形 0P'4' 和 三 角形 04P 相似 , 角 0P'4' 是 直角 . 由 
初等 几何 得 知 ，P' 在 以 04 为 直径 的 圆 必 上 ,所 以 工 的 反 演 
就 是 这 个 圆 ， 这 就 证 明了 《(b)。， 现在 命题 (c) 可 由 下 一 事实 
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立即 推出 : 由 于 工 的 反 演 为 玉 , 所 以 玉 的 反 演 为 工 . 
剩 下 要 证 明 的 是 命题 (d) 
设 K 是 任意 一 个 不 经 过 0 的 
图, 圆心 为 M ,半径 为 *. 为 了 
得 到 它 的 象 ， 我 们 过 0 作 一 直 
线 交 玉 于 4、B，, 然后 确定 当 经 
过 0 的 直线 以 所 有 可 能 方式 和 
KK 相交 时 象 4 、B' 如 何 变 化 . 图 39 ”直线 对 辆 的 反 演 
用 a、5、a’"、b'、m 表示 距离 
04、0B、0A'、0B'"、0M，t 表示 从 0 到 天 的 切线 长 ， 按 
反 演 定义 ,我 们 有 au' 一 56' 一 ”， 根据 圆 的 初等 性 质 我 们 有 
a2 一 如 果 用 第 二 个 关系 式 除 第 一 个 关系 式 , 就 可 得 到 


其 中 c? 是 只 依赖 于 7 和 的 常数 ， 它 对 4, B 的 所 有 位 置 都 
是 一 样 的 . 过 4' 我 们 画 一 条 平行 于 BM 的 直线 交 OM 于 
9 a 


i oA40= 了 -上 一 2 
0, 记 00 gqg,A'0O p, 则 天 b ”或 


4 一 2 me o 一 4 二 Ke, 
这 意味 着 无 论 4、B 的 位 置 如 何 , 8 总 是 在 OM 的 同一 位 置 
上 ,并 且 和 4'9 的 距离 保持 不 变 .同样 ,由 一气， 得 BO 
一 p， 因 此 KK 上 所 有 点 4、B 的 象 和 9 的 距离 总 是 等 于 p, 即 
的 象 为 一 圆 。(d) 得 证 . 
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图 40 贺 的 反 演 


3. 反 演 点 的 几何 作 图 


下 述 定理 将 在 这 节 的 第 四 小 节 用 到 ， 一 给 定点 了 对 圆 C 
的 反 演 点 P” 在 几何 上 只 用 圆规 即 可 作出 我们 首先 考虑 给 
定点 了 位 于 加 Cc 外 的 人 情况， 以 了 为 中 心 ，OP 为 半径 画 一 弧 
交 C 于 点 R 和 5§， 以 这 两 个 点 为 中 心 , > 为 半径 画 两 个 弧 , 它 
们 相交 于 0 及 直线 OP 上 的 一 点 已 . 在 等 腰 三 角形 ORP 和 
ORP' 中 ， 


LORP= LROP= LOP'R, 
所 以 这 两 个 三 角形 相似 ,因此 
OP _ 
OR 
从 而 P' 为 所 求 的 P 的 反 演 , 这 就 是 我 们 所 要 作 的 ， 

如 果 给 定 的 点 了 位 于 圆 C 内 部 , 只 要 以 了 为 中 心 , OP 为 
半径 的 贺 交 C 于 两 个 点 ,同样 的 作 图 和 证 明 仍然 成 立 ， 否 则 ， 
采用 下 面 的 简单 技巧 , 我 们 可 以 把 反 演 点 P 的 作 图 化 为 上 面 
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CR 即 OP . OP’ = 1, 
OP 


的 情况 . 

首先 我 们 看 到 ， 只 用 圆规 我 们 能 在 过 两 个 定点 4、0 的 
连 线 上 找到 一 点 C 使 40 = 0C。 为 此 ,我 们 以 0 为 中 心 ， 
r 一 40 为 半径 画 一 圆 ,在 这 圆 上 以 4 为 起 点 标 出 点 P,9，C， 
使 4P 一 PO 一 0C 一 +. 这 时 C 就 是 所 求 的 点 , 因为 三 角形 
AOP, OPO, OOC 是 等 边 的 , 所 以 04 和 0C 形成 一 个 180° 
的 角 , 且 0C 一 00 一 04， 重复 这 个 过 程 , 我 们 能 轻易 地 将 
.40 延长 任意 倍 。 顺 便 指出 ,由 于 线段 40 的 长 为 "+V 3 《这 
一 点 读者 容易 验证 )， 我 们 不 用 直 尺 就 从 单位 长 出 发 作出 了 
Vey 


图 41 贺 外 一 点 的 反 演 图 所 ”把 一 个 线段 加 倍 


现在 我 们 能 作出 圆 C 内 任 一 点 了 的 反 演 点 ， 首 先 我 们 能 
在 OP 上 找到 一 点 R, 它 和 0 的 距离 是 OP 的 一 整数 倍 , 而 且 
位 于 C 外 ， 
OR = nn. OP. 
变 作 到 这 一 点 ， 只 须 连 续 用 圆规 标 出 距离 OP 直到 C 外 。 现 
在 我 们 用 先前 给 出 的 作 图 法 求 出 KR 的 反 演 点 R', 于 是 
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j2 一 0OR'.OR 一 0OR'.(zOP) 
一 (20OR') . OP. 
因此 ,满足 OP' = 20R' 的 点 已 , 就 是 所 求 的 反 演 点 。 


图 43 圆 内 一 点 的 反 演 


4. 只 用 圆规 如 何 二 等 分 一 线段 及 求 圆心 


现在 我 们 已 经 学 会 了 只 用 圆规 如 何 求 出 一 给 定点 的 反 演 
点 ,这 样 我 们 就 能 进行 某 些 有 趣 的 作 图 了 .例如 ,考虑 只 用 加 
规 求 出 两 给 定点 4，B 之 间 的 中 点 问题 (不 可 以 划 直 线 !) 
作法 是 这 样 的 ; 以 也 为 圆心 , 48 为 半径 画 圆 ， 以 4 为 起 点 ， 
48 为 半径 标 出 三 段 弧 ,最 后 一 点 C 将 落 在 直线 4B 上 , 且 有 
AB 一 BC. 现在 以 4 为 圆心 , 4B 为 半径 画 圆 . 令 C' 为 C 关 
于 这 个 圆 的 反 演 点 , 则 

AC’- AC= AB’ 
AC’'.2A4B= AB’ 
24C’'= AB. 
因此 C' 是 所 求 的 中 点 . 
另 一 个 用 到 反 演 点 的 圆规 作 图 是 , 设 有 某 个 其 圆心 未 知 ， 
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图 44 求 线段 中 点 图 和 5 求 略 心 
但 给 定 了 圆周 的 加 ， 求 该 圆 的 贺 心 。 我 们 在 圆周 上 任 取 一 点 
P, 以 它 为 中 心 画 一 圆 交 给 定 贺 于 RR 和 S。 以 这 两 点 为 中 心 ， 
RP 一 SP 为 半径 画 二 弧 相 交 于 点 0。 和 图 41 比较 ,可 以 看 出 
未 知 圆心 0' 是 2 对 于 以 为 圆心 的 圆 的 反 演 。 所 以 9' 只 用 
圆规 就 能 作出 . 


85 用 其 它 工 具 作 图 只 用 圆规 
的 马 歇 罗 尼 作 图 


“1 倍 立 方 体 的 古典 作 图 


直到 现在 ， 我 们 考虑 的 仅仅 是 只 用 圆规 和 直 尺 的 几何 作 
图 问题 . 如 果 允 许 用 其 它 工具 的 话 ， 可 能 的 作 图 种 类 上 自然 就 
扩大 了 . 例如 , 希腊 人 用 如 下 方式 解决 倍 立方 体 问题 . 考虑 
(如 图 46) 一 个 刚性 的 直角 MZN 和 一 个 可 移动 的 直角 十 字 
架 了, VW, PO。 此 外 ,两 个 附加 的 边 RS 和 7TU 人 允许 在 直角 
边 上 垂直 滑动 。 在 这 十 字 架 上 选取 两 个 固定 点 EE 和 G， 使 得 


。 199。 


GB 一 a 和 BE = 了 为 预先 给 定 的 长 度 . 适当 移动 寸 字 架 使 
E 和 G 相应 地 位 于 NZ 和 MZ 上 ,再 滑动 TU 和 RS 两 个 边 ， 
我 们 就 能 使 整个 仪器 成 为 这 样 的 状态 ， 十 字 架 的 直 杆 BW ， 
B80, BV 通过 矩形 4DEZ 的 顶点 4 ,了 ,下 如果 j> a，, 这 
样 一 种 安排 总 是 可 能 的 。 我 们 立刻 看 到 a:x 一 x:y 二 y:f. 
这 时 如 果 把 仪器 调整 得 使 等 于 2a, 则 有 w= 一 2， 因此 x* 
将 是 这 样 一 个 立方 体 的 边 ， 它 的 体积 是 以 4 为 边 的 立方 体 的 
体积 的 二 倍 ， 这 就 是 倍 立方 体 问题 所 要 求 的 解 。 


图 46 倍 立方 你 的 一 个 工具 


2. 只 限于 用 圆规 


”允许 使 用 各 种 各 样 的 仪器 ， 我 们 就 能 解决 很 多 的 作 图 问 
题 ， 这 当然 是 很 自然 的 ， 于 是 人 们 可 能 认为 ， 更 多 地 限制 可 
使 用 的 仪器 将 缩小 可 作 图 的 范围 ， 然 而 意大利 人 马鞭 罗 尼 
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(Mascheroni 1750 一 1800) 却 发 现 了 一 个 令 人 吃惊 的 事实 ; 
所 有 用 圆规 和 直 尺 可 以 实现 的 几何 作 图 ，: 只 用 圆规 也 都 能 作 
出 .当然 不 用 直 尺 我 们 不 能 画 出 连接 两 点 的 直线 ， 所 以 这 个 
基本 作 图 实际 上 不 包括 在 马 吹 罗 尼 的 理论 中 ,为 了 补救 这 一 
点 ， 我 们 必须 把 一 条 直线 想象 成 是 由 它 上 面 的 任意 两 点 所 给 
定 的 . 我们 可 以 只 用 圆规 找 出 以 这 种 方式 给 定 的 两 条 直线 的 
交点 ,同样 地 ,可 以 找 出 一 条 直线 和 一 给 定 贺 的 交点 ， 

马 歌 罗 尼 作 图 最 简单 的 例子 可 能 是 作 一 线段 48 的 两 
倍 , 它 的 解法 在 第 197 页 已 经 给 出 . 在 第 198 页 我 们 二 等 
分 了 一 直线 段 。 现 在 我 们 要 解决 当 圆 心 2 已 知 时 ， 圆 上 给 定 
弧 48 的 二 等 分 问题 。 作法 如 下 : 以 4 和 8 为 圆心 , 40 为 
半径 画 两 个 弧 ， 从 0O 标 出 弧 上 两 点 P, 0, 使 0P? 和 00 等 于 
48. 然后 以 P 和 89 为 圆心 , PB 和 04 为 半径 画 两 个 弧 相 交 
于 R. 最 后 以 OR 为 半径 , 以 了 或 8 为 圆心 画 一 弧 与 48 相 
交 , 这 交点 就 是 所 求 的 弧 48B 的 中 点 。 这 个 证 明 留 给 读者 作 
为 练习 ， 


Re 
若 对 于 用 圆规 和 直 尺 可 能 
实现 的 每 一 个 作 图 问题 ， 都 实 
际 地 给 出 其 只 用 圆规 的 作 图 方 yen 


法 ， 以 此 来 证 明 马 软 罗 尼 的 一 处 、 ” 狼 、 水 


般 定理 是 不 可 能 的 、 因 为 可 作 富有 局 吕 规 下 分 

图 的 问题 的 数目 不 是 有 限 的 . 

但 是 ,通过 证 明 下 述 四 种 基本 作 图 都 可 以 只 用 圆规 来 实现 ,我 
们 就 能 达到 同样 的 目的 : 
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1. 给 定 贺 心 和 半径 , 画 一 圆 。 

2. 求 两 个 圆 的 交点 . 

3. 求 一 条 直线 和 一 个 圆 的 交点 。 

4. 求 两 条 直线 的 交点 . 
通常 意义 下 ( 指 只 用 圆规 和 直 尺 ) 的 任何 几何 作 图 都 是 由 一 连 
串 有 限 个 这 些 初等 作 图 构成 的 。 显 然 前 两 个 只 用 圆规 是 可 以 
实现 的 。 为 了 解决 比较 困难 的 问题 3 和 4 , 要 依靠 上 一 小 节 
介绍 的 反 演 性 质 . 

现在 我 们 来 解决 问题 3, 即 求 圆 c 和 由 4,8 两 点 给 定 的 
直线 的 交点 .以 4 和 了 为 圆心 , 40 和 BO 为 相应 的 半径 , 画 
两 个 弧 相 交 于 P， 现 在 利用 第 197 页 的 方法 , 只 用 圆规 确定 
P 关 于 贺 C 的 反 演 点 92。 再 画 出 以 2 为 中 心 ，09 为 半径 的 
圆 ( 它 必 定 与 圆 C 相交 ); 此 圆 与 给 定 圆 c 的 交点 * 和 x" 就 是 
所 求 的 点 . 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 只 需要 说 明 由 x* 和 *' 到 0 
和 了 是 等 距离 的 ， 因 为 从 作 图 得 知 4，B 就 是 如 此 ， 这 一 点 
由 如 下 事实 可 得 : 由 9 的 反 演 点 到 * 和 x 的 距离 等 于 C 的 
半径 (第 197 页 )。 注意, 过 *, *，0 的 圆 是 直线 48 的 反 
演 ,因为 这 个 圆 和 直线 48 都 与 C 交 于 相同 的 点 (圆周 上 的 点 
”是 它们 自己 的 反 演 .)》 

这 个 作 图 方法 仅 当 直线 4B 通过 C 的 圆心 时 才 无 效 . 然 
而 这 时 可 以 通过 第 201 页 给 出 的 作 图 方法 来 求 交 点 , 它 是 C 
上 的 缴 B18, 的 中 点 ,其 中 B, 和 B; 是 以 8 为 圆心 的 任意 圆 与 
C 的 交点 . 

求 一 圆 , 它 是 连接 两 个 给 定点 的 直线 的 反 演 , 这 个 方法 能 
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图 48 圆 和 不 过 圆心 的 直线 的 交点 


A 
0 C 
和 一 一 一 一 一 全 By 
| 
C Bi ~ 
图 49 品 和 过 贺 心 的 直线 的 交点 图 50 ”两 条 直线 的 交点 


立刻 给 出 问题 4 的 解 . -假设 给 定 两 条 直线 4B 和 4'B' (图 
50). 在 平面 上 画 任意 贺 C, 且 用 前 面 的 方法 求 出 48 和 4'B 
的 反 演 贺 .这 两 个 贺 相 交 于 0 和男 一 点 了 .YY 的 反 演 后 就 
是 所 求 的 交点 ， 并 且 能 用 前 面 用 过 的 方法 作出 。X 是 所 求 的 
点 , 这 是 显然 的 , 因为 Y 是 4B 和 4'B' 的 公共 点 的 唯一 的 反 
演 点 ,因此 了 的 反 演 点 X 必 须 同 时 在 48 和 43 上 . 


有 了 这 两 个 作 图 ， 我 们 就 证 明了 只 用 圆规 的 马 歌 罗 尼 作 
图 与 用 圆规 和 直 尺 的 通常 几何 作 图 之 间 的 等 价 性 ,我 们 没有 
致力 于 对 一 个 个 问题 提供 巧妙 的 解法 ， 因 为 我 们 的 目的 是 着 
重 于 对 马 歌 罗 尼 作 图 从 总 的 方面 作 某 些 考察 .但 是 ,现在 我 们 
要 给 出 作 正 五 边 形 的 例子 。 更 确切 地 说 , 我 们 要 在 圆周 上 找 
五 个 点 ,它们 是 圆 内 接 正 五 边 形 的 顶点 . 
设 4 是 给 定 圆 色 上 的 任意 点 . 内 接 正六 边 形 的 边 长 等 于 
天 的 半径 ， 因 此 我 们 能 找 出 圆 色 上 点 B， C,D, 使 4B=BC 
一 CD 一 60° (图 51). 以 4 和 为 圆心 , 4C 为 半径 ,我 们 画 
两 个 弧 相 交 于 X. ene 

OX 为 半径 的 弧 将 交 K 于 BC 的 中 点 ( 见 第 201 页 ). 
广 我 们 以 了 为 圆心 ， ws， 
~ 半径 画 一 弧 交 于 G 和 右 , 设 
2 C 点 了 与 鼠 和 五 的 距离 等 于 OX， 
而 0 介 于 Y 和 X 之 闻 . ee 

等 于 所 求 的 正 五 边 形 的 边 . 
. 2 明和 留 给 读者 作 练 习 . ee 
图 中 仅仅 用 了 三 种 不 同 的 半 
径 ， 
1928 年 丹麦 数学 家 吉尔 
姆 斯 累 夫 《Hjelmslev》 在 哥 本 
哈 根 的 一 家 书店 里 发 现 了 一 本 书 ; 《 欧 几 里 得 . 丹麦 本 》 
(Euclides Danicus)， 是 一 个 不 出 名 的 作者 莫 尔 (G. Mohr) 在 
1672 年 出 版 的 ， 从 书 名 来 看 , 入 们 可 能 以 为 这 不 过 是 欧 几 里 


»°204. 


K 


图 51 正 五 边 形 的 作 图 


得 《原本 》 的 一 个 译本 或 译注 。 然 而 当 吉 尔 姆 斯 累 夫 查 阅 这 本 
书 时 ,他 惊奇 地 发 现 , 它 实 质 上 包含 了 马 软 罗 尼 问题 ， 而 且 早 
在 马 歌 罗 尼 之 前 已 经 完全 解决 了 这 个 问题 . 
习题 下 面 是 关于 莫 尔 作 图 的 描述 。 验 证 它们 的 合理 性 .为 
什么 它们 解决 了 马 歌 罗 尼 问题 ? 
1) 在 一 个 长 为 z 的 线段 48 上 ， 作 一 垂 线 BC, (提示 : 延长 
48 到 刀 点 使 4B = BD, 以 4, D 为 圆心 画 任意 圆 , 从 而 确定 C. ) 
2) 在 平面 上 给 定 长 为 4 的 两 个 线段 ， 这 里 z> 9。， 利 用 1) 

作 一 长 为 > = VY 一 9 的 线段. 

3) 从 一 给 定 线段 < 作 线 眉 < W 了 . (提示 : 注意 (a W 37 一 

(eV 3) — a.) - 

4) 用 给 定 线段 ,9 作 一 线段 * = V 六 十 和 , (提示 : 用 关 

系 式 x? = 2p? 一 《pr 一 97),) 求 作 其 它 类 似 的 图 。 

5) 平面 上 给 定 长 为 和 9 的 线段 , 用 前 面 的 结果 作 长 为 p+ 
dyp—4 的 线段 。 
6) 验证 并 且 证 明 下 面 在 长 为 “ 的 线段 48 上 求 中 点 以 的 作 

图 在 48 的 延长 线 上 求 出 C，D， 使 C4 = 4B = BD， 作 等 腊 三 

角形 ECD, 其 中 EC = ED = 24。 求 出 以 EC 和 ED 为 直径 的 圆 的 

交点 M。 

7) 作 点 4 在 直线 BC 上 的 垂 足 .。 
8) 给 定 线 段 <， pp 和 和 4, 作 x 使 x:a = p:4。 
9) 给 定 线段 < 和 5, 作 +* = oz。 

施 泰 纳 (J. Steiner) (1796 一 1863) 为 马 歌 罗 尼 的 作 图 所 
鼓舞 ,试图 以 直 尺 替代 贺 规 , 仅 以 它 为 工具 来 作 图 . 当然 只 用 
直 尺 不 能 超出 一 个 给 定 的 数 域 ， 因 些 对 经 典 意 义 下 的 所 有 几 
何 作 图 来 说 , 它 是 不 够 的 。 然 而 引 人 注 目的 是 , 施 泰 纳 可 以 把 
圆规 的 使 用 只 限于 一 次 。 他 证 明了 ,在 平面 上 ,只 要 给 定 一 固 
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定 贺 和 它 的 圆心 , 那 末 凡是 能 用 圆规 和 直 尺 实现 的 各 种 作 图 ， 
都 可 以 只 用 直 尺 来 作 ， 这 些 作 图 需要 运用 一 些 射影 方法 ， 我 
们 将 在 后 面 加 以 说 明 ( 见 第 259 页 )。 


* 这 个 圆 和 它 的 圆心 是 不 可 缺少 的 。 例如 ， 只 给 定 一 个 圆 而 
没 给 出 圆心 , 就 不 可 能 只 用 直 尺 找 出 它 的 圆心 .为 了 证 明 这 一 点 ， 
我 们 需要 用 到 后 面 将 要 讨论 的 一 个 事实 (第 287 页 ): 存在 具有 
下 述 性 质 的 平面 到 它 自 身 的 变换 ，(a) 给 定 的 圆 在 这 变换 下 不 变 ， 
(b) 任意 直线 变 成 直线 . 〈“) 给 定 的 圆心 变 到 其 它 某 个 点 。 仅仅 
是 这 样 一 个 变换 的 存在 ， 就 表明 了 只 用 直 尺 作 这 个 给 定 圆 的 圆心 
是 不 可 能 的 。 因 为 ,只 要 这 样 的 作 图 是 可 行 的 , 它 不 外 平 将 通过 夯 
若干 条 直线 、 求 它们 之 间 的 交点 以 及 求 它们 和 这 给 定 圆 的 交点 来 
实现 ， 现在 如 果 对 给 定 风 加 上 在 作 图 中 产生 的 所 有 点 和 直线 所 组 
成 的 整个 图 形 实施 我 们 假设 存在 的 这 个 变换 ， 则 变换 后 的 图 形 将 
满足 作 图 的 所 有 要 求 ， 但 是 其 结果 将 产生 一 个 不 是 给 定 圆 的 圆心 
的 点 。 因 此 这 样 的 作 图 是 不 可 能 的 。 | 


3. 用 机 械 工具 作 图 机 械 曲 线 旋 轮 线 


设计 机 械 工 具 用 来 画 圆 和 直线 以 外 的 曲线 ， 我 们 就 能 大 
大 扩充 作 图 的 范围 .例如 , 如 果 我 们 有 一 个 画 双 曲线 zy 二 
NE 个 画 抛 物 线 y 一 ax? 十 bx 十 < 的 工具 ， 则 任何 
一 个 可 归结 为 三 次 方程 


ax 十 xz 十 cx 一 有 (1) 
的 问题 都 可 以 用 这 些 工具 通过 作 图 来 解决 .因为 如 果 我 们 令 
xy 一 &，7y 一 az 十 bx 十 c， (2) 


则 解 方 程 (1) 相 当 于 通过 消去 7 来 解 联 立方 程 (2), 即 (1) 的 根 
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3 一 ax2? 十 2x 二 6 


图 52 三 次 方程 的 图 角 


就 是 (2) 中 的 双 曲线 和 抛物 线 的 交点 的 * 坐标 。 因 此 如 果 我 
们 有 一 些 工 具 可 用 来 画 方程 (2) 的 双 曲 线 和 抛物 线 的 话 , 那 末 
就 可 以 用 作 图 方法 来 解 (1). 

自古 以 来 ， 数 学 家 就 知道 有 许多 有 趣 的 曲线 能 用 简单 的 
机 械 工 具 来 确定 和 作 图 ， 在 这 些 “ 机 械 曲 线 " 中 , 旋 轮 线 (也 称 
摆 线 ) 是 最 引 人 注目 的 , 托 勒 密 ( 约 公元 200 年 ) 以 十 分 巧妙 的 
方式 用 它们 来 描述 太空 中 行星 的 运动 . 

如 果 一 个 圆 沿 着 一 直线 无 滑动 地 滚动 ， 则 圆周 上 某 一 固 
定点 所 描 出 的 曲线 就 是 最 简单 的 旋 轮 线 。 图 53 表明 了 这 深 


图 53 旋 轮 线 
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动 着 的 圆 上 一 点 了 的 四 个 位 置 ， 旋 轮 线 的 一 般 形 状 是 支撑 在 
这 直线 上 的 一 系列 拱 形 线 . 

如 果 把 点 了 选 在 圆 的 内 部 (如 在 一 个 轮子 的 辐 条 上) 或 在 
圆 半径 的 延长 线 上 《如 在 火车 轮 的 凸 缘 轮 上 )， 就 可 以 得 到 这 
种 曲线 的 不 同 变形 图 54 表明 了 这 两 种 曲线 . 


图 54 一 般 旋 轮 线 

旋 轮 线 的 进一步 变形 可 以 这 样 来 得 到 ， 让 一 个 圆 不 是 在 

直线 上 而 是 在 另 一 个 圆 上 滚动 如果 滚动 着 的 半径 为 + 的 贺 

< 内 切 于 较 大 的 半径 为 R 的 圆 <， 则 < 的 圆周 上 一 固定 点 的 
轨迹 为 加 内 旋 轮 线 (或 内 摆 线 ). 

如 果 圆 。 恰好 滚 过 < 的 整个 圆周 ， 只 有 当 < 的 半径 为 < 

的 半径 的 整数 倍 时 ,点 了 才能 回 到 它 原来 的 位 置 。 图 55 说 明 


图 55 圆 内 三 尖 旋 轮 线 图 5 一 个 圆 在 另 一 个 半径 是 其 二 倍 
的 圆 内 滚动 时 , 圆 上 一 点 作 直 线 运 动 
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了 R 一 37 的 情形 。 更 一 般 地 ， 如 果 C 的 半径 为 “ 的 半径 的 
二 倍 , 则 这 加 内 旋 轮 线 要 绕 C 转 2 周 之 后 才 闭合 , 它 是 由 浪 
个 拱 形 线 组 成 的 。 一 个 有 趣 的 特殊 情况 出 现在 R 一 27 时 ， 
这 时 内 圆 的 任 一 点 了 将 描 出 大 加 的 一 个 直径 〈 图 56)， 对 这 
一 事实 的 证 明 ,我 们 把 它 当 作 一 个 习题 留 给 读者 . 

滚动 一 个 贺 使 它 外 切 于 一 个 固定 贺 ， 还 能 产生 男 一 种 施 
轮 线 ， 这 样 的 昌 线 称 为 圆 外 旋 轮 线 (或 外 摆 线 )。 


*4. 连 杆 ” 波 西里 叶 和 哈 特 的 反 演 器 


现在 我 们 暂且 丢 开 旋 轮 线 这 一 课题 (它们 将 在 一 个 预料 
不 到 的 地 方 再 次 出 现 ) 而 来 考虑 产生 曲线 的 其 它 方法 。 画 曲 
线 的 最 简单 的 机 械 工具 是 连 杆 ， 连 杆 是 一 组 刚体 小 杆 用 轴 以 
某 种 方式 连接 在 一 起 的 ,整个 系统 要 有 适当 的 活动 自由 ,使 得 
它 上 面 的 某 一 点 能 描绘 出 特定 的 曲线 ， 圆 规 实际 上 就 是 一 个 
简单 的 连 杆 ,从 原理 上 讲 , 它 就 是 由 钉 在 一 个 点 上 的 单个 杆 组 
成 的 . 

连 杆 在 机 械 作 图 中 已 经 使 用 了 很 入. 历史 上 最 著名 的 例 
子 是 “瓦特 平行 四 边 形 ”。 瓦特 《J. Watt) 发 明 它 是 为 了 把 
他 的 蒸汽 机 的 活塞 和 飞轮 上 的 一 点 连结 起 来 ， 使 飞轮 的 旋转 
运动 变 成 活塞 的 直线 运动 ， 瓦 特 的 解 只 是 近似 的 ， 而 作 一 个 
连 杜 以 推动 一 个 点 精确 地 作 直 线 运动 的 问题 ， 尽 管 有 许多 著 
”名 的 数学 家 致力 于 此 ,过 去 却 一 直 没 能 解决 ， 有 一 个 时 期 , 关 
于 某 些 问题 的 解 的 不 可 能 性 的 证 明 引起 了 人 们 的 广泛 注意 ， 
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于 是 出 现 了 一 种 猜测 , 以 为 作 这 样 的 连 枉 是 不 可 能 的 ， 1864 
年 ， 法 国 海军 军官 波 西 里 叶 〈Peaucellier) 发 明了 一 个 简单 的 
连 杆 解 决 了 这 个 问题 ， 这 在 当时 引起 了 友 动 。 但 是 由 于 引进 
了 有 效 的 渔 温 记 ， 巷 汽 机 的 这 个 技术 问题 已 经 失去 了 它 的 意 


ro | 
乡 


图 57 旋转 转化 为 直线 运动 


波 西 里 叶 连 杆 的 作用 在 于 把 圆周 运动 变 成 直线 运动 . 它 
建立 在 $4 讨论 的 反 演 理论 的 基础 上 如 图 58 所 示 , 这 连 杆 
”由 七 个 刚体 小 杆 组 成 ， 其 中 两 个 长 为 +, 四 个 长 为 ;, 第 七 个 
为 任意 长 。 O 和 有 R 是 两 个 固定 点 ， 置 于 使 OR 一 PR 的 位 置 
上 。 整个 装置 按照 这 些 给 定 的 条 件 自由 地 运动 我 们 要 证 
明 , 当 忆 以 R 为 中 心 PR 为 半径 描 出 一 个 圆 时 , 9 将 描 出 一 条 
直线 段 。 用 工 表示 由 3 到 009 的 垂 线 的 垂 足 ,我 们 看 到 

OP. 00= (OT— PT)(OT + P7) 
一 072 一 PT 一 (072 十 S72) 
一 (PT2? 十 S72) 一 关 一 了 
量 疡 一 2 是 常数 , 记 为 m>。 由 于 OP. 00 一 +, P 和 9 是 关 
于 以 o 为 圆心 ， 为 半径 的 圆 的 反 演 点 。 当 卫 描 出 一 圆周 路 
程 时 ( 它 经 过 0), 2 描 出 该 图 周 的 反 演 曲线 。 这 曲线 必定 是 


。210。 


一 直线 ， 因 为 我 们 已 经 证 明了 过 的 圆 的 反 演 是 一 直线 . 因 
此 8 的 路 程 是 一 直线 而 无 须 用 直 尺 来 画 . 


图 58 ”把 旋转 运动 变 成 直线 运动 的 波 西 里 叶 变换 
解决 同样 问题 的 另 一 种 连 枉 是 哈 特 〈Harb) 的 反 演 工 具 ， 
如 图 59, 它 是 由 五 根 杆 连结 而 成 的 ， 其 中 4 了 3 一 CD, 8C= 
4D, 点 0、.P 和 2@ 分 别 固定 在 杆 48, 4D 和 CB 上 ， 且 使 


AO_AP _CO_m a _ 
05 PD 9B 7 点 0 和 $s 固定 在 平面 上 使 03 


Ps, 而 连 杆 的 其 余部 分 可 以 自由 运动 。 显然 4C 总 是 平行 于 
BD 的 . 因此, 0、P 和 8 共 线 且 OP 平行 于 4C. 画 4E 和 
CF 垂直 于 BD, 我们 有 

AC* BD= EF. BD= (ED+ EB)(ED— EB) 


| 一 ED’— EB’. 
但 是 ED 十 4E’ 二 4D’, EB’+ 4E? 一 4B?， 因此 ED’ 一 
OP AO m 00 
EB 一 4D 一 4B:， 现 一 三 
在 BD AB m+n’ 县 4C 
OB nn 量 | Mn | 
A OP . 00 一 -| BD. AC= 
AB 二 本 0 (m+ 17) 
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[es| (4 一 489， 这 个 量 对 连 枉 的 所 有 可 能 位 置 
(m+ 1) 

都 是 一 样 的 ， 所 以 和 9 是 关于 某 个 以 0 为 贺 心 的 圆 的 反 演 
点 ， 当 连 杆 运动 时 ,了 描 出 一 个 以 5 为 圆心 而 过 0 的 圆 ,因而 


它 的 反 演 点 8 描 出 一 直线 . 


图 59 哈 特 的 反 演 工具 

至 少 从 原理 上 讲 , 能 描画 椭圆 \ 双 曲线 ,实际 上 ,能 描画 由 

任意 次 代数 方程 f(x, y) 一 0 给 出 的 曲线 的 其 它 连 杆 都 可 设 
计 出 来 


$6 再 谈 反 演 及 其 应 用 


1. 角 的 不 变性 ” 圆 族 


虽然 圆 的 反 演 大 大 改变 了 几何 图 形 的 样子 ， 然 而 值得 注 
的 是 ， 新 的 图 形 继续 保持 旧 的 图 形 的 许多 性 质 ， 有 一 些 性 
在 变换 下 不 变 , 即 具有 “不 变性 ”如 我 们 所 知 , 反 演 把 贺 和 
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沸 


2 


水 


直线 变 成 网 和 直线 .现在 我 们 应 上 另 一 个 重要 性 质 : 两 条 直 
线 或 曲线 的 夹 角 在 反 演 下 是 不 变 的 . 即 任意 两 条 相交 的 曲线 
在 反 演 下 变 成 另外 两 条 曲线 ,它们 仍然 相交 且 交 成 同样 的 角 . 
当然 ,两 条 曲线 之 间 的 夹 角 是 指 它们 的 切线 之 闻 的 夹 角 , 

其 证 明 可 以 从 图 60 看 出 ,这 个 图 表明 一 条 曲线 C 和 一 条 


图 60 在 反 演 下 , 角 的 不 变性 


直线 OL 交 于 点 了 的 这 种 特殊 情形 . C 的 反 演 C" 交 0L 于 
反 演 点 P', 因为 OL 是 它 自身 的 反 演 , P' 仍 在 OL 上 . 现在 
我 们 要 说 明 0L 与 C 在 P 点 的 切线 之 间 的 夹 角 和 在 数值 上 
将 等 于 相应 的 角 yo。 为 此 我 们 选取 曲线 C 上 靠近 P 的 一 点 
4， 且 画 割 线 4P.。 4 点 的 反 演 是 4', 它 同 时 在 直线 04 和 曲 
线 C' 上 , 因此 必定 是 它们 的 交点 ,我 们 画 割 线 4'P', 由 反 演 
定义 可 知 
r= OP. OP'= 0A:04’', 
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即 三 角形 04P 和 04'P' 相似 ， 因 此 角 * 等 于 04'P', 我 们 
称 之 为 y. 我 们 的 最 后 一 步 是 让 4 沿 着 C 移 动 到 P 了 点. 这 导致 
割 线 4P 转 到 C 在 了 点 的 切线 位 置 上 ， 而 角 x* 趋 于 x， 同时 
4' 将 到 达 P', 4'P' 将 转 到 P' 点 的 蕊 线 上 , 角 ? 趋 于 y， 由 于 
在 4 的 每 一 个 位 置 上 x 等 于 y, 通过 取 极限 我 们 一 定 有 * 一 
yo, 


但 是 我 们 的 证 明 只 完成 了 一 部 分 ， 因 为 我 们 仅仅 考虑 了 
曲线 和 一 条 过 0 的 直线 相交 的 情况 ,关于 两 条 曲线 C,C* 在 
P 点 形 成 一 角 z 的 一 般 情况 ,现在 是 容易 处 理 的 .因为 ,显然 
直线 OPP' 分 z 为 两 个 角 , 而 我 们 知道 每 一 个 角 在 反 演 下 是 不 
变 的 . 


应 当 注意 , 虽然 反 演 保 持 了 角 的 数值 ， 但 它 改变 了 角 的 方向 ; 
即 如 果 过 P 的 一 条 射线 以 逆 时 针 方 向 扫 过 角 am， 则 它 的 象 以 顺 时 
针 方向 扫 过 角 y%。 
在 反 演 下 , 角 的 不 变性 的 一 个 特殊 推论 是 , 两 个 正 交 《 即 
交 成 直角 ) 的 圆 或 直线 经 过 反 演 仍 然 正 交 , 而 两 个 相 切 《 即 交 
成 零度 角 ) 的 圆 仍然 保持 相 切 . 
我 们 考虑 一 族 通 过 反 演 中 心 0 和 平面 上 另 一 固定 点 4 的 
所 有 圆 ， 从 $4 第 二 小 节 , 我 们 知道 这 族 圆 变 成 一 族 直 线 , 它 
们 由 《4 的 象 4” 放射 出 去 ， 和 原来 这 族 圆 正 交 的 圆 将 变 成 与 
过 4' 的 直线 正 交 的 贺 ， 如 图 61 所 未 《〈 正 交 圆 用 虚线 表示 )。 
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图 6! ”用 反 演 相 联系 的 两 组 正 交 贺 


ng 
Cc 
PO 
B 
PE 
名 “ 
0 


图 62 相 切 的 圆 变 成 平行 线 


放射 直线 的 简单 图 象 和 这 些 圆 的 图 象 表面 上 看 来 很 不 相同 ， 
然而 我 们 看 到 它们 是 紧密 联系 的 一 一 实际 上 ， 从 反 演 理论 的 
观点 来 看 ,它们 是 完全 等 价 的 . 

利用 在 反 演 中 心 彼此 相 切 的 一 族 贺 可 以 说 明 反 演 的 男 一 
种 效果 .经 过 变换 ， 它 们 变 成 了 一 族 平行 线 . 原因 是 圆 的 象 
是 直线 ,而 其 中 任意 两 条 线 都 不 相交 ,因为 原来 的 贺 只 在 O 点 


相交 
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2. 在 阿波 罗 尼 斯 问题 上 的 应 用 


下 述 阿 波 罗 尼 斯 问题 的 简单 几何 解法 ， 可 以 很 好 地 说 明 
反 演 理 论 的 用 途 ， 通 过 关于 任意 一 个 圆心 的 反 演 ， 对 三 个 给 
定 圆 的 阿波 罗 尼 斯 问题 可 以 变换 为 对 另外 三 个 加 的 相应 的 问 
题 . (这 是 为 什么 ?)， 因 此 ,如 果 我 们 能 够 解决 任意 一 组 三 个 
圆 的 问题 ， 则 对 于 由 这 三 个 圆通 过 反 演 而 得 到 的 另外 一 组 三 
个 圆 来 说 ,问题 也 解决 了 .我 们 要 利用 这 个 事实 ,办 法 是 在 所 
有 这 些 等 价 的 三 个 圆 中 选择 问题 的 解 是 最 简单 的 一 组 ， 

我 们 从 圆心 为 4、B、5C 的 三 个 圆 出 发 ， 仿 设 所 求 的 加 
U 的 圆心 为 0, 半径 为 p, 而 且 和 这 三 个 给 定 的 圆 外 切 ， 如 时 
我 们 把 这 三 个 给 定 的 圆 的 半径 都 加 上 同一 个 量 4， 则 以 原来 
的 0 为 圆心 ，p 一 4 为 半径 的 圆 显然 是 这 个 新 间 题 的 解 ， 我 
们 利用 这 个 办 法 ,预先 使 三 个 给 定 的 圆 中 有 两 个 在 点 及 相 切 ， 
以 此 代替 原来 的 那 三 个 给 定 圆 〈 图 63)。 其 次 我 们 用 圆心 为 


图 6 阿波 罗 尼 斯 作 图 的 顶 备 
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& 的 某 个 圆 来 反 演 整个 图 形 ， 于 是 以 了 和 C 为 圆心 的 圆 变 成 
了 平行 线 上 和 c, 而 第 三 个 圆 变 成 了 另 一 个 圆 = (图 64). 我 们 
知道 a, 5,。 都 可 以 用 圆规 和 直 尺 来 作 。 未 知 圆 U 变 成 一 个 
和 4,5,c 都 相 切 的 圆 , 它 的 半径 7 显然 是 5 和 < 之 闻 的 距 
离 的 一 半 ， 它 的 圆心 0' 是 去 和 < 之 间 的 中 线 与 以 4' 为 圆心 
(a 的 圆心 )、* 十 :为 半径 (* 是 “的 半径 ) 的 圆 的 交点 之 一 。 
最 后 作 x 的 反 演 圆 ， 我 们 便 得 到 了 所 求 的 阿波 罗 尼 斯 圆 U. 
( 它 的 圆心 0 是 # 的 圆心 对 于 以 及 为 反 演 中 心 的 那个 反 演 贺 
的 反 演 ). 


图 64 阿波 罗 尼 斯 问题 的 解 


*3. 重复 反射 


每 个 人 都 熟悉 用 好 几 面 镜子 时 出 现 的 奇怪 的 反射 现象 . 
如 果 在 一 个 长 方形 的 屋子 里 ， 四 面 墙 上 都 挂 满 了 不 吸收 光 的 
理想 镜子 的 话 ,一 个 光 点 将 会 有 无 穷 多 个 象 ,每 一 个 象 对 应 于 
通过 反射 得 到 的 各 个 全 等 的 房间 (图 65)， 一 些 比较 不 规则 
的 镜子 装置 , 例如 三 角形 馆子 , 能 给 出 一 系列 更 为 复杂 的 象 . 
只 有 当 反 射 后 的 三 角形 互 不 重要 地 覆盖 住 整个 平面 时 ， 所 得 
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图 65 在 和 矩形 墙 中 的 重复 反射 
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图 66 三 角形 镜子 的 规则 装置 


的 图 形 才 易于 描述 . 这 种 现象 只 出 现 于 直角 等 腰 三 角形 、 等 
边 三 角形 以 及 由 等 边 三 角形 的 一 半 作 成 的 直角 三 角形 的 情 


况 , 见 图 66. 
如 果 我 们 考虑 关于 一 对 贺 的 重复 反射 情况 将 更 有 趣 . 


如 果 站 在 两 个 同心 圆 镜面 之 间 ， 我 们 将 看 到 无 穷 多 个 与 它们 
同心 的 其 它 锅 .这 些 圆 的 一 个 序列 趋 于 无 穷 ， 而 另 一 个 序列 


则 汇聚 在 圆心 周围 , . 
两 个 外 离 的 圆 的 情况 略为 复杂 一 些 ， 这 时 这 些 圆 和 它们 
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图 68 三 个 圆 的 重复 反射 


的 象 逐次 彼此 互相 反射 ,每 次 反射 均 变 小 ,直到 它们 缩 成 分 属 
于 两 圆 的 两 个 点 . (这 两 个 点 有 下 述 性 质 ,它们 关于 这 两 个 贺 
是 互 为 反 演 的 .) 图 67 显示 了 这 种 情形 .图 68 是 用 三 个 图 
生成 的 美丽 图 案 . 


第 四 章 ”射影 几何 ”公理 体系 
非 欧 几 里 得 几何 


81 引 言 
1. 几何 性 质 的 分 类 ”变换 下 的 不 变性 


几何 学 所 讨论 的 是 平面 和 空间 图 形 的 性 质 ， 这些 性 质 形 
形 色 色 、 名 目 繁多 ,以 至 有 必要 用 某 些 分 类 的 办 法 把 这 丰富 的 
知识 条 理化 ， 例 如， 人们 可 以 根据 推导 定理 时 所 用 的 方法 引 
进 一 种 分 类 ， 从 这 观点 出 发 ,把 它 分 为 “综合 "的 和 “解析 ”的 
两 种 方法 ， 前 一 个 是 经 典 的 欧 几 里 得 公理 方法 ， 其 内 容 是 建 
立 在 纯粹 几何 的 基础 上 ,与 代数 以 及 数 的 连续 统 的 观念 无 关 ， 
而 且 定 理 是 借助 逻辑 推理 从 称 为 公理 或 公设 的 一 组 初始 命题 
导出 的 。 第 二 个 方法 是 在 引进 数值 坐标 的 基础 上 , 应 用 了 代 
数 的 技巧 ， 这 个 方法 给 数学 科学 带 来 了 一 个 深刻 的 变化 ， 其 
结果 把 几何 、 分 析 和 代数 统一 成 了 一 个 有 机 的 系统 . 

在 这 一 章 按照 内 容 来 分 类 要 比 按 照 方法 来 分 类 更 重要 . 
这 里 ,分 类 是 基于 定理 本 身 的 特性 而 不 管 其 证 明 的 方法 如 何 。 
在 初等 平面 几何 中 ,人 们 把 (用 长 度 和 和 角 的 概念 来 处 理 的 ) 图 
形 全 等 的 定理 与 ( 仅 用 角 的 概念 来 处 理 的 ) 图 形 相 似 的 定理 区 
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分 开 来 ， 但 这 个 区 分 并 不 重要 ， 因 为 长 度 和 角度 是 如 此 紧密 
地 联系 着 的 ,以 至 硬 把 它们 分 开 来 显得 有 些 率 强 ， (有关 这 类 
联系 的 研究 , 形成 了 三 角 学 这 门 学 科 的 大 部 分 .) 如 果 不 考虑 
这 一 点 ,我 们 可 以 说 初等 几何 是 关于 量 值 一 长 度 、 角 度 及 面 
积 一 的 理论 ， 从 这 个 观点 来 看 ， 两 个 图 形 如 果 它 们 是 多 等 
的 ， 即 如 果 从 一 个 图 形 可 以 通过 刚体 运动 的 办 法 得 到 另 一 个 
图 形 ， 并 且 在 此 刚体 运动 中 ， 只 有 位 置 的 改变 而 没有 量 值 的 
变化 , 我 们 就 说 它们 是 等 价 的 ， 现 在 产生 了 一 个 问题 : 量 值 
的 概念 以 及 与 此 有 关 的 全 等 和 相似 概念 ， 对 于 几何 来 说 是 不 
是 最 本 质 的 ,或 者 说 ,几何 图 形 是 否 还 具有 更 深刻 的 、 甚 至 在 
比 刚体 运动 更 剧烈 的 变换 下 也 保持 不 变 的 性 质 ， 我 们 将 会 看 
到 ,情况 确实 如 此 . 

假设 我 们 在 一 个 矩形 的 软木 块 上 画 一 个 圆 和 两 条 互相 重 
直 的 直径 , 如 图 69， 如 果 我 们 把 这 块 软木 放 在 一 个 老虎 钳 的 
钳 口 中 ,把 它 压缩 成 原来 宽度 的 一 半 , 则 这 个 圆 将 变 成 一 个 本 
圆 ,两 个 直径 所 夹 成 的 角 将 不 再 是 直角 ,圆周 上 的 点 到 中 心 的 
距离 相等 这 个 圆 所 具有 的 性 质 , 在 椭 贺 上 也 不 复 成 立 了 ， 这 


> 


图 69 圆 的 压缩 
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样 一 来 ， 似 乎 原来 图 形 的 所 有 几何 性 质 经 过 压缩 后 都 被 破坏 
了 . 其实 不 然 , 例 如 “中 心平 分 直径 ”这 一 命题 对 圆 和 枯 圆 都 
是 成 立 的 。 在 这 里 ， 当 原来 图 形 经 过 一 个 在 量 值 方面 的 剧烈 
变化 后 ， 我 们 仍然 得 到 一 个 保持 不 变 的 性 质 ， 这 个 观察 使 我 
们 想到 , 可 以 把 几何 图 形 的 定理 依 此 加 以 分 类 : 图形 经 过 均 
匀 压 缩 , 其 定理 是 否 仍然 成 立 ， 更 一 般 地 ,对 任何 确定 的 一 类 
图 形 进行 变换 (例如 刚体 运动 ,压缩 、 圆 的 反 演 等 等 ), 我 们 可 
以 问 ,在 这 类 变换 下 ,图 形 的 什么 性 质 将 保持 不 变 ， 研 究 这 些 
性 质 的 全 体 定理 将 是 与 这 类 变换 相关 联 的 几何 .这 种 按照 变 
换 的 方式 把 几何 分 为 不 同 分 支 的 思想 ， 是 克 莱 菌 〈F、Klein， 
1849 一 1925) 在 1872 年 所 作 的 一 个 有 名 的 讲演 ( 厄 兰 格 
(Edanger) 纲领 ) 中 提出 的 ， 从 那 时 以 来 , 它 极 大 地 影响 着 几 
何 的 思想 . 

在 第 五 章 我 们 将 发 现 一 个 很 惊人 的 事实 : 几何 图 形 的 某 
， 些 性 质 有 如 此 深刻 的 不 变性 ,即使 图 形 受到 非常 剧烈 的 形变 ， 
这 些 性 质 仍然 保留 下 来 ; 画 在 一 块 橡皮 上 的 图 形 , 当 这 橡皮 以 
任意 方式 被 拉 长 或 压缩 时 ,其 图 形 仍然 保持 原来 的 某 些 特 性 . 
但 在 这 一 章 中 ,我 们 只 研究 如 下 一 些 人 性 质 ,它们 只 是 在 一 类 特 
定 变换 下 保持 不 变 ,或 者 说 具有 “不 变性 ”; 这 类 变换 介 于 以 下 
二 者 之 间 : 一 方 是 受到 严格 限制 的 刚体 运动 ， 另 一 方 是 最 普 
通 的 任意 变换 ， 这 就 是 “射影 变换 "类 ， 
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2 射影 变换 


数学 家 早 在 很 久 以 前 由 于 透视 的 问题 而 不 得 不 对 一 些 儿 
何 性 质 进行 研究 。 透视 问题 被 达 . 芬 奇 (Leonardo da Vinci) 
和 杜 勒 (A. Diirer) 等 艺术 家 研究 过 。 一 个 油画 家 所 作 的 画 
”可 以 认为 是 从 原 景 到 画布 上 的 一 个 投影 ， 投 影 中心 是 画家 的 
眼睛 。 在 这 过 程 中 ,长 度 和 角度 必然 要 改变 ,改变 的 方式 依赖 
于 所 画 的 各 种 东西 的 相对 位 置 . 但 原 景 的 几何 结构 在 画布 上 
通常 能 认 出 来 ， 这 是 为 什么 呢 ? 自然 是 由 于 存在 着 在 “射影 
下 不 变 ” 的 几何 性 质 ， 这 些 性 质 在 画 上 没有 表现 出 有 什么 变 
化 , 因而 使 得 画 与 原 景 的 等 同 成 为 可 能 。 而 找 出 并 分 析 这 些 
性 质 是 射影 几何 的 课题 . 

很 清楚 ,这 个 几何 分 支 的 定理 不 可 能 是 关于 长 度 、 角 和 全 
等 的 命题 。 某 些 弧 立 的 射影 性 质 从 十 七 世纪 起 ， 其 至 从 古代 
起 就 被 人 知道 了 [例如 美 内 劳 斯 《Menelaus) 定理 ]， 但 对 射 
影 几 何 的 系统 研究 是 从 十 八 世纪 末 开 始 的 ， 那 时 巴黎 著名 的 
综合 工科 学 校 在 数学 方面 的 发 展 ， 特 别 是 在 几何 学 方面 的 发 
展 ， 开 创 了 一 个 新 的 时 期 . 这 个 学 校 是 法 国 大 革命 的 产物 ， 
它 为 共和 国 军队 培养 了 许多 军 富 . 它 的 毕业 生 中 有 一 个 是 彭 
色 列 (J，V. Poncelet， 1788 一 1867)， 他 在 1813 年 ， 在 
俄国 当 战 俘 时 , 写 下 了 有 名 的 文章 “ 论 图 形 的 射影 性 质 ”"。 到 
十 九 世纪 , 在 施 泰 纳 (Steiner)、 史 陶 特 (von Staudt)、 沙 瓯 
《Chasles) 和 其 他 一 些 人 的 影响 下 , 射影 几何 成 为 数学 研究 的 
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主要 课题 之 一 ， 它 的 盛行 ， 一 方面 是 由 于 它 有 巨大 的 美学 上 
的 魅力 ， 另 一 方面 是 由 于 它 把 几何 作为 一 个 整体 来 研究 时 所 
获得 的 明显 效果 以 及 它 与 非 欧 几何 、 代 数 都 有 紧密 的 联系 . 


832 基本 概念 


1 射影 变换 群 


我 们 首先 定义 射影 变换 类 或 “ 群 ”?。 假设 我 们 在 空间 有 
两 个 平面 > 和 x*( 彼 此 不 一 定 平行 )。 这 时 我 们 可 以 从 不 在 
x 和 x 上 的 一 个 给 定 中 心 0 出 发 ,实现 x 到 x 上 的 一 个 中 


图 70 从 一 点 投影 


1)“ 群 ”这 个 术语 ， 当 它 应 用 于 变换 类 时 是 指 : 连续 应 用 某 一 变换 类 中 的 两 
个 变换 相当 于 该 类 中 的 一 个 变换 ， 而 且 该 类 中 每 一 个 变换 的 “ 逆 ? 变 换 仍 
属于 该 类 。 数学 运算 的 群 的 性 质 在 许多 领域 中 已 经 起 了 并 正在 起 着 十 分 

重要 的 作用 ,虽然 在 几何 中 , 群 的 概念 的 重要 性 可 能 有 点 被 压 大 了 ， 
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图 71 平行 投影 


心 投影 定义 ”上 每 一 点 P 的 象 是 x 上 的 点 已 ,这 一 对 点 P 
和 P 位 于 经 过 0 的 同一 直线 上 .我 们 也 可 以 作 一 个 平行 投 


影 ,这 时 ,投影 线 全 是 平行 的 .用 同样 的 方式 ,通过 以 x 上 一 点 
0 为 中 心 的 中 心 投影 或 通过 平行 投影 ， 我 们 能 定义 出 平面 x 
上 的 直线 ! 到 < 上 另 一 条 直线 7 的 投影 

用 中 心 投影 或 平行 投影 ,或 用 一 系列 有 限 次 这 样 的 投影 ， 
把 一 个 图 形变 成 男 一 个 图 形 的 任何 变换 称 为 射影 变换 ?。 平 
面 或 直线 的 射影 几何 是 由 这 样 一 些 几何 命题 组 成 的 ， 对 这 些 
命题 中 所 涉及 的 图 形 进行 任意 的 射影 变换 都 不 影响 这 些 命 
题 。 相反 ,所 有 那些 关于 图 形 度量 性 质 的 命题 (它们 只 在 刚体 


”1) 我 们 通常 说 两 个 通过 单个 投影 相 联系 的 图 形 是 迁 视 的 。 因此 如 果 图 形 F 
和 图 形 F" 是 透视 的 ,或 者 如 果 能 找到 一 串 图 形 F， Fi F,，…, Fn 了 ', 使 
每 一 个 图 形 和 后 一 个 是 透视 的 ， 则 和 F” 是 用 同一 个 射影 变换 相 联系 
的 . 
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运动 类 下 不 变 , ) 我 们 称 它 为 度量 几何 . 

某 些 射影 性 质 能 立刻 被 人 认识 .一 个 点 当然 投影 成 一 个 
点 .而且 一 条 直线 被 投影 成 一 条 直线 ， 因 为 如 果 x* 上 一 直线 
1 投影 到 平面 x, 则 ” 和 通过 0O 和 7 的 平面 将 交 于 直线 19.. 
如 果 点 4 和 直线 ! 是 关联 的 9， 则 经 过 任何 射影 ， 相 应 的 点 
4" 和 直线 1 仍 是 关联 的 ， 因 此 点 和 直线 的 关联 在 射影 群 下 
是 不 变 的 ， 从 此 事实 可 以 得 出 许多 简单 然而 重要 的 结果 .如 
果 三 个 或 更 多 个 点 共 线 , 即 与 某 一 条 直线 关联 , 则 它们 的 象 也 
是 共 线 的 .同样 ,如 果 平面 上 三 条 或 更 多 条 直线 是 共 点 的 ， 
即 与 某 个 点 关联 , 则 它们 的 象 也 是 共 点 的 直线 . 这 些 简单 性 
质 一 一 关联 、 共 线 、 共 点 一 一 是 射影 性 质 ( 即 在 射影 下 保持 不 
变 的 性 质 )。 长 度 和 角度 以 及 这 些 度量 的 比值 ,在 射影 时 一 般 
是 改变 的 。 等 大 三 角形 或 等 边 三 角形 可 以 射影 成 一 个 各 边 不 
等 的 三 角形 .因此 ,虽然 “三 角形 是 射影 几何 的 一 个 概念 ,但 
“等 边 三 角形 " 却 不 然 , 它 只 属于 度量 几何 。 


2. 包 沙 格 定 理 


射影 几何 中 最 旱 发 现 的 结果 之 一 是 有 名 的 笛 沙 格 


1) 如 果 直 线 OP (或 过 0 和 1 的 平面 ) 平行 于 赤 ， 将 出 现 例外 的 情形 ， 这 些 
例外 情形 将 在 $4 讨论 . 

2) 如 果 一 条 直线 通过 一 个 点 ,或 者 说 这 一 点 在 这 直线 上 , 我 们 就 称 这 一 点 和 
这 一 直线 是 关联 的 .“ 关 联 ” 这 个 词 使 我 们 可 以 不 去 考虑 直线 和 点 哪 一 个 
更 重要 ， 
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(Desargues，1593 一 1662) 的 三 角形 定理 : 如 果 平 面 上 两 个 三 
角形 4BC 和 4'B'C' 所 处 的 位 置 能 使 连接 对 应 顶点 的 直线 
交 于 一 点 0 , 则 对 应 边 的 延长 线 的 三 个 交点 共 线 .图 72 说 明了 
这 个 定理 ,读者 应 该 画 一 些 其 它 的 图 ,通过 试验 来 验证 它 ， 尽 
管 图 形 是 简单 的 ， 它 只 涉及 到 直线 , 但 其 证 明 并 不 简单 。 显 
然 ,这 定理 是 属于 射影 几何 的 ,因为 如 果 我 们 把 整个 图 形 投影 
到 另 一 个 平面 上 , 则 在 定理 中 涉及 到 的 所 有 性 质 仍 保持 不 变 ， 
我 们 将 在 第 247 页 再 回 到 这 定理 上 来 . 在 这 里 ， 我 们 希望 读 
者 注意 这 样 一 个 重要 事实 ; 如 果 两 个 三 角形 处 于 两 个 不 同 的 


图 72 平面 中 锯 沙 格 图 形 


(不 平行 的 ) 平面 上 ， 笛 沙 格 定理 仍然 成 立 ， 而 且 在 三 维 几何 
中 , 币 沙 格 定理 是 很 容易 证 明 的 .根据 假设 , 如 果 直 线 44 ， 
BB'，CC' 交 于 一 点 0 (图 73), 则 43 和 243 在 同一 平面 
上 ,从 而 这 两 条 直线 交 于 某 点 8; 同样 地 4C 和 4C: 交 于 RR， 
BC 和 B'C' 交 于 P。 由 于 P、90、R 在 三 角形 4BC 和 4 BC 
的 边 的 延长 线 上 ， 它 们 和 这 两 个 三 角形 的 每 一 个 都 共处 在 同 
一 平面 上 ,所 以 必然 是 在 这 两 个 平面 的 交 线 上 . 因此 P.O、R 
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图 73 ”空间 中 第 沙 格 构 形 


是 共 线 的 ,这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

这 个 简单 的 证 明 使 得 我 们 考虑 ， 是 否 也 可 以 用 这 样 的 方 
式 在 二 维 中 来 证 明 这 个 定理 ,比如 说 用 一 个 极限 过 程 ,把 整个 
图 形 压 平 ,使 得 两 个 平面 在 极限 时 重合 ,而 且 O 点 和 所 有 其 它 
的 点 都 一 起 落 在 这 个 平面 上 . 但 进行 这 样 一 个 极限 过 程 有 一 
定 的 困难 , 因为 当 平面 重合 时 , 交 线 POR 不 能 唯一 确定 。 然 
而 图 72 的 图 形 可 以 看 作 是 图 73 空间 图 形 的 一 个 透视 图 ， 这 
个 事实 能 用 来 证 明 平 面 情 形 下 的 这 一 定理 . 

实际 上 ， 在 平面 的 第 沙 格 定理 和 空间 的 笛 沙 格 定理 之 间 有 一 

个 根本 性 的 差别 。 在 三 维 情况 下 我 们 证 明 时 所 用 的 几何 推 型 ， 只 

是 建立 在 关联 概念 和 点 ,直线 , 平面 相交 的 基础 上 。 而 二 维 定理 的 

证 明 , 我 们 可 以 说 明 ， 如 果 完 全 在 平面 上 进行 , 就 必须 要 用 到 图 形 

相似 的 概念 , 它 基于 长 度 这 个 度量 概念 ,不 再 是 射影 的 概念 ， 

笛 沙 格 定理 的 逆 定 理 是 : 如 果 两 个 三 角形 48C 和 4BC 的 位 


。228 。 


置 使 对 应 边 的 交点 共 线 ， 则 连接 对 应 顶点 的 直线 共 点 。 对 两 个 三 
角形 分 别 在 两 个 不 平行 的 平面 上 这 一 情形 、 其 证 明 留 给 读者 作为 


练习 。 


$ 3 


交 出 


1. 定义 和 不 变性 的 证 明 


正如 线段 长 度 是 


度量 几何 的 关键 一 样 ， 射 影 几 何 也 有 一 


个 基本 的 概念 ,利用 这 个 概念 ,图 形 的 所 有 各 种 射影 性 质 都 可 


以 被 表示 出 来 . 


如 果 三 个 点 4, B,C 在 一 条 直线 上 , 一 个 射影 一 般 说 来 
将 不 仅 改变 距离 4B 和 4C , 而 且 也 将 改变 比值 2438， 实际 


4C” 


上 ,一 条 直线 ! 上 的 任意 三 个 点 4， 人 


影 ， 总 能 与 另 一 条 直线 
/上 的 任意 三 个 点 4 ， 
B', C” 相 对应。 为 此 ， 
我 们 可 以 以 C 为 中 心 
转动 直线 ,使 之 达到 
平行 于 ! 的 位 置 1*( 见 
图 71)， 通 过 一 个 与 C" 
和 C 连 线 平行 的 投影 ， 


我 们 可 以 把 1 射影 到 坟 ， 


确定 三 点 4”", B",C"( 一 C')， 连 接 


4', 4 和 B'，B” 的 二 直线 交 于 点 0, 把 它 作为 第 二 次 射影 
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的 中 心 。 这 两 个 射影 实现 了 我 们 所 要 的 结果 ?. 

如 同 我 们 刚才 看 到 的 ,在 一 条 直线 上 , 凡 只 涉及 三 个 点 的 
量 , 在 射影 下 都 是 要 改变 的 .但 是 ,如 果 在 一 条 直线 上 我 们 有 
四 个 点 4, B,C,D, 并 把 它们 射影 到 另 一 直线 上 的 4', B”， 
C'，D'， 则 这 时 有 某 个 量 一 一 称 为 这 四 个 点 的 交 比 一 一 在 身 
影 下 不 变 。 这 是 射影 几何 具有 决定 意义 的 发 现 ， 直 线 上 四 个 
点 的 这 一 数学 性 质 在 射影 下 保持 不 变 ， 从 而 在 这 直线 的 任何 
象 中 都 可 以 找到 。 交 比 既 不 是 长 度 , 也 不 是 两 个 长 度 的 比值 ， 


而 是 两 个 这 种 比值 的 比 ， 如果 我 们 考虑 比值 “4 和 4, 则 
它们 的 比值 


~ C4 /D4A 
CB/ DB’ 


定义 为 四 个 有 序 点 4, B,C ,DD 的 交 比 ， 


我 们 现在 说 明 四 个 点 交 比 在 射影 下 是 不 变 的 , 即 如 果 4， 
B,C,D 和 4', B',C', D' 是 两 条 直线 上 与 一 射影 相关 的 对 
应 点 , 则 

CA /DA CA LDL 

CB/ DB CB/ D’'B” 
我 们 可 用 初等 的 方法 来 证 明 . 我 们 知道 一 个 三 角形 的 面积 等 
于 底 乘 高 的 一 半 ,或 等 于 两 边 及 其 夹 角 的 正弦 的 乘积 的 一 半 ， 


1) 如 果 连 接 4', 4” 和 B", B” 的 直线 是 平行 的 ,这 将 怎样 呢 ? 
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在 图 75 中 ,我 们 有 


oc4 的 面积 一 过 5 .Cd4 4 一 过 04:0C. snZCO04, 
OCB 的 面积 一 于 有 C8 一 二 0 .OC . sin 一 CO0B， 
oD4 的 面积 一 过 天。 m 04 .0D .sin LDOA, 


0DB 的 面积 一 加 1 .DB 一 py 0B. 0D. sin ZDOB, 


得 出 
C4 /NA_CA.DB_ O04:0C. sinZCO4 
CB/ DB CB DA 0B:0OC. sinZCOB 


.0B: OD. sinZDOB _ sin LCO0A. sinLZDOB 
OA. OD. sinLDOA sin LCOB.: sin 一 DO 人 


因此 4, 3B， C,D 的 交 比 仅仅 依赖 于 0 点 与 4, B,C，D 的 
连 线 所 成 的 角 . 由 于 对 从 0 射影 4, B，C, D 而 得 到 的 任意 
四 个 点 4', B', C', D' 来 说 这 些 角 都 是 相同 的 ， 所 以 在 射影 
下 交 比 保持 不 变 ， 


- 图 75 中 心 投影 下 ,; 交 比 的 不 变性 
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由 相似 三 角形 的 初等 性 质 可 知 ， 在 平行 投影 下 仍 不 改变 四 个 
点 的 交 比 。 证明 留 给 读者 作 练 习 。 
至 今 我 们 把 直线 1 上 的 四 个 点 4, B,C,D 的 交 比 理解 
为 取 正 值 的 长 度 的 比 ， 对 定义 作 如 下 修改 会 更 方便 一 些 . 我 
们 选择 /1 的 一 个 方向 为 正 向 ， 规 定 沿 这 方向 测量 的 长 度 是 正 
的 ,而 沿 相 反方 向 测量 的 长 度 是 负 的 ， 则 有 序 点 4， 8, C，D 
的 交 比 定义 为 


(4BCD)>0 
4 B C D 
一 一 一 一 -一 一 
(4BCD)<O 


4 C 也 D 


图 76 平行 投影 下 , 交 比 的 不 变性 图 77 交 比 的 符号 


CA /DA 
A BCD == 一 -一 - ee 1 
s ) CB/ DB (1 


这 里 量 C4, CB, DA ,DB 理解 为 带 有 特定 的 符号 . 由 于 改 
变 /的 正方 向 ,只 是 改变 这 比 的 每 一 项 符号 ,所 以 《4 BCD) 
这 值 将 不 依赖 于 方向 的 选择 .容易 看 到 , (4 BCD) 是 负 还 是 
正 , 根 据 4， B 这 一 对 点 是 否 被 C，D 这 一 对 点 分 开 而 定 。 由 
于 这 分 开 的 性 质 在 射影 下 是 不 变 的 ， 所 以 带 符号 的 交 比 
(4 BCD) 也 是 不 变 的 .如 果 我 们 在 ! 上 选 一 固定 点 0 作为 原 
点 ， 且 把 1 上 每 一 点 到 0 点 的 有 向 距离 当 作 它 的 坐标 *， 设 
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A,B,C,D 的 坐标 相应 为 X19Y23》， X33 %Y4? 则 


(4BCD) = 4 /24 六 二 /本 二 
CB/ DB xs— Xx/ XO— Xa 


4 一 XI。X4 一 X2 


X3 XH YX4 一 2 
CA DA 
(4BCD) 一 一 1， 即 5 一 一 24, 内 ; 
如 果 (4 ) 1， 即 7 5 则 c 和 DD 以 相 
同 的 比例 在 线段 48 的 内 外 分 开 。 在 这 种 情况 下 , 我 们 说 C 


和 D 调 和 分 割 线段 4B， 
并 说 C,D (关于 4,B 0 A BE Dy 


对 ) 是 调和 共 辑 的 ， 如 es WE ] 


果 (4BCD) = 1, 则 点 凡 
C 和 D (或 4 和 B) 重 图 78 用 坐标 描述 交 比 
本 . 


合 . 

应 当 记 住 ，4, 3B，C, D 取 的 次 序 是 交 比 (48CD) 定义 
中 的 一 个 不 可 少 的 部 分 ， 例 如 ， 车 (4BCD) 一 +4， 则 交 比 
(BACD) 是 一， 而 (4CBD) = 1 一 1， 这 些 读 者 很 容易 验 
证 .四 个 点 4, B,C,D 能 用 1*3，2.:1 二 24 种 不 同方 式 
排 次 序 , 每 一 种 都 给 出 其 交 比 的 值 。 这 些 排列 中 有 一 些 将 和 
原来 排列 4，B,， C，D 有 相同 的 交 比 , 例如 (48CD) 一 
《BA4DC). 对 这 些 点 的 24 种 不 同 排列 ， 仅 有 六 个 不 同 的 交 
比 , 即 

1 1-1) 1 1 


1, 1.—1 0 
”1 一 1 1 一 1 


这 个 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 这 六 个 量 一 般 是 不 同 的 , 但 其 
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中 两 个 可 以 相等 ， 例 如 当 1 = 一 1 时 的 调和 分 割 情形 就 是 如 
此 ， 

我 们 也 可 以 把 四 条 共 面 ( 即 在 同一 平面 上 ) 且 共 点 的 直线 
1, 2, 3，4 的 交 比 定义 为 : 这 些 直线 与 另 一 条 在 同一 平面 上 
的 直线 交 成 的 四 个 交点 的 交 比 。 这 第 五 条 直线 的 位 置 是 无 所 
谓 的 ,因为 在 射影 下 这 交 比 是 不 变 的 ， 与 这 等 价 的 定义 是 
sin(1,3) /sin(1,4) 
sin(2,3)/ sin(2,4)” 
取 正 号 或 负 号 按 一 对 直线 是 否 被 其 它 直 线 分 开 而 定 〔 在 这 公 
式 中 , 例如 (1, 3) 的 意思 是 指 直线 1 和 直线 3 之 间 的 夹 角 ). 
最 后 ,我 们 可 以 定义 四 个 共 轴 平面 (空间 中 四 个 平面 交 于 一 条 
直线 1, 即 它们 的 轴 ) 的 交 比 ， 如果 一 条 直线 交 这 些 平面 于 四 
个 点 , 则 不 论 这 条 线 的 位 置 如 何 ， 这 些 点 总 有 同样 的 交 比 (这 
个 事实 的 证 明 留 给 读者 作 练习 )。 因 此 我 们 可 以 指定 这 个 值 
为 这 四 个 平面 的 交 比 。 与 此 等 价 地 , 我 们 可 以 把 四 个 共 轴 平 
面 的 交 比 定义 为 ， 它 们 与 第 五 个 平面 相交 而 得 到 的 四 条 直线 
的 交 比 《 见 图 79). | 

四 个 平面 的 交 比 的 概念 ， 自 然 引 起 了 这 样 的 问题 ， 能 否 
定义 三 维 室 间 到 它 自身 的 射影 变换 。 用 定义 中 心 投影 的 方 
法 ,不 能 直接 从 二 维 推广 到 三 维 . 但 可 以 证 明 , 一 平面 到 它 自 
身 的 每 一 连续 变换 ,其 中 点 与 点 ,直线 与 直线 以 一 一 对 应 的 方 
式 相 联系 时 , 它 是 一 射影 变换 。 这 定理 使 我 们 对 三 维 作 如 下 
的 定义 : 空间 中 的 射影 变换 是 一 个 使 直线 保持 不 变 的 一 一 对 
应 的 连续 变换 。 可 以 证 明 这 样 的 变换 使 交 比 保持 不 变 . 
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[FF 

图 79 共 轴 平面 的 交 比 
对 上 面 所 讲 的 我 们 再 作 一 些 补充 假设 在 一 直线 上 有 三 
个 不 同 的 点 4,， B,C, 其 坐标 为 ma， x,, x*;。 我 们 要 找 出 第 四 
个 点 DD, 使 交 比 《4 BCD) 一 4， 这 里 4 是 预先 给 定 的 ，( 对 
1 一 一 1 的 特殊 情形 ,问题 归结 为 作 第 四 个 调和 点 , 其 详细 作 
法 见 下 一 节 .) 一 般 地 说 ,这 问题 有 一 个 解 且 仅 有 一 个 解 ; 因为 


” 如果 * 是 所 求 的 点 忆 的 坐标 , 则 方程 


2 (2) 
X33 X23 C21 


恰好 有 一 个 解 . 如 果 KX1s X29 V3 是 给 定 的 ,我 们 命 0 % 
3™ *2 


来 简化 方程 (2), 则 我 们 求 出 这 方程 的 解 为 x 一 


例如 ,如 果 三 个 点 4, B,C 是 等 距离 的 ,其 坐标 依次 为 x 二 0， 
2d 


2d—0 
一 = 24d 1 一 二 -一 -一 一 2 一 一 一。 
2 >» TX3 ， 则 有 2 0 ， 而 x 7 7 
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如 果 我 们 从 两 个 不 同 的 中 心 0' 和 0” 出发, 把 同一 条 直 
线 1 射影 到 两 个 不 同 的 直线 1，1” 上 ， 则 我 们 在 1 和 1 上 的 
点 之 间 得 到 一 个 对 应 P< 一 >P' 并 在 1 和 ”上 的 点 之 闻 得 到 一 
个 对 应 Pe>P”。 这 样 就 确立 了 7 的 点 和 1” 的 点 之 间 的 一 
个 对 应 P< 一 >P”". 它 有 这 样 的 性 质 : 上 任意 四 个 点 4',B'， 
C', D' 和 21" 上 对 应 的 点 4”， B”, C”, D” 有 相同 的 交 比 ， 在 
两 条 直线 的 点 之 间 , 任 意 一 个 具有 这 种 性 质 的 一 一 对 应 ,不 论 
它 是 如 何 确定 的 ,都 称 为 射影 对 应 


图 80 ”两 条 直线 上 的 点 的 射影 对 应 


习题 : 1) 证 明 : ”给 定 二 直线 以 及 它们 的 点 之 间 的 一 个 射影 
对 应 ,我 们 能 用 平行 移动 的 办 法 把 一 条 直线 移 到 这 样 一 个 位 置 : 使 
这 给 定 的 射影 对 应 可 由 一 个 简单 的 投影 得 到 《提示 : 使 这 两 条 直 
线 的 某 一 对 对 应 点 重合 )。 

2) 在 上 面 结 果 的 基础 上 , 说 明 如 果 二 直线 ! 和 /的 点 能 从 任 
意 投影 中 心 通过 有 限 次 的 一 连 串 投影 ， 投 影 到 中 间 直 线 而 表示 出 
来 ; 则 仅 用 两 个 投影 就 能 得 到 同样 的 结 采 。 
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2. 在 完全 四 边 形 上 的 应 用 


作为 交 比 不 变性 的 一 个 有 趣 的 应 用 ， 我 们 来 建立 一 个 射 
影 几何 的 简单 然而 重要 的 定理 ,这 涉及 到 完全 四 边 形 , 即 一 个 
由 任意 四 条 直线 组 成 的 图 形 , 它 们 其 中 任意 三 条 都 不 共 点 , 且 
它们 相交 于 六 个 点 ， 在 图 81, 这 四 条 线 是 4E,BE,BI,AF. 
经 过 48B，EG, IF 的 直线 是 这 四 边 形 的 对 角 线 ， 任 意 取 一 


图 81 完全 四 边 形 
条 对 角 线 ,例如 48, 在 上 面 标 出 与 其 它 两 条 对 角 线 的 交点 C 
和 DD, 则 我 们 有 定理 : (4BCD) 一 一 1。 用 话 来 说 就 是 ， 一 


条 对 角 线 与 其 它 两 条 对 角 线 的 交点 ， 调 和 地 分 开 这 条 对 角 线 
的 顶点 。 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 只 须 注 意 , 由 点 投影 有 
' x= (4BCD) = (I1FHD), 
由 G 点 投影 有 
(IFHD) = (BACD). 
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1 rl 2 一 
但 我 们 知道 (3B4CD) ~ CBCD)’ 所 以 zx 区 1， 


~ Y 一 土 1。 由 于 C,DD 分 开 A4,B, 所 以 交 比 * 是 负 的 ,因而 必 


须 是 一 1， 证 毕 。 

完全 四 边 形 的 这 个 引 人 注 目的 性 质 ， 使 我 们 有 可 能 仅 用 
直 尺 求 出 C 点 (对 4, B 来 说 ) 的 调和 共 圈 点 , 这 里 C 是 和 4， 
?3 共 线 的 任意 一 点 。 我 们 只 须 在 直线 外 选 一 点 , 画 出 E4， 
EB, EC, 在 EC 上 标 出 一 点 G, 令 A4G 交 EB 于 F,BG 交 
E4 于 1, 连 1,F, 则 1F 和 4，B,C 所 在 的 直线 的 交点 就 
”是 所 求 的 第 四 个 调和 点 D. 

习题 : 在 平面 上 给 出 一 线段 48 和 一 区 域 R, 如 图 82 所 示 . 
希望 延长 48 到 R 的 右边 。 只 许 用 直 尺 ,但 在 作 图 中 直 尺 不 许 通过 
R， 如 何 作 到 这 一 点 ?( 提 示 : 在 线段 48 上任 选 两 点 C,C', 然后 利 


用 以 4， 8 为 顶点 的 完全 四 边 形 ， 相 应 地 标 出 c，5 的 调和 共 轿 点 
D, D'. ) 


图 82 ”越过 障碍 物 作 一 直线 


$4 平行 性 和 无 穷 远 
1. 作为 “理想 点 "的 无 穷 远 点 


检查 一 下 前 一 市 将 会 发 现 ， 如 果 在 作 图 中 我 们 要 求 某 些 
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直线 相交 ,而 实际 上 它们 却 是 平行 的 ,这 时 我 们 的 有 些 讨论 就 
将 失效 ,例如 在 上 述 作 图 中 , 如 果 IF 平行 于 48, 则 第 四 个 
调和 点 DD 将 不 存在 .两 条 平行 线 不 相交 的 事实 ， 使 几何 推理 
在 每 一 步 似乎 都 遇 到 障碍 ， 以 至 于 在 涉及 两 条 直线 相交 的 任 
何 讨论 中 ， 平 行 线 这 种 例外 情形 都 必须 分 开 来 加 以 考虑 和 并 
述 ， 同样 ,中 心 射 影 必 须 和 平行 射影 区 分 开 来 ,并 要 对 后 者 另 
行 处 理 。 如 果 我 们 真 的 必须 对 每 一 个 这 样 的 例外 情形 进行 细 
致 的 讨论 的 话 ， 那 末 射 影 几 何 将 变 得 非常 庞杂 .因此 我 们 试 
图 改变 一 下 ,把 我 们 的 基本 概念 作 某 种 推广 ,使 得 能 去 掉 这 例 
外 情况 . 

在 这 里 ， 几 何 直 观 指 出 了 这 样 的 方法 : 如 果 与 男 一 直线 
相交 的 直线 逐渐 地 旋转 到 平行 位 置 ， 则 二 直线 的 交点 将 退 到 
无 穷 远 处 。 直觉 上 我 们 可 以 说 , 二 直线 在 “无 穷 远 点 ”相交 ， 
这 时 ,关键 是 要 对 这 含糊 的 说 法 给 出 一 个 明确 的 意义 ,使 得 无 
穷 远 点 (有 时 称 为 理想 点 ) 能 够 象 平面 上 或 空间 中 的 普通 点 那 ， 
桩 来 讨论 ， 换 名 话说， 我 们 需要 的 是 : 即使 这 些 几何 元 素 是 
理想 的 元 素 ,但 涉及 点 直线、 平面 等 等 的 所 有 规则 不 变 . 要 
作 到 这 一 点 ,我 们 跷 可 以 用 直观 的 方法 ,也 可 以 用 形式 化 的 办 
法 ,正如 我 们 在 扩充 数 系 时 所 作 过 的 那样 。 在 那里 ,一 种 作法 
是 从 测量 的 直观 思想 出 发 ， 而 另 一 种 作法 则 是 从 算术 运算 的 
形式 规则 出 发 ， 

首先 ,我 们 要 看 到 ,在 综合 几何 中 ,即使 是 “普通 ”的 点 和 
直线 这 样 一 些 基本 概念 , 在 数学 上 也 是 没 给 出 定义 的 ， 在 初 
等 几何 课本 中 ,关于 这 些 概念 ,经 常 能 找到 的 所 谓 定义 只 是 启 
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发 式 的 描述 而 已 。 对 于 普通 的 几何 元 素 ， 我 们 的 直觉 使 我 们 
很 容易 感到 它们 的 “存在 ”. 但 在 几何 中 一 一 作为 一 个 数学 体 
系 来 考虑 一 一 我 们 实际 所 需要 的 只 是 某 些 正确 的 规则 ， 借 助 
于 它们 ,我 们 能 运用 这 些 概念 ,例如 连接 各 点 、 求 直线 交点 等 
等 。 从 你 辑 上 考虑 ,一 个 “点 ”不 是 “自在 之 物 ”, 对 它 ， 需 要 用 
能 体现 它 与 其 它 对 象 的 关系 的 所 有 命题 来 完全 描述 ， 只 要 能 
以 一 种 清晰 而 不 矛盾 的 方式 阐述 “无 穷 远 点 ”的 数学 性 质 ， 即 
它们 与 “普通 ”点 的 关系 以 及 它们 彼此 之 间 的 关系 ， 则 这 个 新 
的 实体 在 数学 上 就 有 存在 的 意义 了 .普通 的 几何 公理 〈 例 如 
欧 几 里 得 的 公理 ), 是 从 物理 世界 中 的 铅笔 和 粉笔 线 、 拉 紧 的 
蓄 、 光 线 、 硬 杆 等 抽象 出 来 的 。 这 些 公理 所 赋 于 数学 上 点 和 直 
线 的 性 质 ， 是 对 应 的 物理 对 象 的 性 态 的 高 度 简化 和 理想 化 的 
描述 。 通 过 任意 两 个 用 铅笔 标 出 的 实际 的 点 能 画 出 许多 条 直 
线 而 不 只 是 一 条 ， 如 果 这 点 的 直径 变 得 越 来 越 小 ， 则 所 有 这 
些 直线 将 近似 地 相同 ， 当 我 们 说 到 “通过 任意 两 点 有 一 条 且 
仅 有 一 条 直线 ”这 个 几何 公理 时 ,我 们 心里 所 指 的 就 是 这 种 状 
况 。 我 们 现在 指 的 不 是 物理 的 点 与 直线 ,而 是 几何 上 抽象 的 、 
概念 化 的 点 与 直线 ， 几 何 的 点 和 直线 有 着 本 质 上 比 任何 物理 
对 象 更 为 简单 的 性 质 ， 而 且 这 样 的 简化 是 把 几何 发 展 成 为 一 
个 演绎 科学 的 根本 条 件 . 

如 我 们 已 指出 的 ,与 点 和 直线 有 关 的 普通 几何 ,由 于 一 对 
平行 直线 没有 交点 这 一 事实 而 被 大 大 复杂 化 了 ， 因 此 我 们 在 
几何 的 结构 中 作 进一步 的 简化 ， 通 过 扩大 几何 点 的 概念 来 消 
除 这 个 例外 ， 正 如 我 们 扩大 数 的 概念 来 消除 减法 和 除法 的 限 
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制 一 样 . 在 这 里 我 们 的 指导 思想 始终 是 : 希望 在 原来 范围 内 
通行 的 规律 ,在 扩大 的 范围 内 仍然 可 行 . 

因此 我 们 将 规定 ， 在 每 条 直线 上 除 普通 点 以 外 再 加 上 一 
个 "理想 点 "， 这 个 点 属于 与 给 定 直线 平行 的 所 有 让 线 而 不 属 
于 其 它 直 线 ， 这 样 一 来 ,平面 上 每 一 对 直线 将 交 于 一 点 ;如 果 
这 对 直线 不 平行 ,它们 交 于 一 普通 点 ， 而 如 果 这 对 直线 平行 ， 
则 它们 交 于 这 二 直线 所 共有 的 那个 理想 点 上 .由 于 直观 的 原 
因 ,一 条 直线 的 理想 点 称 为 这 直线 的 无 穷 远 点 ， 

直线 上 一 点 退 到 无 穷 远 处 的 直观 概念 ， 可 能 启发 我 们 给 每 条 

直线 加 上 两 个 理想 点 ， 沿 着 这 直线 的 每 一 个 方向 有 一 个 。 其 所 以 

只 加 一 个 点 (如 我 们 上 面 所 作 ), 是 由 于 我 们 希望 保持 这 样 一 个 规 

律 : 过 任意 两 点 有 一 条 且 仅 有 一 条 直线 。 如 果 一 条 直线 与 每 条 平 

行 线 共同 包含 两 个 无 穷 远 点 ， 则 通过 这 两 个 “点 ”将 有 无 穷 多 条 平 ， 

行 线 、 

我 们 还 将 约定 ,除了 平面 上 的 普通 直线 以 外 ,再 加 上 一 条 
“理想 ”直线 (也 称 平面 上 无 穷 远 直线 ), 它 包 含 平面 上 所 有 理 
想 点 而 不 包含 其 它 点 . 显然 , 如 果 我 们 希望 既 保 持原 来 过 任 
意 两 点 可 作 一 直线 的 规律 ， 又 要 得 到 任意 二 直线 交 于 一 点 的 
新 规律 的 话 ,就 不 得 不 作 这 个 规定 。 为 了 说 清 这 一 点 ,让 我 们 
任意 选择 两 个 理想 点 ， 这 时 唯一 通过 这 两 点 的 直线 不 可 能 是 
一 条 普通 直线 ,因为 按照 我 们 的 规定 ,任何 普通 直线 仅 包含 一 
个 理想 点 。 而 且 这 条 直线 不 能 包含 任意 普通 点 ， 因 为 一 普通 
点 和 一 理想 点 决定 一 普通 直线 . 最后， 这 条 直线 必须 包含 所 
有 理想 点 ,因为 我 们 希望 它 与 每 一 条 普通 直线 有 一 个 公共 点 ， 
因此 这 条 直线 必须 很 明确 地 具备 我 们 对 平面 上 理想 直线 所 假 
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设 的 那些 性 质 . 

按照 我 们 的 规定 ,一 个 无 穷 远 点 被 一 族 平 行 直线 所 确定 ， 
或 者 说 由 一 族 平行 直线 表示 .正如 一 个 无 理 数 被 有 理 端点 区 
间 套 序列 所 确定 一 样 ， 两 条 平行 直线 相交 于 无 穷 远 点 ， 这 一 
命题 没有 神秘 的 含义 ， 只 不 过 是 描述 直线 平行 的 一 个 约定 方 
式 .。 用 这 种 方式 表示 平行 (在 语言 上 ,原来 它 是 针对 直观 上 不 
同 的 对 象 用 的 )， 唯 一 的 目的 就 是 不 必 一 一 列举 例外 的 情形 ; 

现在 它们 自然 可 用 同一 种 语言 来 表示 ,或 者 说 包括 在 用 于 “ 普 

通 ” 情 形 的 其 它 符 号 中 . 

综 上 记述 ， 对 无 穷 远 点 我 们 是 这 样 规定 的 : 关于 普通 的 
点 和 直线 之 间 的 关联 性 的 规律 ,在 扩大 的 点 范围 内 继续 成 立 ; 
求 二 直线 交点 的 作法 ,先前 仅 当 直 线 不 平行 时 才 可 能 ,现在 则 
可 以 去 掉 这 个 限制 。 这 样 一 种 考虑 一 一 使 得 关联 关系 的 性 质 
在 形式 上 得 到 简化 一 一 看 起 来 似乎 比较 抽象 ， 但 读者 在 后 面 
将 会 看 到 ,这 样 作 是 很 合适 的 ， 


2. 理想 元 素 和 射影 


在 平面 上 引进 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直 线 ， 使 我 们 能 以 一 个 
更 为 令 人 满意 的 方式 来 处 理 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 投影 。 
让 我 们 考虑 以 0 为 中 心 ,平面 * 到 平面 x 的 投影 (图 83)， 这 
投影 确立 了 x 上 的 点 和 直线 与 x* 上 的 点 和 直线 之 间 的 一 个 对 
应 。，x* 上 每 一 点 唯 一 对 应 x 上 的 一 点 4” 但 是 有 下 面 的 
例外 : ”如 果 过 0 的 投影 线 平 行 于 平面 x', 则 它 与 平面 * 的 交 
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图 83 ,投影 到 无 穷 远 


点 4, 在 x 上 将 没有 普通 点 与 之 对 应 。* 的 这 些 特殊 点 在 直 
线 1 上， 这 条 直线 ! 在 x 上 没有 普通 直线 与 之 对 应 ， 但 是 ， 


如 果 我 们 规定 ，x 上 对 应 于 4 的 点 是 直线 04 方向 上 的 无 穷 
远 点 ， 而 对 应 于 1 的 是 x 上 的 无 穷 远 直线 , 则 这 例外 情形 就 
消除 了 .同样 , 对 x 上 直线 mw'( 从 0 出 发 ， 所 有 通过 它 的 投 
影 线 都 平行 于 平面 ~) 上 任 一 点 B"， 我 们 规定 对 应 * 上 一 无 
穷 远 点 , m' 本 身 对 应 直上 无 穷 远 直线 。 这 样 , 通过 在 平面 上 
引进 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直线 ， 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 射影 
在 两 个 平面 的 点 之 间 和 直线 之 间 确 立 了 一 个 对 应 ， 它 是 一 一 
对 应 的 关系 , 没有 例外 . (在 第 226 页 末 注 中 提 到 过 对 例外 
情形 的 处 理 , ) 而 且 容易 看 到 我 们 这 个 规定 使 得 : 一 点 在 一 直 
线 上 必须 而 且 只 须 这 点 的 射影 在 这 直线 的 射影 上 ， 因 此 可 以 
看 出 ,关于 共 线 点 、 共 点 线 等 等 这 些 只 涉及 点 、 线 和 关联 关系 
的 所 有 命题 ,在 这 推广 的 意义 下 ,在 射影 下 是 不 变 的 ,这 样 ,在 
把 *. 变 为 x 的 射影 变换 下 ， 我 们 处 理 平面 * 上 的 无 穷 远 点 ， 
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只 须 简 单 地 处 理 x* 上 相应 的 普通 点 . 

* 对 平面 * 上 无 穷 远 点 的 解释 〔 即 它 是 从 外 面 一 点 O 射 
影 到 另 一 平面 上 的 普通 点 )， 可 以 对 这 扩充 平面 给 出 一 个 
具体 的 欧 几 里 得 “模型 .为 此 , 我 们 只 须 抛 开平 面 x 而 着 眼 
于 x 和 过 0 的 直线 就 行 了 ，x 上 每 一 普通 点 对 应 一 条 过 O 而 


”不 平行 于 * 的 直线 ; x 上 每 一 无 穷 远 点 对 应 一 条 过 0 上 且 平 行 


于 z* 的 直线 ,因此 # 的 所 有 点 ,不 论 是 普通 的 还 是 理想 的 ,都 
对 应 着 过 0 的 直线 ,而 且 这 种 对 应 是 一 一 的 ,没有 例外 ，* 上 
一 直线 上 的 所 有 点 对 应 着 过 0 的 一 平面 上 的 所 有 直线 ， 上 
一 点 和 一 直线 关联 必须 而 且 只 人 须 相 应 的 过 0 的 直线 和 平面 关 
联 ， 因 此 在 扩充 平面 上 点 和 直线 的 关联 几何 ， 完 全 等 价 于 通 
过 空间 一 固定 点 的 普通 直线 和 平面 的 关联 几何 . 

* 在 三 维 空间 中 情况 也 类 似 ， 虽 然 我 们 不 能 再 通过 射影 
从 直观 上 加 以 解释 .我 们 仍然 对 每 一 族 平行 线 引 进 一 无 穷 远 
点 ,在 每 一 个 平面 上 引进 一 条 无 穷 远 直线 .其 次 ,我 们 必须 引 
进 一 个 新 元 素 , 即 无 穷 远 平面 , 它 由 空间 的 所 有 无 穷 远 点 组 成 
且 包 含 所 有 无 穷 远 直线 . 每 一 个 普通 平面 和 无 穷 远 平面 交 于 
它 的 无 穷 远 直 线 ， | 


3. 含有 无 穷 远 元 素 的 交 比 


必须 对 涉及 无 穷 远 元 素 的 交 比 作 一 点 说 明 . 我 们 用 符号 
% 表 示 直 线 ! 上 的 无 穷 远 点 ， 如 果 4，B,C 是 1 上 的 三 个 
普通 点 , 则 我 们 可 以 按 下 述 方式 指定 符号 (4BCoco) 的 值 : 取 
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1 上 一 点 P, 则 当 P 沿 ! 退 到 无 穷 远 处 时 ，(4BCP) 的 极限 
应 为 (4BCo%). 


CA /PA 
ABCP) = “< /A 
( ) CB/ PB 


而 当 P 退 到 无 穷 远 处 时 ， 趋 于 1。 因 此 我 们 定义 
C4 
(4BCoo) 


特别 如 果 (4BCoo) 一 一 1 则 C 是 线段 48 的 中 点 ; 中 点 和 
无 穷 远 点 在 这 线段 的 方向 上 调和 地 分 割 这 线段 . 


图 84 含有 无 穷 远 点 的 交叉 比 


习题 ， 如 果 四 条 直线 ls 2 1 1 是 平行 的 ,它们 的 交 比 是 什 
和 公 ? 如 果 有 ,是 无 穷 远 直 线 , 交 比 又 是 什么 ? 


85 应 用 
1 初步 说 明 


由 于 引进 了 无 穷 远 元 素 , 当 两 条 或 多 条 直线 平行 时 ,不 必 
再 注 明 在 作 图 和 定理 中 出 现 的 例外 情况 ， 我 们 只 须 记 住 ， 当 
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一 点 是 无 穷 远 点 时 ， 所 有 通过 它 的 直线 都 是 平行 的 .无 须 再 
把 中 心 投影 和 平行 投影 区 分 开 来 ， 因 为 后 者 只 意味 着 是 从 一 
个 无 穷 远 点 投影 。 在 图 72 中 点 O 和 直线 POR 可 以 在 无 穷 远 
处 (图 85 表明 了 前 一 种 情形 ); 用 “有 限 ” 的 语言 叙述 相应 的 第 
沙 格 定理 ,这 留 给 读者 作为 练习 . 


图 85 中心 在 无 穷 远 处 的 笛 沙 阁 图 形 


引用 无 穷 远 元 素 不 仅 使 射影 定理 的 叙述 简单 ， 而 且 也 党 
常 使 它 的 证 明 比 较 简单 ， 一 般 的 原理 是 这 样 的 。 对 一 个 几何 
图 形 ,我 们 把 通过 射影 变换 变 成 的 全 体 图 形 称 为 的 “ 射 
影 类 ”， 因 为 根据 定义 射影 性 质 是 在 射影 下 不 变 的 , 因此 ，F 
的 射影 性 质 将 和 它 的 射影 类 中 任 一 图 形 的 射影 性 质 相同 ， 于 
是 ,任意 一 个 对 F 成 立 的 射影 定理 ( 它 只 涉及 射影 性 质 ), 对 F 
的 射影 类 中 的 任 一 图 形 也 成 立 ， 反 之 亦 然 ， 因 此 为 了 证 明 任 
何 一 个 关于 下 的 这 种 定理 ， 只 须 对 的 射影 类 中 的 任 一 图 形 
来 证 明 就 够 了 。 我 们 经 常 利用 这 种 方便 , 即 找 出 射影 类 中 
特殊 的 一 个 , 对 它 来 证 明 这 个 定理 比 起 对 本身 要 简单 ， 例 
如 平面 > 上 任意 两 点 4，B , 借助 于 一 中 心 0, 能 射影 到 ( 平 
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行 于 048 平面 的 ) 平 面 上 的 无 穷 远 点 ,过 4 的 直线 和 过 万 
的 直线 将 变 成 两 族 平 行 线 。 在 这 一 节 ， 对 那些 凡是 要 加 以 证 
明 的 射影 定理 ,我 们 都 预先 作 这 样 的 变换 . 
有 一 个 关于 平行 线 的 简单 事实 , 下 面 将 要 用 到 : 设 两 条 

交 于 O 点 的 直线 和 一 对 直线 7; 7 交 于 点 4， B,C，D， 如 图 
86。 如 果 毁 和 1 平行 , 则 

04_08 

OC oD 
反 过 来 ,如 果 54 一 5， 则 五 和 厂 平 行 ， 其 证 明 只 须 用 到 


相似 三 角形 的 初等 性 质 , 留 给 读者 去 证 ， 


2. 平面 上 笛 沙 格 定 理 的 证 明 


现在 我 们 对 图 72 所 示 的 平面 上 两 个 三 角形 48BC 和 
4'B'C' 给 出 这 个 证 明 . 在 那里 , 通过 对 应 顶点 的 直线 交 于 一 
点 ， 则 对 应 边 的 交点 P, 89, R 应 当 在 同一 直线 上 .为 了 证 明 
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这 一 点 ， 我 们 首先 投影 该 图 形 使 9, R 变 到 无 穷 远 处 。 投影 
之 后 , 48 将 平行 于 4'8'，4C 将 平行 于 4'C'， 其 图 形 如 图 
87 所 示 ， 如 同 我 们 在 这 一 节 的 第 一 小 节 记 指出 的 那样 , 为 了 
证 明 一 般 的 笛 沙 格 定理 ， 只 要 对 这 个 特殊 的 图 形 加 以 证 明 就 
行 了 。 这样， 我 们 只 须 说 明 BC 和 B'C' 的 交点 也 在 无 穷 远 
处 , 即 BC 平行 于 B'C', 则 P, 292,，R 一 定 是 共 线 的 (因为 它们 
同 在 无 穷 远 直 线 上 )。 现 在 由 


图 87 ” 笛 沙 格 定 理 的 证 明 


ABIA'B’ 推出 三 一 工 ， 
v 5 


Acll4'c” ”推出 一 工 ， 


因此 三 一 pn 从 而 BC 一 B'C', 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

注意 ， 篆 沙 格 定理 的 这 个 证 明 用 到 了 线段 长 度 这 个 度量 
的 概念 ， 因 此 我 们 是 用 度量 的 方法 证 明了 一 个 射影 定理 .而 
且 如 果 射 影 变 换 “ 本 质 上 ”定义 为 保持 交 比 ( 见 第 234 页 ) 的 平 
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面 变换 , 则 这 证 明 在 平面 工 仍 完全 成 立 ， 
习题 : 用 类 似 的 方式 证 明 笛 沙 格 定理 的 逆 定 理 : 如 果 三 角形 
4BC 和 4'B'C' 具有 使 ?，8、R 共 线 的 性 质 , 则 直线 44， BB'， 
CC” 是 共 点 的 。 


3. 巴 斯 嘉 定理 ? 


本 定理 叙述 如 下 : 如 果 六 边 形 的 顶点 交错 地 位 于 相交 的 
一 对 直线 上 , 则 六 边 形 相 对 的 边 的 交点 P, 9, R 是 共 线 的 (图 
88).《 六 边 形 的 边 可 以 相交 ,“ 相 对 ”的 边 可 以 从 图 89 中 辩 认 
出 来 .) 


2 3 
1 4 
6 5 
图 88 巴 斯 喜 图 形 89 


1) 在 第 274 页 我 们 将 讨论 同类 型 的 更 一 般 的 定理 。 目前 这 个 特殊 情形 人 科 
也 称 为 帕 普 斯 定理 , 它 是 由 亚历山大 城 的 帕 普 斯 (Pappus)《 公 元 三 世纪 )》) 
发 现 的 。 
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6 1 外 5 8 3 
图 90 巴 斯 嘉定 理 的 证 明 


因为 可 以 预先 作 一 射影 变换 ,我 们 不 妨 假 设 P, 9 是 在 无 
穷 远 处 。 于 是 只 须 证 明 尺 也 在 无 穷 远 处 ， 图 90 表明 了 这 种 
情形 ,其 中 12j|45, 23 上 56。 我 们 必须 说 明 16|34. 我 们 有 


4 2 
atx b+y+s b+y a+xt+r 
因此 
和 二 
b 十》 十 5 


从 而 1534。 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 


4. 布 利安 桑 定理 


该 定理 叙述 如 下 : 如 果 六 边 形 的 边 交替 地 通过 两 个 定点 
P 和 0, 则 连接 六 边 形 相对 的 顶点 的 三 条 对 角 线 是 共 点 的 ( 见 
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图 91 布 利安 沫 图形， 
图 91)， 通 过 一 个 射影 我 们 可 以 把 P 和 两 条 对 角 线 (例如 14 
和 36) 的 交点 送 到 无 穷 远 处 ， 这 情形 如 图 92 所 示 。 由 于 
py a 4 it 
14|36， 我 们 有 人 但 是 人 


$5 
且 36|25， 从 而 所 有 三 条 对 角 线 平 
行 ， 因 而 是 共 点 的 . 这 足以 证 明 在 
一 般 情 况 下 定理 成 立 , 


,有 上 且 立 一 工 ,因此 三 一 二 ， 


5. 对 偶 性 简介 


图 92 布 利安 桑 定理 的 证 明 


读者 可 能 注意 到 , 在 巴 斯 嘉 
(1623 一 1662) 和 布 利安 桑 (Brianchon，1785 一 1864) 的 定理 
之 间 有 异乎 寻常 的 相似 之 处 ， 如 果 把 这 两 个 定理 并 排 写 出 ， 
其 相似 变 得 特别 明显 : 
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巴 斯 嘉 定理 布 利安 桑 定理 
如 果 一 六 边 形 的 顶点 交替 地 | 《如果 一 六 边 形 的 边 交 符 地 
位 于 两 条 直线 上 ， 则 相对 的 边 | 通过 两 个 点 ， 则 连接 相对 的 
的 交点 是 共 线 的 。 顶点 的 边 是 共 点 的 。 


不 仅 巴 斯 嘉 定理 和 布 利安 又 定理 成 对 出 现 ， 而 且 射 影 几 
何 中 的 所 有 定理 都 是 成 对 出 现 的 ,其 中 一 个 类 似 于 另 一 个 ,可 
以 说 结构 是 同一 的 ， 这 个 关系 称 为 对 偶 ， 在 平面 几何 中 , 点 
和 直线 称 为 对 偶 元 春 . 画 一 条 直线 通过 一 个 点 和 在 一 条 直线 
上 标 出 一 个 点 ,这 是 对 偶 操 作 ， 两 个 图 形 ,如 果 只 要 把 其 中 一 
个 的 每 一 元 素 及 操作 都 用 它 的 对 偶 元 素 及 对 偶 操 作 来 代替 就 
能 得 到 另 一 个 图 形 的 话 , 我 们 就 说 这 两 个 图 形 是 对 偶 的 。 两 
个 定理 ， 如 果 只 要 把 其 中 一 个 的 所 有 元 素 及 操作 都 用 它们 的 
对 偶 来 代替 就 变 成 另 一 个 的 话 ,我 们 说 这 两 个 定理 是 对 偶 的 ， 
例如 ， 巴 斯 豆 和 布 利安 桑 的 定理 是 对 偶 的 .而 笛 沙 格 定理 的 
对 偶 显然 是 它 的 逆 定 理 . 对 偶 现 象 使 得 射影 几何 有 一 个 与 初 
等 度量 几何 极 不 相同 的 特点 ， 因 为 在 初等 几何 中 这 种 对 侦 是 
没有 的 (例如 ,说 一 个 37。 的 角 或 长 为 2 的 线段 的 对 偶 是 没 总 
义 的 ). 在 许多 射影 几何 的 教科 书 中 ， 像 我 们 上 面 所 作 的 那 
样 ,把 对 偶 定理 及 其 对 偶 证 明 并 排 地 列 在 同一 页 上 ,以 此 来 显 
示 对 偶 原理 ， 任 何 一 个 正确 的 射影 几何 定理 的 对 偶 ， 同 样 是 
射影 几何 的 一 个 正确 的 定理 。 对 候 的 基本 原因 将 在 下 一 节 考 
虑 (也 见 第 283 页 ). | 
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86 解析 表示 
1 初步 说 明 


在 射影 几何 的 早期 发 展 中 , 有 这 样 一 种 强烈 的 倾向 : 把 
一 著 都 建立 在 综合 的 和 “ 纯 几 何 ” 的 基础 上 ,而 避免 用 数 和 代 
数 方法 .但 是 这 种 企图 碰 到 了 很 大 的 困难 ， 因 为 总 有 些 地 方 
看 来 是 不 可 避免 地 需要 某 些 代数 的 陈述 ， 直 到 十 九 世 纪 末 才 
完全 成 功 地 建立 起 一 个 纯 综 合 的 射影 几何 .但 是 代价 比较 
高 , 因为 这 样 一 来 把 问题 搞 得 相当 复杂 。 而 解析 几何 的 方法 
在 这 方面 却 一 直 是 比较 成 功 的 。 在 近代 数学 中 ， 总 的 趋势 是 
把 一 切 都 建立 在 数 的 概念 的 基础 上 ， 在 几何 中 , 由 费 尔 玛 和 
笛 卡 尔 开始 的 这 种 努力 已 经 取得 了 决定 性 的 胜利 。 解析 几 
何 ， 从 仅仅 是 几何 推理 中 的 一 种 工具 发 展 成 这 样 一 门 学 科 : 
在 这 里 , 对 运算 及 其 结果 的 直观 的 几何 解释 , 不 再 是 最 终 的 、 
唯一 的 目标 .几何 直观 更 主要 是 起 着 引导 的 作用 ， 帮 助 启发 
和 理解 分 析 上 的 结果 ， 几何 的 含义 的 这 种 变化 是 在 历史 的 进 
程 中 逐渐 出 现 的 , 它 大 大 地 扩大 了 经 典 几 何 的 范围 ,同时 引起 
了 几何 和 分 析 几 乎 是 有 机 的 结合 . 

在 解析 几何 中 ,一 个 几何 对 象 的 “坐标 ”是 唯一 标志 该 对 
象 的 一 组 数 。 例如 , 对 一 个 点 , 我 们 用 它 的 直角 坐标 *, y 或 
它 的 极 坐标 p, 9 来 描述 , 而 一 个 三 角形 则 可 以 用 它 的 三 个 顶 
点 的 坐标 ( 共 六 个 数 ) 来 描述 。 我 们 知道 在 *, y 平面 上 , 一 条 
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直线 是 这 样 的 点 P(*, y)( 这 个 记 法 见 第 107 页 ) 的 几何 轨迹 ， 
它 的 坐标 满足 某 个 线性 方程 
ax 十 27y 十 < 一 0。 (1) 

因此 我 们 可 以 称 a。, 5,c 三 个 数 是 这 条 直线 的 “坐标 "。 例如 
a 0,6 一 1,c 一 0 确定 了 直线 y 二 0， 这 是 + 轴 ; a 一 1， 
2 二 一 1 ,c 一 0 确定 了 直线 x 一 y, 它 平分 正 * 轴 和 正 ? 轴 
之 间 的 夹 角 ， 同 样 地 ,二 次 方程 定义 了 “圆锥 曲线 ”: 

+t 六 一 7 以 原点 为 中 心 ,+ 为 半径 的 圆 ， 
(zx 一 a 十 (y 一 5 一 r? 以 (e2) 为 中 心 , > 为 半径 的 圆 ， 

a 椭圆 ， 

a’ bp’ 
等 等 ， 

对 解析 几何 来 说 ， 最 自然 的 办 法 是 从 纯 几 何 的 概念 一 一 
点 直线 等 一 一 出 发 ,然后 把 它们 翻译 成 数 的 语言 ， 但 现代 的 
观点 则 相反 .我 们 从 所 有 有 序数 对 *, y 的 集合 出 发, 而且 称 
每 一 个 这 样 的 数 对 为 点 ,因为 如 果 我 们 选 了 这 样 一 个 数 对 ,我 
们 就 能 用 熟悉 的 几何 点 的 概念 来 解释 它 或 使 它 具体 化 ， 类 似 
地 ,一 个 * 和 y 的 线性 方程 定义 了 一 条 直线 .这 样 一 种 从 强 
调 几 何 直 观 到 强调 几何 的 分 析 方 面 的 转变 ， 为 简单 而 又 严格 
地 处 理 射影 几何 中 的 无 穷 远 点 开辟 了 一 条 道路 ， 而 且 对 更 深 
刻 地 理解 整个 这 门 学 科 是 不 可 缺少 的 .我 们 将 把 这 个 方法 说 
明 一 下 ,但 这 是 针对 那些 具有 一 些 初步 训练 的 读者 来 说 的 。 
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“2, 齐 次 坐标 “对偶 性 的 代数 基础 


通常 在 解析 几何 中 ， 平 面 上 一 点 的 直角 坐标 是 指 这 点 到 
一 对 互相 垂直 的 轴 的 ( 带 有 正 负 符 号 的 ) 臣 离 ， 在 扩充 了 的 射 
影 几 何 的 平面 上 ,无穷 远 点 把 这 个 坐标 系 破 坏 了 .因此 ,如 果 
我 们 希望 把 解析 方法 应 用 于 射影 几何 的 话 ， 就 需要 找 一 个 既 
包括 普通 点 又 包括 理想 点 的 坐标 系 ， 引 进 这 样 一 个 坐标 系 ， 
最 好 的 描述 方法 是 : 假设 把 给 定 的 X,Y- 平 面 * 拘 入 一 个 引 
进 了 直角 坐标 x,y, z 的 三 维 空间 中 ， 坐 标 *， y，z 是 一 个 点 
到 由 x,y, z 轴 决 定 的 三 个 坐标 平面 的 ( 带 有 正 负 符号 的 ) 距 
离 。 我 们 让 平面 * 平行 于 *,y 坐标 平面 , 且 位 于 其 上 方 距 离 
为 1 处 ， 使 得 < 的 任意 点 有 三 维 坐标 (X,Y, 1)。 取 这 坐标 
系 的 原点 0 为 射影 中 心 ， 我 们 注意 每 一 点 P 确定 经 过 O 的 唯 
一 一 条 直线 ,反之 亦 然 ( 见 第 243 页 ， 经 过 0 上 且 平 行 于 * 的 那 
些 直线 对 应 于 地 的 那些 无 穷 远 点 )， 

现在 我 们 对 平面 * 上 的 点 建立 一 个 “ 齐 次 坐标 ” 系 ， 为 了 
求 出 * 上 任 一 普通 点 P 的 齐 次 坐标 ， 我 们 取经 过 0 和 P 了 的 直 
线 ， 并 且 在 这 直线 上 选取 任意 一 个 异 于 0 的 点 8( 见 图 93). 
于 是 8 的 普通 三 维 坐 标 x*,，y, z 称 为 点 P 的 齐 次 坐标 ， 特 别 
地 ,P 本 身 的 坐标 (X,Y, 1) 是 P 的 一 个 齐 次 坐标 .而 且 任 何 
其 它 数组 (1X,zY, 四 , 其 中 zt 疡 0, 也 是 P 的 齐 次 坐标 , 因为 
在 直线 OP 上 所 有 异 于 0 的 点 的 坐标 都 有 这 个 形式 《我 们 排 
除了 点 (0, 0, 0) 是 由 于 它 位 于 所 有 经 过 0 的 直线 上 ,而 不 能 
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人 一 >， 一 ) 一 人 


图 93 齐 次 坐标 


借 此 把 它们 区 分 开 来 ). 

在 平面 上 引进 这 样 的 坐标 ， 要 求 用 三 个 数 而 不 是 两 个 数 
来 确定 一 个 点 的 位 置 ,而 且 这 方法 还 有 一 个 不 便 之 处 , 那 就 是 
一 个 点 的 坐标 并 不 是 唯一 确定 的 ， 而 是 带 着 一 个 任意 因子 1, 
但 是 它 有 很 大 的 好 处 .现在 包括 荆 上 的 无 穷 远 点 在 内 ， 都 可 
以 用 这 种 坐标 来 表示 了 。* 上 的 一 个 无 穷 远 点 P， 由 一 条 经 
过 0 而 平行 于 z# 的 直线 所 确定 。 这 条 直线 上 任意 一 点 有 形 
如 (x,y，0) 的 坐标 。， 因 此 x 上 无 穷 远 点 的 齐 次 坐标 的 形式 
是 《x,y, 0)。 如 果 我 们 注意 连接 O 和 一 条 直线 上 的 点 的 那 
些 直 线 都 在 通过 O 的 一 个 平面 上 , 那 示 , * 上 一 条 直线 在 齐 次 
坐标 中 的 方程 也 是 容易 建立 的 . 在 解析 几何 中 已 经 证 明了 这 
样 一 个 平面 的 方程 形 如 

ex 十 妙 十 cz 一 10. 

因此 这 是 x* 上 一 直线 在 齐 次 坐标 中 的 方程 。 . 
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我 们 已 经 把 通过 O 的 直线 当 作 = 上 的 点 的 几何 模型 ， 如 
今 可 以 撤 开 它 而 给 出 下 述 扩充 平面 的 纯 分 析 的 定义 : 
点 是 不 全 为 零 的 有 序 三 元 实数 《x,，y，z)， 如果 对 两 个 
这 样 的 三 元 数 《xis yi 31) 和 (zx, y2， 22)， 有 某 个 1 半 0 使 
ri 一 il， 
y2 一 11， 
2 一 tis 
则 认为 它们 决定 了 同一 个 点 。 换 句 话说 , 任意 点 的 坐标 可 以 
乘 上 任意 非 零 因子 而 不 改变 这 点 的 位 置 . 〈 这 就 是 它们 称 为 
齐 次 坐标 的 原因 .) 一 个 点 , 如 果 z 关 0, 是 普通 点 ; 如 果 # 一 
0, 是 无 穷 远 点 ， 
工 上 一 直线 是 由 满足 一 个 形 如 
ax 十 by 十 cz 一 0 (1") 
的 线性 方程 的 所 有 点 (x, y, z) 组 成 的 ， 其 中 a, 5,c 是 任意 
三 个 不 全 为 零 的 常数 。 特别 地 ，* 上 的 无 穷 远 点 都 满足 线性 
方程 


2 一 0， (2) 
按 定 义 这 是 一 条 直线 ， 称 为 x* 上 的 无 穷 远 直线 .由 于 一 条 直 
线 是 由 形 如 (1') 的 一 个 方程 所 决定 的 ,我 们 称 三 元 数 (a, 6,c) 
是 直线 (1) 的 齐 次 坐标 。 由 此 可 见 , 对 任意 上 送 0, (ra, ib， 
ic) 也 是 直线 (1') 的 坐标 ,因为 方程 

| Ee (3) 

和 和 (1) 都 为 同样 的 坐标 三 元 数 《x,y, z) 所 满足 . 
在 这 些 定义 中 ， 我 们 看 到 点 和 直线 之 间 是 完全 对 称 的 : 
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每 一 个 都 由 三 个 齐 次 坐标 (x,v,w) 所 决定 。 点 (x, y，z) 
落 在 直线 (a, 5, c) 上 的 条 件 是 
ax 十 by 十 cz 一 0， 
这 和 坐标 为 (a, 5b, c) 的 点 落 在 坐标 为 (z， ?，27 的 直线 上 的 
条 件 是 同样 的 ， 例 如 算术 等 式 
2.3 士 1.4 一 5.2 一 0， 
可 将 其 含义 等 价 地 解释 为 : 点 (3, 4, 2) 沙 在 直线 (2, 1, 一 5) 
上 , 或 者 点 (2, 1, 一 5) 落 在 直线 (3, 4，2) 上 ， 这 种 对 称 狂 
是 射影 几何 中 点 和 直线 之 间 的 对 偶 的 基础 ， 因 为 点 和 直线 的 
任何 关系 ,如 果 对 坐标 重新 作 适 当 解 释 的 话 ,就 会 变 成 直线 和 
点 之 闻 的 一 个 关系 ， 在 这 新 的 解释 中 ， 原 来 的 点 和 直线 的 坐 
标 , 现在 被 认为 是 相应 地 代表 直线 和 点 ，. 所 有 代数 运算 及 其 
结果 仍然 是 相同 的 ， 但 是 从 它们 的 新 解释 中 却 得 出 了 与 原来 
定理 相对 偶 的 定理 必须 注意 ， 这 对 偶 性 在 两 个 坐标 X，Y 
的 普通 平面 中 并 不 成 立 ,因为 在 普通 坐标 里 ,直线 方程 
4X 十 YY 十 < 一 0 
中 的 X，Y 与 ,8，* 不 是 对 称 的 ， 仅 仅 在 包括 了 无 穷 远 反 
和 无 穷 远 直 线 以 后 ,对 偶 原 则 才 完全 确立 ， 
要 从 平面 * 上 普通 点 ?的 齐 次 坐标 过 渡 到 普通 直角 坐标 ,我 
们 只 须 简单 地 令 X 一 二， 了 一 二 ,这 时 X,Y 表示 点 P 到 x 上 两 
条 平行 于 * 轴 、y 轴 的 直角 坐标 轴 的 距离 ,如 图 93 所 示 。 我 们 知 


道 一 个 形 如 
aX+bY+c=0 


的 方程 表示 * 上 一 直线 ， 作 代 换 X = 二， 了 = 地， 两 边 乘 以 4， 
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我 们 得 到 了 同一 直线 在 齐 次 坐标 中 的 方程 ,如 在 第 257 页 叙述 的 
那样 ,为 : 

ax+ by+ cz= 0, 
例如 ， 直 线 方程 2* 一 3y + z 二 0 在 普通 直角 坐标 X*，Y 中 是 
2X 一 3Y + 1=0。 当 然后 一 个 方程 对 直线 上 的 无 穷 远 点 不 适合 ， 
该 无 穷 远 点 的 一 个 齐 次 坐标 是 (3, 2, 0)。 

有 一 件 事 还 要 说 一 下 。 我 们 已 成 功 地 对 点 和 直线 给 出 了 纯 分 

析 的 定义 ,但 是 , 与 此 同样 重要 的 射影 变换 的 概念 在 分 析 里 怎么 表 
示 呢 ?可 以 证 明 , 如 第 225 页 所 定义 的 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 
射影 变换 ,在 分 析 上 由 一 个 线性 方程 组 给 出 : 

4 = art by + cizs 

y = ax + by TF Czy (4) 

2 = dsxt 十 byy 十 csz。 
它 把 平面 * 上 的 点 的 齐 次 坐标 *,y, z 和 平面 ~ 上 的 点 的 齐 次 坐 
标 x',y', xz” 联系 起 来 。 从 我 们 现在 的 观点 来 看 ,我 们 可 以 把 射 
影 变换 定义 为 由 形 如 (4) 的 任 一 线性 方程 组 给 出 的 一 个 变换 ， 这 
时 射影 几何 的 定理 成 了 三 元 数 (*, yyz) 在 这 种 变换 下 的 定理 。 例 
如 , 证 明 在 一 条 直线 上 四 个 点 的 交 比 在 这 样 的 变换 下 不 变 , 这 样 的 
问题 现在 成 了 代数 中 线性 变换 的 一 个 简单 练习 。 我 们 不 能 继续 深 
入 到 这 个 分 析 过 程 的 细节 中 去 ， 而 将 回 到 射影 几何 的 更 为 直观 的 
方面 上 来 。 


$ 7 只 用 直 尺 的 作 图 问题 


在 下 面 的 作 图 中 ,应 理解 为 只 许 用 直 尺 作 工 具 。 

问题 1 至 18 包含 在 施 泰 钠 的 一 篇 文章 中 ， 在 那里 他 证 明了 ， 
如 果 给 了 一 个 固定 的 圆 和 它 的 圆心 ， 那 末 在 几何 作 图 中 就 可 以 不 
用 圆规 了 ( 见 第 三 章 , 第 205 页 )。 建议 读者 按 如 下 次 序 解 这 些 问 
题 。 
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通过 P 点 的 四 条 直线 4, 6, c,d, 如 果 交 比 (a6cd) = 一 1, 就 
说 它们 是 调和 的 ,并 且说 4 和 56 对 < 和 4a 是 共 辆 的 ,反之 亦 然 。 

1) 证 明 : 如 果 在 四 个 调和 直线 <，5，c, 4 中 ， 射 线 < 平分 
和 4 之 间 的 夹 角 , 则 垂直 于 4 

2) 对 过 一 点 的 三 条 给 定 直线 ， 作 出 第 四 条 调和 直线 〈 提 示 : 
应 用 完全 四 边 形 定理 )。 

3) 对 一 条 直线 上 的 三 个 给 定点 ,作出 第 四 个 调和 点 。 

4) 如 果 一 个 给 定 的 直角 和 一 个 给 定 的 任意 角 有 共同 顶点 及 
一 公共 边 , 试 作 一 角 使 其 为 给 定 的 任意 角 的 两 倍 . 

5) 给 定 一 角 及 其 分 角 线 5, 过 该 角 的 顶点 了 , 作 的 垂 线 。 

6) 证 明 : 如果 过 点 P 的 直线 7, 12，…，? 与 直线 。 交 于 
点 4 4,， 4s，…， dr， 与 直线 6 交 于 点 Bt，B,，B,、…,B,, 则 所 
有 的 线段 对 4;B 和 44Bi (As 1 一 1，2，…，2) 的 交点 在 一 
条 直线 上 . 

7) 证 明 : 给 定 三 角形 48C, 如 果 一 条 平行 于 BC 边 的 直线 交 
48B 于 B', 交 4C 于 C', 则 BC 和 CB 的 交点 D 使 4， 的 连 线 二 
等 分 BC。 
7a) 叙述 并 证 明 7) 的 逆 命 题 。 
8) 在 一 条 直线 ! 上 给 定 三 个 点 ?，8，R, 其 中 8 是 线段 PR 
的 中 点 ,过 给 定点 5 作 平行 于 ! 的 直线 。 
9) 给 定 二 平行 线 Ls 1, 二 等 分 I 上 一 给 定 线段 AB, 
10) 过 给 定点 P 作 一 直线 平行 于 给 定 的 两 条 平行 线 i 和 4 
[提示 : 用 8) 把 9) 化 为 7)], 
11) 给 定 一 直线 ! 平行 于 已 知 线段 48, 施 泰 钠 对 线 妈 48 放 
大 一 倍 的 问题 给 出 了 如 下 解法 : ”通过 既 不 在 1 上 也 不 在 直线 4B 
上 的 一 点 C, 作 C4 交 1 于 41, CB 交 1 于 B, 然后 [ 见 10)] 过 C 作 
一 平行 于 7 的 直线 , 交 B4, 于 了。 车 DB: 交 48 于 E, 则 4E =2。 
AB. 
” 证明 最 后 一 名 话 . 
，12) 给 定 一 平行 于 43 的 直线 六 分 线 眉 48 为 # 等 分 [提示 : 
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首先 用 11) 在 1 上 作 任 一 线段 的 # 倍 ]。 

13) 给 定 一 平行 四 边 形 4BCD， 过 一 点 P 作 一 条 平行 于 直线 
1 的 平行 线 [提示 : 把 10) 用 到 平行 四 边 形 的 中 心 并 用 8)]. 

14) 给 定 一 平行 四 边 形 ,将 一 给 定 线段 乘 > 倍 [提示 : 用 13) 
和 11)]. 

15) 给 定 一 平行 四 边 形 ,把 一 给 定 线 廊 = 等 分 . 

16) 给 定 一 个 圆 和 它 的 圆心 过 一 给 定点 作 一 给 定 直线 的 平 
行 线 [提示 : 用 13)]. 

17) 给 定 一 个 圆 和 它 的 回 心 ， 将 一 给 定 线 妥 乘 ” 倍 和 分 成 ” 
等 分 [提示 : 用 13)]. 

18) 给 定 一 个 圆 和 它 的 圆心 ， 过 一 给 定点 作 一 给 定 直线 的 重 
线 (提示 : 作 这 给 定 圆 的 内 接 和 矩形 , 使 这 和 矩形 有 两 个 边 平行 于 给 定 
直线 ,然后 化 为 前 面 的 练习 ). 

19) 如 果 你 的 工具 是 带 有 两 个 平行 边 的 直 尺 ,用 问题 1) 一 18) 
的 结果 ,你 能 解决 哪些 基本 作 图 问题? 

20) 二 给 定 直 线 , 1 交 于 你 所 用 的 这 张 纸 外 边 的 一 点 P， 作 
给 定点 9 与 的 连 线 (提示 : 作出 满足 平面 上 第 沙 格 定理 的 图 形 ， 
使 得 P 和 9 成 为 第 沙 格 定理 中 两 个 三 角形 对 应 边 的 交点 )。 

21) 二 给 定点 的 距离 大 于 你 所 用 的 直 尺 的 长 度 ， 作 连接 这 两 
点 的 连 线 [提示 ; 用 20)]. 

22) 位 于 所 用 的 纸张 以 外 的 两 点 P、2， 相应 地 由 过 P 和 0 的 
两 对 直线 二 ,5 和 mm, 所 决定 。 试 作 直线 Po 在 纸 上 的 部 分 ( 提 
示 : 为 了 得 到 PO 上 的 一 点 ,作出 满足 笛 沙 格 定 理 的 图 形 ， 使 得 一 
个 三 角形 有 两 个 边 在 上 和 m 上 ;而 另 一 个 三 角形 相应 的 两 边 在 刀 
和 mw, 上 ). 

23) 用 巴 斯 吉 定理 (第 249 页 ) 解 决 20) [提示 : 作出 满足 巴 
斯 嘉定 理 的 图 形 ， 使 得 2 1, 为 六 边 形 的 一 对 相对 的 边 , 9 为 另 一 
对 相对 的 边 的 交点 ]。 

24) 两 条 完全 处 于 所 用 纸张 外 的 直线 ， 每 一 条 直线 都 由 纸 上 
的 两 对 直线 确定 。 这 两 对 直线 中 每 一 对 的 交点 都 在 纸 外 的 这 条 直 
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线 上 。 确定 这 两 条 ( 纸 外 的 ) 直线 的 交点 (用 过 这 交点 的 一 对 直线 
来 确定 它 )， 


88 三 次 曲线 和 二 次 曲面 
1. 二 次 曲线 的 初等 度量 几何 


直到 现在 , 我 们 仅仅 涉及 点 直线、 平面 和 由 它们 所 组 成 
的 图 形 。 如 果 射 影 几何 除了 研究 这 样 的 直线 "图 形 以 外 再 没 
有 别 的 , 那 它 就 不 怎么 会 信人 感 兴趣 了 ， 从 根本 上 说 来 ,一 个 
重要 的 事实 是 ,射影 几何 所 研究 的 不 限于 直线 图 形 ,而 是 包括 
圆锥 曲线 ? 的 整个 领域 以 及 它们 在 高 维 空间 中 的 推广 ， 圆锥 
曲线 一 一 顶 圆 , 双 曲 线 和 抛物 线 一 一 的 阿波 有 罗 尼 斯 度量 处 理 ， 
是 古代 伟大 的 数学 成 就 之 一 。 圆锥 曲线 对 纯 数 学 和 应 用 数学 
的 重要 性 (例如 行星 及 氧 原子 中 电子 的 轨道 是 圆锥 曲线 ) 是 怎 
么 估计 也 不 过 分 的 ， 有 点 奇怪 的 是 , 关于 圆锥 曲线 的 古典 希 
腊 理 论 至 今 仍然 是 数学 教程 中 不 可 缺少 的 部 分 ， 然 而 希腊 几 
何 决 不 是 已 经 到 顶 ,两 千年 后 ,圆锥 曲线 的 重要 射影 性 质 被 发 
现 了 ， 尽管 这 些 性 质 简单 而 优美 ， 但 是 学 院 式 的 惰性 却 一 直 
阻碍 着 把 它们 引进 高 中 课程 . 

首先 我 们 回忆 一 下 圆锥 曲线 的 度量 的 定义 ， 这 种 定义 有 
各 式 各 样 , 在 初等 几何 中 可 以 看 到 它们 是 等 价 的 ， 常见 的 一 


D 由 于 圆锥 曲线 都 能 用 x*、y 的 二 次 方程 来 表示 ， 亦 可 称 为 二 次 曲线 。 
一 一 译注 
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种 是 涉及 焦点 的 ， 一 个 椭 图 定义 为 平面 上 这 样 的 点 了 的 几何 
轨迹 : 它 到 两 个 固定 点 Fi, F;,《 即 焦点 ) 的 距离 r1, +; 之 和 是 
一 常量 《如 果 两 个 焦点 重合 , 图 形 是 一 个 圆 )， 双 曲线 定义 为 
平面 上 这 样 的 点 P 的 轨迹 ， 对 它 来 说 , 差 x, 一 r+; 的 绝对 值 是 
一 固定 常量 ， 抛 物 线 定义 为 这 样 的 点 了 的 几何 轨迹 : 它 到 一 
固定 点 的 距离 * 等 于 到 一 给 定 直线 ! 的 距离 . 

用 解析 几何 的 语言 来 说 ,这 些 曲线 都 能 用 坐标 x，y 的 二 
次 方程 来 表示 . :反之 ,不 难 证 明 , 用 任意 一 个 二 次 方程 

ax 十 0 十 cxy 十 dt 十 cey 士 一 0 

解析 地 定义 的 任何 曲线 ,或 是 这 三 种 圆锥 曲线 之 一 ,或 是 一 条 
直线 ,或 是 一 对 直线 , 或 是 一 个 点 , 或 是 虚 的 .要 证 明 这 个 事 
实 ,通常 是 引进 一 个 新 的 适当 的 坐标 系 ,这 在 任何 解析 几何 课 
本 中 都 能 找到 ， 

圆锥 曲线 的 这 些 定义 本 质 上 是 度量 的 ， 因 为 它们 用 到 了 
距离 的 概念 但 是 还 有 另 一 种 定义 ， 它 确立 了 圆锥 曲线 在 射 
影 几 何 中 的 地 位 ; 圆锥 曲线 是 一 个 圆 在 平面 上 的 投影 ， 如果 
我 们 从 一 点 0 投影 一 个 圆 C , 则 投影 线 将 成 为 一 对 无 限 的 锥 
面 , 这 锥 面 与 平面 * 的 交 线 是 C 的 投影 。 这 交 线 是 一 椭圆 或 
双 曲 线 , 将 根据 这 平面 和 这 锥 面 一 叶 或 两 叶 相 截 而 定 。 当 
平行 于 过 O 的 一 条 直线 时 ， 出 现 了 抛物 线 这 种 中 间 情 形 〈 见 
图 94). - 

这 射影 的 锥 面 并 不 一 定 是 正 圆 锥 ， 即 顶点 O 不 一 定 在 通 
过 圆心 垂直 于 圆 面 C 的 直线 上 . 它 也 可 以 是 斜 的 .在 所 有 这 些 
情形 中 ,我 们 将 不 加 证 明 地 在 这 里 承认 以 下 事实 : 锥 面 与 一 平 
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面 的 交 线 是 其 方程 为 二 次 的 曲线 ;反之 ,每 一 个 二 次 曲线 可 从 
一 个 圆通 过 这 样 一 个 射影 来 得 到 ， 这 就 是 把 二 次 曲线 称 为 圆 


94 圆锥 曲线 图 95 有 丹 德 林 的 球 


锥 曲线 的 原因 . 

当 平面 仅 与 正 贺 锥 的 一 叶 相 交 时 ,我们 断言 交 线 五 是 一 
酉 圆 ， 可 以 证 明 巨 满足 上 述 用 焦点 给 出 的 那 种 通常 用 的 椭圆 
定义 ， 有 一 个 简明 而 优美 的 证 法 是 比利时 数学 家 丹 德 林 〈G. 
Pp. Dandelin) 在 1822 年 给 出 的 。 这 个 证 明 是 在 引进 两 个 球 
5; 和 5; 的 基础 上 进行 的 (图 95), 它们 和 = 分 别 相 切 于 点 F， 
和 Fa:, 并 且 相 应 地 沿 着 两 个 平行 的 圆 K,，K, 和 圆锥 相 接触 
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我 们 把 上 任意 点 P 和 F,, F, 连接 起 来 , 并 夯 出 从 P 到 圆锥 
顶点 0 的 连 线 ， 这 条 线 整个 地 落 在 圆锥 的 表面 上 ， 且 依次 交 
K, 和 K, 于 点 2, 和 9,。 现在 PP, 和 PO, 是 从 P 到 & 的 两 条 
切线 ,所 以 

PF, = PO,, 
类 似 地 有 

PP = PO,. 
把 这 两 个 等 式 加 起 来 ,我 们 得 到 

PF, + PF;, = PO, + PO;, 
但 是 PQ, + P9, 一 9:9, 恰好 是 平行 圆 K, 和 K, 之 间 沿 着 加 
锥 表面 的 距离 ， 因 此 它 与 了 上 点 了 的 选择 无 关 。 这 最 后 一 个 
等 式 
PF, 十 PF, 一 常数 ， 

对 E 的 所 有 点 成立, 这 正 是 用 焦点 作 的 椭圆 定义 ， 因 此 互 
是 一 椭 贺 ，F1，F, 是 它 的 焦点 。 


习题 : 若 平面 截 割 圆锥 的 两 叶 ， 则 交 线 是 双 曲线 。 试 在 这 园 
锥 的 每 一 叶 都 作 一 个 奈 以 证 明 这 个 事实 。 


2. 二 次 曲线 的 射影 性 质 “ 


在 上 记 叙述 的 事实 的 基础 上 ， 我 们 将 采用 这 样 一 个 尝 i 
性 的 定义 : 圆锥 曲线 是 圆 在 平面 上 的 投影 ， 这 个 定义 比 通 常 
用 焦点 的 定义 更 多 地 保留 了 射影 几何 的 精神 ， 因 为 后 者 完全 
依赖 于 距离 这 度量 概念 ， 但 是 ， 即 使 我 们 现在 的 这 个 定义 也 
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没有 完全 避免 这 个 缺陷 ， 因 为 “ 贺 ” 也 是 度量 几何 的 一 个 概 
念 。 下面 我 们 将 给 出 圆锥 曲线 的 一 个 纯粹 射影 定义 ， 

由 于 我 们 已 经 接受 了 一 个 圆锥 曲线 只 是 一 个 圆 的 射影 这 
样 的 定义 [ 词 “cowic” (圆锥 曲线 ) 的 意思 是 指 贺 的 射影 类 中 的 
任 一 曲线 , 见 第 246 页 ]; 由 此 可 知 , 圆 在 射影 下 不 变 的 任何 性 
质 ， 也 将 为 任意 二 次 曲线 所 具备 .现在 圆 有 一 个 众所周知 的 
(度量 ) 性 质 : 一 给 定 圆 弧 所 对 的 每 个 圆周 角 相 等 .在 图 96 中 
纪 48 所 对 着 的 角 408 是 和 0 的 位 置 无 关 的 。 如 果 考 虑 圆 
上 四 个 点 4, B,C,D, 而 不 是 贺 上 两 个 点 4, B 的 话 ， 这 个 
事实 就 和 交 比 这 个 射影 概念 有 关 了 .连接 这 四 个 点 和 圆 上 第 
五 个 点 0 的 四 条 直线 4a, 5，c, 4 将 有 交 比 (ai cd), 它 只 依赖 
于 弧 C4,，CB, DA4, DB 所 对 着 的 圆周 角 .。 如 果 我 们 把 4， 
B,C,D 和 圆 上 另 一 点 0' 连接 起 来 ， 我 们 得 到 四 条 直线 a'， 
b', c,d'。 从 刚才 提 到 的 圆 的 性 质 可 知 ， 这 两 组 四 条 直线 是 
“相合 的 22.。 因此 它们 具有 相同 的 交 比 : (o'2c'd) 一 (apcd)， 
现在 如 果 我 们 把 圆 射 影 成 任意 二 次 曲线 天 ,我 们 将 得 到 及 上 
的 四 个 点 ， 仍 记 为 4, B,C,D, 还 有 另外 两 个 点 0O，0', 以 
及 两 组 四 条 直线 a, 5, c,d 和 a ,b,c', 4d'。 这 两 组 四 条 直 
线 不 一 定 相合 ， 因 为 相等 的 角 经 过 射影 一 般 是 不 会 相等 的 ， 
但 是 由 于 交 比 在 射影 下 是 不 变 的 ， 等 式 《abcd) = (a'b'e'd') 
仍然 成 立 . 这 就 引出 一 个 基本 定理 : 把 圆锥 曲线 入 上 任意 四 


1) 给 定 共 点 的 四 条 直线 a, 5 <* 2 和 另外 共 点 的 四 条 直线 4，b',c', 2 
如 果 前 面 的 每 对 直线 之 间 的 夹 角 和 后 面相 应 直线 之 间 的 夹 角 相 等 且 符 号 
相同 ,就 称 这 两 组 直线 是 相合 的 ， | 
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图 96， 猴 上 的 交 比 图 97 椭 加 上 的 交 比 
点 4, B,C,D 和 K 上 第 五 个 点 0 用 直线 a,b, c,d 连接 起 
来 , 交 比 (ob cd) 与 K 上 点 0 的 位 置 无 关 ( 图 97). 
这 确实 是 惊人 的 结果 . 我们 已 经 知道 在 一 直线 上 任 取 的 
四 个 点 与 平面 上 任何 第 五 个 点 2 的 交 比 是 一 样 的 ， 这 个 关于 
交 比 的 定理 是 射影 几何 的 一 个 基本 事实 。 现在 我 们 知道 , 这 
个 事实 对 二 次 曲线 上 的 四 个 点 同样 是 成 立 的 ， 但 有 一 个 重要 


的 限制 ， 这 第 五 个 点 不 能 在 平面 上 任意 移动 ， 但 仍然 可 以 在 
给 定 的 二 次 曲线 上 自由 移动 ， 

不 难 证 明 这 个 结果 的 逆 命 题 : 如 果 一 曲线 玉 上 有 两 点 
0, 0', 使 得 玉 上 任意 四 点 4, B,C,D 从 0 和 0' 出 发 有 同 
样 的 交 比 , 则 六 是 二 次 曲线 (因此 4, B,C,D 入 上 任意 第 
三 点 0” 有 同样 的 交 比 )， 在 这 里 我 们 就 不 讲 这 个 证 明了 ， 

二 次 曲线 的 这 些 射影 性 质 ， 启 发 我 们 对 这 些 曲 线 的 作 图 
采用 一 种 一 般 的 方法 .我们 称 平面 上 过 给 定点 0 的 所 有 直线 
为 一 线束 .现在 考虑 通过 在 二 次 曲线 玉 上 选 定 的 两 点 CO 和 0" 
的 线束 ， 在 0 的 线束 和 0' 的 线束 之 间 我 们 可 以 建立 这 样 的 
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一 一 对 应 : 对 0 的 一 直线 4 和 0’ 的 一 直线 a。， 只 要 4 和 和 4" 
交 于 二 次 曲线 上 一 点 4, 就 把 它们 配 为 一 对 ， 这 时 0 的 线 
束 中 任意 四 条 直线 a, 5, c,d 和 0' 中 四 条 相应 的 直线 a',2"， 
c', 4' 将 有 相同 的 交 比 ， 在 二 线束 之 间 , 任 意 一 个 具有 这 种 性 
质 的 一 一 对 应 称 为 射影 对 应 (这 个 定义 显然 是 在 第 236 页 给 出 
的 两 条 直线 上 点 与 点 之 间 的 射影 对 应 的 对 偶 定义 )， 存 在 着 
射影 对 应 的 线束 我 们 称 为 是 射影 相关 的 。 根 据 这 个 定义 我 们 
现在 可 以 断言 : 二 次 曲线 天 是 两 族 射影 相关 的 线束 的 相应 直 
线 的 交点 的 轨迹 。 这 个 定理 为 二 次 曲线 的 纯粹 射影 定义 提供 
了 基础 : 二 次 曲线 是 两 族 射影 相关 的 线束 中 相应 直线 交点 的 
轨迹 ?。 可 以 试图 以 这 个 定义 为 起 点 去 发 展 二 次 曲线 的 理论 ， 
但 是 在 这 里 我 们 只 限于 作 一 些 
说 明 . 
射影 相关 的 线束 可 以 这 样 
得 到 : 从 两 个 不 同 的 中 心 0 和 
0" 射影 一 直线 ? 上 的 所 有 点 
1 P, 在 这 些 射影 线束 中 使 得 交 
于 1 上 的 直线 4 和 a” 彼此 对 
应 , 则 这 两 族 线 束 是 射影 相关 的 .现在 取 线 束 0”, 把 它 象 刚 
体 似 地 移动 到 任 一 位 置 0'， 则 所 得 的 线束 0' 将 和 0 射影 相 
关 。 而 且 二 线束 之 间 的 任何 射影 对 应 都 可 以 这 样 得 到 (这 个 
事实 是 和 第 236 页 习题 1 相对 偶 的 事实 ). 如 果 线 束 0O 和 0 


1) 在 某 些 情况 下 这 轨迹 可 能 退化 成 一 直线 , 见 图 98。 
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图 99 由 射影 产生 的 圆 和 等 边 双 曲线 


是 相合 的 ， 我 们 得 到 一 个 圆 ， 如果 角 相等 ,但 符号 相反 ,这 二 - 
次 曲线 是 等 边 双 曲线 ( 见 图 99). 
注意 二 次 曲线 的 这 个 定义 可 以 产生 一 条 直线 的 轨迹 ， 如 
图 98， 在 这 种 情形 ,直线 00” 对 应 它 本 身 , 它 的 所 有 点 都 被 
认为 属于 这 轨迹 。 因此 这 二 次 曲线 退化 成 一 对 直线 , 它们 与 
下 列 事实 相符 : 一 个 圆锥 存在 着 由 两 条 直线 组 成 的 截 线 (由 
通过 顶点 的 平面 与 它 相 截 而 得 到 )，。 
习题 1) 用 射影 线束 画 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 《〈 要 求 读 者 极 
力 通过 这 样 的 作 图 来 作 试验 , 它 将 大 大 有 助 于 读者 的 理解 )。 
2) 已 知 五 个 点 0， 0', 4， B,C 位 于 一 未 知 的 二 次 曲线 K 上， 
求 作 过 o 的 一 条 给 定 直线 a 和 天 的 交点 了 (提示 : 考虑 由 04,08， 
0C 给 出 的 过 0 射线 ea 8, c， 和 类 似 地 过 0' 的 射线 2 过 0 
画 射 线 4, 且 过 0' 作 庙 线 忆 使 (abca) 一 《a'b'e'd), 则 ad 和 2 的 
交点 必然 是 K 上 一 点 )。 
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3. 二 次 曲线 看 作 线 曲线 


二 次 曲线 的 切线 ,这 个 概念 是 射影 几何 的 概念 ,因为 二 次 
.曲线 的 切线 是 一 直线 , 它 和 二 次 曲线 仅 在 一 点 接触 ,而 这 个 性 
质 在 射影 下 是 不 变 的 。 以 下 基 
本 定理 是 二 次 曲线 切线 的 射影 
性 质 的 基础 : 二 次 曲线 的 任意 
四 个 固定 切线 与 第 五 个 切线 的 
交点 的 交 比 ， 不 论 第 五 个 切线 
的 位 置 如 何 都 是 相等 的 . 

这 个 定理 的 证 明 是 很 简单 
图 100 贺 看 作 其 所 有 切线 的 集合 的 . 因为 一 个 二 次 曲线 是 圆 的 

一 个 射影 ， 而 且 这 个 定理 只 涉 
及 在 射影 下 不 变 的 性 质 ， 因 此 ， 为 了 在 一 般 情 形 下 证 明 这 个 


[ 
5 


图 101 圆 的 切线 性 质 
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定理 ,只 须 对 圆 的 情形 加 以 证 明 就 够 了 . 

对 于 贺 来 说 ,证 明 这 个 定理 是 初等 几何 的 问题 。 设 P,2， 
R，, S 是 圆 上 任意 切线 4,5, c,d 的 四 个 切 点 ，T 是 男 一 切线 
0 的 团 点 ,切线 0O 交 4a,5, c,d 于 点 4, B,C,D。 如果 M 是 


圆心 , 则 显然 有 和 TM4 = 半 ZTMP, py 二 TMP 等 于 弧 


TP 所 对 的 上 的 图 局 角 . 因 此 和 4MB 一 二 p9, 这 里 Fo 


等 于 弧 PO 所 对 的 圆周 角 .类 似 地 ,和 TM B 等 于 弧 TO 所 对 的 
K 上 的 贺 周 角 , 因 此 点 4, B,C,D 是 从 M 出 发 的 四 条 射线 的 
投影 ,这 四 条 射线 的 角 是 由 P,0, R, 5 的 固定 位 置 给 出 的 .由 
此 推出 交 比 (4BCD) 仅 依赖 于 四 条 切线 a, 5， c,d 而 不 依 
赖 于 第 五 条 切线 0 的 特殊 位 置 ， 这 正 是 我 们 要 证 明 的 定理 ， 

在 上 一 小 节 ， 我 们 看 到 一 个 二 次 曲线 可 以 用 两 个 射影 相 
关 的 线束 中 对 应 直线 的 交点 来 表示 。 刚 才 证 明 的 这 个 定理 使 
我 们 可 以 使 用 这 个 作 图 法 的 对 侦 方 法 。 让 我 们 取 一 个 二 次 曲 


图 102 - 椭 贺 的 两 条 切线 上 的 射影 点 类 
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线 玉 的 两 条 切线 a 和 a', 第 三 条 切线 上 将 相应 地 交 4 和 a' 于 
点 4 和 4"。 如 果 我 们 允许 上 沿 着 这 二 次 曲线 运动 , 则 这 将 在 
4 的 点 和 a' 的 点 之 间 建 立 一 个 对 应 : 
4<>4。 

在 4 的 点 和 oa 的 点 之 间 的 这 个 对 应 将 是 射影 对 应 ,因为 由 我 
们 的 定理 ，“ 的 任意 四 个 点 和 a” 的 四 个 对 应 点 有 相同 的 交 
比 。 因 此 它 表明 一 个 二 次 曲线 入 《 看 作 它 的 切线 族 ), 是 由 。 
和 a 上 两 个 射影 相关 的 点 类 ?的 对 应 点 的 连 线 组 成 的 . 

这 个 事实 可 以 用 来 给 出 二 次 曲线 的 一 个 射影 定义 ， 即 把 
它 作为 直线 束 曲线 "。 让 我 们 把 它 和 上 一 小 节 给 出 的 二 次 曲 
线 的 射影 定义 作 一 比较 : 1 

I II 
一 个 二 次 曲线 是 由 点 集 组 | ”一 个 二 次 曲线 是 由 直线 集 组 

成 的 ， 它 是 两 个 射影 相关 的 | 成 的 : 它 是 两 个 射影 相关 的 点 
线束 中 对 应 直线 的 交点 . 类 中 连接 对 应 点 的 直线 . 

如 果 我 们 把 二 次 曲线 上 一 点 的 切线 ， 看 成 是 这 点 本 身 的 
对 偶 元 素 ,而 且 我 们 把 一 个 "直线 束 曲线 “ 即 二 次 曲线 的 所 有 
切线 ) 作 为 一 个 "点 曲线 ”( 即 二 次 曲线 的 所 有 点 ) 的 对 偶 来 考 
虑 , 则 显而易见 这 两 个 命题 是 完全 对 偶 的 ， 在 把 一 个 命题 翻 
译 成 另 一 个 命题 时 ,我 们 是 把 每 一 个 概念 用 它 的 对 偶 来 代替 ， 
“二 次 曲线 ”这 个 词 仍 不 变 ;在 一 种 情况 下 , 它 是 由 它 的 全 体 点 
所 决定 的 “点 曲线 ”; 在 另 一 种 情况 下 , 它 是 由 它 的 全 体 切 线 所 


1) 我 们 把 一 条 直线 上 的 点 称 为 点 类 * 它 是 一 线束 的 对 偶 。 
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决定 的 * 直 线束 曲线 ”( 见 第 270 页 图 100). 

这 个 事实 的 一 个 重要 后 果 是 ; 在 平面 射影 几何 中 ， 原 来 
只 是 就 点 和 直线 来 说 的 这 个 对 偶 原 理 ， 现 在 可 以 扩充 到 包括 
三 次 曲线 在 内 。 如 果 在 涉及 点 、 直 线 和 二 次 曲线 的 任 一 定理 
的 叙述 中 ,将 每 一 元 素 用 它 的 对 偶 代 填 ( 记 住 ， 二 次 曲线 上 的 
点 的 对 侦 是 二 次 曲线 的 切线 )， 其 结果 仍 是 一 个 正确 的 定理 ， 
这 一 节 的 第 四 小 节 将 举 出 应 用 这 个 原理 的 一 个 例子 . 

把 二 次 曲线 作为 直线 束 曲线 的 作 图 方法 ,如 图 103 一 104 


7 
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图 104 相似 点 类 定义 的 抛物 线 
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所 示 . 如 果 在 两 个 射影 相关 的 点 类 上 ,两 个 无 穷 远 点 彼此 对 应 
《这 必须 是 相合 点 类 或 相似 ? 点 类 的 情形 ) 则 二 次 曲线 是 抛物 
线 , 反 之 亦 然 . 
习题 ; 证 明 逆 定 理 : 在 一 个 抛物 线 的 任意 两 个 固定 的 切线 上 ， 
一 个 运动 切线 割 出 两 个 相似 点 类 。 


4. 关于 二 次 曲线 的 巴 斯 嘉 和 布 利安 桑 的 一 般 定理 


对 二 次 曲线 来 说 ， 对 偶 原理 的 一 个 最 好 的 解释 是 ， 巴 斯 
嘉 的 一 般 定理 和 布 利安 桑 的 一 般 定理 之 间 的 关系 。 前 者 是 在 
1640 年 发 现 的 ， 而 后 者 直到 1806 年 才 发 现 。 其 中 一 个 是 另 
一 个 的 直接 推论 ,因为 任何 一 个 只 涉及 二 次 曲线 \ 直 线 和 点 的 
定理 ,如 果 换 成 它 的 对 偶 命题 必然 仍然 成 立 。 

$ 5 中 在 同一 名 字 下 叙述 的 定理 是 下 述 更 一 般 的 定理 的 
退化 情形 ; 

巴 斯 喜 定理 : 内 接 于 二 次 曲线 的 六 边 形 的 相对 的 边 交 于 
三 个 共 线 的 点 上 . 

布 利安 又 定理 : 外 切 于 二 次 曲线 的 六 边 形 连 接 相 对 顶点 
的 三 条 对 角 线 共 点 . 

显而易见 ， 两 个 定理 都 具有 射影 的 特性 。 如 果 把 它们 和 令 
述 如 下 ,它们 的 对 偶 性 质 将 变 得 很 明显 : 

巴 斯 嘉 定理 : 在 一 个 二 次 曲线 上 ,给 定 六 个 点 1, 2,3,4， 


有) 二 点 类 之 间 “ 相 合 ” 或 “相似 ”对 应 ,这 意思 是 显然 的 ， 
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图 105 巴 斯 嘉 的 一 般 图 形 
说 明 两 种 情形 : 一 个 六 边 形 是 1， 2, 3, 4, 5, 6. 
一 个 六 边 形 是 1, 3， 5, 2, 6， 4 


5, 6， 用 直线 (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 6), (6,1) 
依次 连接 这 些 点 .分 别 标 出 (1,2) 与 (1,5), (2,3) 与 (5, 6)， 
(3,4) 与 (6,1) 的 交点 , 则 这 三 个 交点 在 同一 直线 上 ， 

布 利安 又 定理 : 在 一 个 二 次 曲线 上 ,给 定 六 条 切线 1, 2， 
3,4, 5, 6。 切 线 依次 相交 于 点 (1,2),(《2,3),(3, 4),(4, 5)， 
(5,6),，(6,1)。 分 别 画 出 连接 (1,2) 与 (4,5),《2,3) 与 (5,6)， 
(3,4) 与 (6,1) 的 直线 , 则 这 三 条 直线 相交 于 一 点 。 

用 类 似 于 退化 情形 时 所 用 的 特殊 方法 能 对 此 给 予 证 明 . 
为 了 证 明 巴 斯 嘉定 理 ， 设 4, B,C, D, EE, F 是 二 次 曲线 天 
的 内 接 六 边 形 的 顶点 。 通过 射影 ， 我 们 能 使 48B 平行 于 ED 
且 F4 平行 于 CD, 得 到 如 图 107 的 图 形 (为 了 便于 表示 , 这 
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图 106 布 利安 桑 的 一 般 图 形 ( 仍 说 明 两 种 情形 ) 


六 边 形 作成 与 自身 相交 ,但 并 不 一 定 要 这 样 作 )。 巴 斯 嘉定 理 
， 的 结论 现在 简化 为 ,CB 平行 于 FE, 换 句 话说 , 六 边 形 相对 
的 边 所 在 的 直线 与 无 穷 远 
直线 相交 .为 了 证 明 这 一 
点 ,让 我 们 考虑 点 FE，4， 
8，D.。 我 们 知道 ， 它 们 
是 从 天 的 任意 其 它 点 , 例 
如 ， 从 C 或 互 出 发 ， 用 具 
有 常数 交 比 不 的 射线 投影 
而 得 来 的 。 从 C 射影 这 些 
点 ， 则 射影 线 交 4F 于 四 
点 ,A4，Y, 00, 其 交 比 为 《。 因 此 , YF:Y4 一 ( 见 第 245 
页 ), 现在, 如果 同样 的 点 从 EE 投影 到 B4， 我 们 得 到 
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图 107 巴 斯 嘉 定理 的 证 明 


KK 一 (X4Bco) 一 BX:B4， 
从 而 我 们 有 
BX:BA= YF:YA. 
它 表明 YB 和 FX 平行 。 巴 斯 嘉定 理 证 毕 . 
布 利安 桑 定理 ,或 从 对 偶 原 理 推出 ,或 直接 从 上 述 证 明 的 
对 偶 推理 得 出 。 读者 将 发 现 , 详细 地 作出 这 个 证 明 是 一 个 很 
好 的 练习 。 


5 双 曲面 


在 三 维 空间 中 ,与 平面 上 二 次 曲线 相应 的 是 “二 次 曲面 ”. 
球面 和 椭 球 面 是 它 的 特殊 情形 ， 这 些 曲 面 比 二 次 曲线 有 更 多 
的 变化 ,处 理 起 来 也 困难 得 多 。 在 这 里 ,我 们 将 不 加 证 明 地 讨 
论 一 下 一 种 比较 有 趣 的 二 次 曲面 : “ 单 叶 双 曲面 "， 

“， 这 曲面 可 用 如 下 方式 定义 ， 在 空间 选择 任意 三 条 处 于 一 
般 位 置 上 的 直线 1，1;, 1;。 这 个 意思 是 指 这 些 直 线 中 没有 
两 条 是 在 同一 平面 上 , 它们 也 不 同时 平行 于 任 一 平面 。 一 个 
比较 令 人 惊奇 的 事实 是 :在 空间 中 有 无 穷 多 条 直线 ， 其 中 每 
一 条 都 和 这 三 条 给 定 的 直线 相交 。 要 看 清 这 一 点 ， 让 我 们 取 
过 4 的 任 一 平面 *, 则 * 将 交 1 和 1 于 两 点 ,连接 这 两 点 的 
直线 w 和 4, 1, 7 相交。， 当 平面 * 绕 着 7, 旋转 时 ， 直 线 力 将 
随 之 变动 ,但 总 是 和 4, 1;, 1 相交 , 并 且 生成 一 个 无 限 延伸 的 
曲面 。 这 曲面 是 单 叶 双 曲面 。 它 包 含 无 穷 多 条 六 型 的 直线 
这 些 直线 中 的 任意 三 条 wm,, mz, ms 也 将 在 一 般 位 置 上 ， 而 且 
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.空间 中 所 有 与 这 三 条 直线 相交 的 直线 也 在 这 双 曲 面 上 ， 关 于 
双 曲 面 的 基本 事实 是 , 它 是 由 两 族 不 同 的 直线 构成 的 ,同族 的 


图 108 与 一 般 位 置 上 三 条 固定 直线 相交 的 直线 的 作 图 
任意 三 条 直线 都 在 一 般 位 置 上 ， 而 一 族 的 每 一 条 直线 与 另 一 


图 109 双 曲 面 
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族 的 所 有 直线 相交 ， 

双 曲 面 的 一 个 重要 射影 性 质 
是 ， 一 族 中 任意 给 定 的 四 条 直线 与 
另 一 族 中 一 给 定 直线 相交 所 得 的 四 
点 的 交 出 ， 是 和 后 一 直线 的 位 置 无 
关 的 。 利 用 旋转 一 个 平面 来 作 双 曲 
面 的 方法 ,可 以 直接 导出 这 一 点 , 读 
者 可 把 它 作 为 一 个 练习 ， 

双 曲 面 的 最 引 人 注 目的 性 质 之 
一 是 ,虽然 它 包含 两 族 相交 的 直线 ， 
这 些 直线 并 没有 使 曲面 成 为 僵直 


的 。 如 果 这 曲面 的 模型 是 用 金属 丝 作 成 的 ， 并 且 每 一 根 都 能 
绕 着 交点 自由 旋转 的 话 ， 那 末 整 个 图 形 就 可 以 连续 地 变化 成 
各 种 形状 。 


$9 公理 体系 和 非 欧 几何 
1 公理 方法 


数学 中 的 公理 方法 至 少 要 追 济 到 欧 几 里 得 时 代 ， 当 然 决 
不 是 说 ,希腊 的 数学 都 无 例外 地 以 原本 的 严格 命题 形式 来 表 
示 和 发 展 ， 但 是 这 本 书 对 以 后 的 世 世 代 代 产 生 了 如 此 巨大 的 
影响 , 以 至 于 它 成 为 数学 中 一 切 严格 证 明 的 一 个 典范 ， 有 了 时 
甚至 哲学 家 ,例如 斯 室 诺 藻 (Spinoza) 在 他 的 “伦理 学 一 一 附 几 
何 论证 ”(Ethica，more geometrico demonstrata) 中 ,也 试图 采用 
由 定义 和 公理 推导 定理 的 形式 来 进行 论证 ， 在 十 七 、 十 八 世 
纪 数 学 一 度 背 离 了 哆 几 里 得 的 传统 ,但 从 那 以 后 ,在 近代 数学 
中 公理 方法 一 直 不 断 地 滩 透 到 每 一 个 领域 . 数理 逻辑 这 门 新 
的 学 科 的 诞生 就 是 最 近 的 成 果 之 一 . 

用 通常 的 话 来 说 , 公理 体系 的 观点 可 以 描述 如 下 : 在 一 
个 演绎 系统 中 ， 证 明 一 个 定理 就 是 表明 这 个 定理 是 某 些 先前 
业已 证 明 过 的 命题 的 必然 逻辑 结果 ; 而 这 些 命题 的 证 明 又 要 
利用 另 一 些 已 证 明 的 命题 ， 这 样 一 直 逆 推 上 去 ， 所 以 数学 证 
明 的 过 程 是 一 个 无 限 逆 推 的 不 可 能 完成 的 任务 ， 除 非 允 许 在 
某 一 点 停 下 来 。 因 此 ,必须 有 一 些 称 为 公设 或 公理 的 命题 ,把 
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它们 当 作 真 的 事实 接受 下 来 ,而 无 须 加 以 证 明 。 从 它们 出 发 ， 
我 们 可 以 设法 用 纯粹 的 逻辑 论证 ， 推 导出 所 有 其 它 定理 .如 
果 一 个 科学 领域 中 的 事实 能 被 纳 人 这 样 一 个 逻辑 次 序 ， 使 得 
所 有 的 事实 都 能 从 一 些 选择 好 的 (最 好 是 少量 的 、 简单 的 、 直 
观 上 明显 合理 的 ) 命 题 出 发 来 证 明 , 则 称 这 个 领域 已 被 表示 为 
公理 体系 。 选 择 包 些 命题 作为 公理 , 这 有 很 大 的 任意 性 。 但 
是 ,除非 这 些 公理 简单 而 且 数目 不 太 多 ,否则 运用 公理 方法 是 
很 少 获 益 的， 另外 ,这 些 公理 必须 是 相 窗 的 ,就 是 说 ， 从 它们 
出 发 推导 出 来 的 任意 两 个 定理 都 不 会 相互 矛盾 ; 而 且 这 些 公 
理 必须 是 完备 的 ,就 是 说 ,这 个 系统 中 的 每 一 个 定理 都 能 由 它 
们 导出 ,为 了 经 济 起 见 , 也 希望 这 些 公理 是 独立 的 , 就 是 说 ， 
其 中 没有 一 个 公理 是 其 它 公理 的 逻辑 推论 。 一 组 公理 的 相 容 
性 和 完备 性 问题 一 直 是 有 很 多 争论 的 课题 。 由 于 对 人 类 知识 
的 最 终 根源 有 着 不 同 的 哲学 见解 ， 在 数学 的 基础 这 一 问题 上 
产生 了 显然 彼此 矛盾 的 观点 .如 果 数学 的 实体 被 认为 是 “ 纯 
粹 直觉 "领域 中 实 实在 在 的 对 象 ,与 定义 及 人 类 思维 的 个 别 活 
动 无 关 ， 那 么 当然 这 里 就 不 可 能 存在 矛盾 ， 因 为 数学 的 事实 
是 那 种 客观 上 真实 地 描述 现实 的 命题 。 从 “康德 ”(Kant) 的 
这 个 观点 来 看 ， 不 存在 相 容 性 的 问题 。 然而 不 幸 的 是 , 数学 
的 实体 不 可 能 被 纳入 这 样 一 个 简单 的 哲学 模式 .近代 数学 的 
直觉 主义 者 ,在 广义 的 康德 主义 意义 上 不 依赖 于 纯粹 的 直觉 
他 们 把 无 限 可 数 性 作为 正常 的 儿童 所 具有 的 直观 感觉 而 接受 
下 来 ,而 且 他 们 只 承认 可 构造 的 性 质 ; 可 是 这 样 一 来 像 数 的 连 
续 统 这 祥 的 基本 概念 被 抽 弃 了 ， 真 正 的 数学 的 重要 部 分 被 排 
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除了 ,并 且 剩 下 的 部 分 几乎 没有 办 法 ,只 能 弄 得 十 分 复杂 . 

“形式 主义 者 “采用 另 一 种 很 不 同 的 观点 ， 他 们 不 把 直 
觉 的 现实 作为 数学 的 对 象 ， 他 们 也 不 主张 公理 所 表示 的 只 是 
那些 与 纯粹 直觉 的 现实 有 关 的 明显 真理 ; 他 们 所 关心 的 只 是 
在 公理 基础 上 进行 推理 的 形式 逻辑 程序 。 和 直觉 主义 比 ， 这 
个 态度 有 一 定 的 好 处 ， 因 为 它 为 数学 提供 了 在 理论 和 应 用 上 
所 需要 的 一 切 自 由 .但 它 却 迫使 形式 主义 者 必须 证 明 他 的 公 

理 (现在 看 来 是 人 类 思维 的 任意 创造 ) 不 可 能 引出 矛盾 . 近 二 

十 年 来 ,至 少 在 算术 和 代数 公理 以 及 数 的 连续 统 概 念 方 面 , 人 
们 曾 作 了 巨大 的 努力 来 寻找 这 种 相 容 性 的 证 明 。 这 些 结果 有 
很 大 的 意义 ， 然 而 离 成 功 还 很 遥远 ,实际 上 ， 最 近 的 结果 表 
明 , 这 样 的 努力 在 下 述 意义 下 是 不 可 能 完全 成 功 的 : 在 概念 
的 严格 封闭 系统 中 , 证 明 相 容 性 和 完备 性 是 不 可 能 的 。 很 什 
得 注意 的 是 ,所 有 这 些 关于 基础 的 讨论 ,所 用 的 方法 本 身 却 完 
全 是 构造 性 的 ,是 在 直觉 模式 指引 下 产生 的 ， 

直觉 主义 者 和 形式 主义 者 之 间 的 分 岐 [为 集合 论 的 悖 论 
《 见 第 122 页 ) 所 加 剧 ], 曾 被 这 些 学 派 的 热心 成 员 广 为 宣 传 . 
数学 界 响起 了 "基础 危机 ?的 呼喊 . 但 是 人 们 没有 把 它 看 得 太 
严重 , 而 且 也 不 需要 把 它 看 得 过 于 严重 ， 鉴于 澄清 基础 的 斗 
争取 得 了 这 些 成 功 , 反 认为 这 些 意见 分 岐 以 及 (在 无 约束 地 追 
求 漫 无 边际 的 一 般 性 的 过 程 中 所 特有 的 ) 悖 论 还 威胁 着 富有 
生命 力 的 数学 机 体 , 这 是 完全 不 公正 的 . 

抛 开 哲 学 的 因素 和 对 基础 的 兴趣 ,对 于 数学 学 科 来 说 , 公 
理 方法 是 剖析 各 种 事实 之 间 的 相互 联系 以 及 展示 这 结构 的 基 
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本 逻辑 梗概 的 最 自然 的 方法 。， 有 时 候 , 形 式 结构 之 如 此 集中 ， 
比 概念 的 直观 意义 更 易于 推广 和 应 用 ， 而 这 些 推广 和 应 用 在 
一 些 比较 直观 的 方法 中 往往 是 被 忽视 的 .但 是 ,凡是 重要 的 发 
现 或 者 具有 实质 性 内 容 的 见解 ， 很 少 是 由 单纯 的 公理 程序 得 
到 的 .在 直觉 指引 下 的 构造 性 思想 是 数学 动力 的 真正 源泉 . 虽 
然 公 理化 是 理想 的 形式 ,但 是 ,相信 公理 体系 构成 了 数学 的 精 
髓 ,这 是 一 个 危险 的 错误 .数学 家 的 构造 性 直觉 ,给 数学 带 来 
一 个 非 演绎 且 非 理性 的 要 素 ,可 以 拿 它 同音 乐 与 艺术 相 比 拟 。 

从 欧 几 里 得 时 代 以 来 ， 几 何 学 就 成 了 公理 化 原则 的 一 个 
原型 过 去 几 百年 来 ， 欧 几 里 得 的 这 组 公理 曾经 一 直 是 人 们 
热心 研究 的 对 象 。 但 是 ,直到 最 近 人 们 才 弄 清 楚 ,如 果 初 等 几 
何 中 的 一 切 事实 都 要 从 他 的 公理 推导 出 来 ， 则 这 些 公理 必须 
加 以 修改 和 完备 化 ， 迟 至 十 九 世 纪 , 例如 , 帕 什 (Pasch) 发 现 ， 
一 条 直线 上 点 的 次 序 一 一 这 “之 间 ” 的 概念 一 -要求 有 一 个 专 
门 的 公理 。 帕 什 殷 下 面 的 命题 作为 一 个 公理 ， 与 三 角形 的 一 
边 相交 于 任意 点 (不 是 顶点 ) 的 直线 ， 一 定 也 和 三 角形 的 另 
一 边 相交 [对 这 个 细节 缺乏 认识 ;将 会 产生 许多 明显 的 村 论 ， 
这 时 莞 雇 的 结果 似乎 能 从 欧 几 里 得 公理 严格 推导 出 来 一 一 例 
如 ,人 们 都 知道 的 关于 任意 三 角形 都 是 等 腰 三 角形 的 “证 明 ”， 
就 是 由 于 证 明 是 建立 在 一 个 画 得 不 适当 的 图 形 基础 上 的 ， 在 
某 个 三 角形 或 圆 的 内 部 或 外 部 ， 实 际 上 不 相交 的 直线 画 成 相 
交 的 样子 1]. 

希 尔 伯 特 在 他 的 名 车 “几何 学 基础 ”( 第 一 版 在 1901 年 出 
版 ) 中 ,给 出 一 组 对 几何 来 说 是 令 人 满意 的 公理 ， 同 时 对 它们 
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的 相互 独立 性 , 相 容 性 和 完备 性 作 了 透彻 的 研究 . 

任何 一 组 公理 中 ,必定 有 某 些 不 加 定义 的 概念 ,例如 几何 
中 的 “点 "和 “直线 ”， 它 们 的 “意义 ?或 者 它们 与 物理 世界 的 对 
象 的 联系 , 在 数学 上 并 不 是 实质 性 的 。 它们 可 以 看 作 是 纯粹 
抽象 的 实体 ,它们 在 一 个 演绎 系统 中 的 数学 性 质 ,完全 由 用 公 
理 表述 的 (存在 于 它们 之 间 的 ) 那些 关系 给 出 .例如 ,在 射影 
几何 中 ,我 们 可 以 从 未 加 定义 的 “点 ”、“ 直 线 ” 和 “关联 ”的 概念 
以 及 从 两 个 对 偶 公 理 (“ 每 两 个 不 同 点 与 唯一 一 条 直线 关联 "， 
“每 两 条 不 同 直 线 与 唯一 一 个 点 关联 ”) 出 发 . 从 公理 体系 的 
观点 来 看 ， 这 种 对 侦 形 式 的 公理 正 是 射影 几何 中 对 偶 原 理 的 
来 源 ， 任 何 一 个 定理 ， 如 果 在 它 的 叙述 和 证 明 中 仅 包含 与 对 
偶 公 理 有 关 的 元 素 , 则 必定 能 对 偶 化 ， 因为 原来 定理 的 证 明 
是 某 些 公理 的 连续 应 用 ,而 以 同样 次 序 应 用 对 偶 公 理 时 ,就 给 
出 其 对 偶 定理 的 一 个 证 明 . 

几何 公理 的 爹 体 ,对 诸如 “直线 ”、“ 点 ”,“ 关 联 ” 等 等 “不 加 
定义 ”的 几何 术语 提供 了 一 个 隐 含 的 定义 。 对 应 用 来 说 重要 
的 是 ,对 那些 “ 真 的 ”, 可 感知 的 对 象 ,从 物理 上 得 到 证 实 的 命 
题 要 和 几何 的 概念 和 公理 很 好 地 对 应 着 隐藏 在 “点 ”的 概念 
背后 的 物理 实体 是 很 小 的 物体 , 例如 铅笔 点 ; 而 “直线 ”是 拉 
紧 的 弦 或 光线 的 一 个 抽象 ， 由 经 验 知道 ， 这 些 物 理 上 的 点 和 
直线 的 性 质 或 多 或 少 是 与 几何 的 形式 公理 一 致 的 .很 容易 想 
到 ,如 果 一 些 更 精确 的 实验 能 很 好 地 描述 物理 现象 时 ,这 些 实 
验 可 能 要 求 修正 这 些 公 理 。 而 且 ， 如 果 形 式 公理 不 是 或 多 或 
少 地 与 物理 对 象 的 性 质 相 吻合 ， 那 未 几何 就 难于 引起 人 们 的 
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兴趣 .因此 即使 对 形式 主义 者 来 说 ， 决 定数 学 思想 的 方向 的 
权威 也 不 是 人 的 思维 . 


2. 双 曲 非 欧 几 里 得 几何 


在 欧 几 里 得 几何 中 ， 有 一 条 对 应 于 拉 紧 的 雁 弦 或 一 东 光 
线 的 公理 ,其 真实 性 ” ,并非 显 然 ， 这 就 是 有 名 的 平行 线 唯一 
性 公设 ， 它 断言 :通过 不 在 给 定 直线 上 的 任 一 点 ,能 画 一 条 且 
只 能 画 一 条 直线 平行 于 该 给 定 直线 。 这 个 公理 引 人 注 目的 特 
点 是 ,想象 一 条 直线 向 两 边 无 限 延 伸 , 然 后 作出 关于 这 条 直线 
蓝 个 范围 的 论断 ; 因为 ,说 两 条 直线 平行 ， 就 是 说 不 论 它 们 延 
伸 多 人 么 远 , 它 们 绝 不 相交 .不 用 说 ,在 任何 因 定 的 有 限 距 离 内 ， 
不 论 多 人 么 大 , 过 一 点 都 有 许多 直线 不 与 一 给 定 直 线 相交 ， 由 
于 一 个 实际 的 尺子 、 线 ,甚至 望远镜 所 可 能 看 到 的 光线 的 最 大 
长 度 肯定 是 有 限 的 ,然而 由 于 在 任何 有 限 贺 内 ,过 一 给 定点 有 
无 穷 多 条 直线 不 与 这 圆 内 的 一 给 定 直线 相交 ， 可 见 这 公设 绝 
不 能 用 经 验 来 验证 ， 然 而 欧 几 里 得 几何 的 所 有 其 它 公 理 都 具 
有 有 限 性 ,在 那里 ,它们 处 理 的 是 直线 的 有 限 部 分 和 有 限 范围 
内 的 平面 图 形 . 平 行 公理 不 能 通过 经 验 加 以 验证 ,这 个 事实 引 
起 了 这 样 的 问题 : 它 究竟 是 不 是 独立 于 其 它 公 理 . 如 果 它 是 
其 它 公 理 的 必然 逻辑 推论 , 那 就 可 以 不 把 它 作为 公理 ,而 用 其 
它 欧 几 里 得 公理 加 以 证 明 . 过 去 几 百 年 来 , 数学 家 试图 找 出 
这 样 一 个 证 明 ， 因 为 在 几何 研究 者 当中 普遍 感到 平行 公设 有 
一 个 本 质 上 和 其 它 公设 不 同 的 特点 ， 即 缺乏 那 种 令 人 信服 的 
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明显 合理 性 ， 而 这 是 几何 公理 所 应 当 具备 的 。 最 初探 讨 这 问 
题 的 是 普罗 克 和 鲁 斯 〈Proclus) 《公元 四 世纪 )， 他 是 欧 几 里 得 
著作 的 一 个 注解 者 ， 他 试图 去 掉 这 特殊 的 平行 公设 ， 而 把 给 
定 直线 的 平行 线 定义 为 ， 到 这 条 直线 保持 一 固定 距离 的 点 的 
轨迹 .在 这 里 他 没有 看 到 ,困难 只 是 移 到 了 另 一 个 地 方 ,因为 
这 时 候 必 须 证 明 , 这 样 的 点 的 轨迹 事实 上 是 一 直线 ， 由 于 普 
罗 克 鲁 斯 不 能 证 明 这 一 点 ， 他 必须 把 它 作为 一 个 公设 来 接受 
以 代替 平行 公设 ， 因 而 毫 无 所 获 .因为 容易 看 出 这 二 者 是 等 
价 的 ， 萨 干 里 (J. Saccheri) 《1667 一 1733) 和 稍 后 的 朗 伯 特 
(Lambert) (1728 一 1777) 试图 用 反 证 法 来 证 明 平 行 公设 , 假 
定 相反 而 后 引出 莞 雇 的 结果 ， 但 这 些 结果 绝 不 莞 雇 ， 他 们 的 
结论 实际 上 相当 于 后 来 发 展 起 来 的 非 欧 几 里 得 几何 的 定理 , 
如 果 他 们 当时 不 认为 这 些 是 芋 廖 的， 而 认为 是 自身 相 容 的 一 
些 命题 的 话 ,他 们 就 会 成 为 非 欧 几 何 的 发 现 者 。 

在 那 时 候 ,任何 几何 系统 ,如 果 不 是 绝对 与 欧 几 里 得 几何 
一 致 的 话 、 都 将 被 看 成 是 毫 无 意义 的 。 这 个 时 期 最 有 影响 的 
哲学 家 康德 曾 用 如 下 的 话 表示 了 这 种 态度 : 欧 几 里 得 几何 是 
人 类 心灵 内 在 固有 的 ,因而 对 于 “现实 空间 客观 上 是 合理 的 ， 
相信 欧 几 里 得 的 公理 -一 - 它 存在 于 纯粹 直觉 的 领域 中 一 是 
不 可 改变 的 真理 , 这 是 康德 哲学 的 基本 教义 之 一 ， 但 是 在 一 
个 漫长 的 发 展 过 程 中 ,无 论 是 旧 的 思想 习惯 ,还 是 哲学 家 的 权 
威 都 不 能 压制 这 样 的 信念 : 在 寻求 平行 公设 的 证 明 中 无 数 次 
的 失败 记录 ,并 非 缺 乏 天 才 , 而 是 由 于 平行 公设 实际 上 是 和 其 
它 公理 独立 的 (在 几乎 同样 的 道路 上 ,证 明 一 般 的 五 次 方程 能 
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用 根 式 求解 的 失败 ， 使 人 怀疑 要 得 到 这 样 的 解 是 不 可 能 的 ， 
后 来 这 一 点 被 证 实 了 )。 色 牙 利 的 波 约 伊 (Bolyai) 《1802 一 
1860) 和 俄国 的 罗 巴 契 夫 斯 基 (Lobachevsky) (1793 一 1856) 
通过 详细 地 构造 出 一 个 平行 公理 不 成 立 的 几何 学 解决 了 这 个 
问题 。 当 热情 的 青年 天 才 波 约 伊 把 他 的 文章 提交 给 高 斯 这 位 
“数学 大 师 ”， 有 殷切 地 了 盼望 得 到 肯定 时 ,他 被 告知 说 ,他 的 工作 
早已 被 高 斯 本 人 讨论 过 ,但 是 高 斯 不 敢 发 表 他 的 结果 ,因为 他 
怕 引 起 喧闹 的 公众 与 论 ， 

平行 公设 的 独立 性 意味 着 什么 ?简单 地 说 ， 我 们 可 以 建 
立 一 个 有 关 点 、 线 等 等 的 相 容 的 “几何 ”体系 ,其 中 的 命题 是 
由 一 组 公设 演绎 导出 的 ， 但 该 组 的 平行 公设 是 用 和 它 相反 的 
一 个 公设 来 代替 的 。 这 样 的 体系 称 为 韭 欧 几 里 得 几何 ， 能 认 
， 识 到 建立 在 非 欧 几 里 得 公理 系统 的 这 样 一 种 几何 是 完全 相 容 
的 ,这 要 求 高 斯 . 波 约 伊 和 罗 巴 契 夫 斯 基 具 备 智慧 和 勇气 . 

为 了 表明 这 新 的 几何 的 相 容 性 ， 我 们 不 必 像 波 约 伊 和 罗 
巴 契 夫 斯 基 那 样 去 造 出 非 欧 几 里 得 定理 的 一 个 广泛 体系 . 我 
们 只 须 造 这 样 一 个 简单 的 几何 “模型 ”, 使 它 满足 除了 平行 公 
设 外 的 所 有 欧 几 里 得 公理 .最 简单 的 这 种 模型 是 由 克 莱 茵 给 
出 的 ， 他 在 这 方面 的 工作 是 受 了 英国 几何 学 家 凯 莱 《Cayley ) 
(1821 一 1895) 的 思想 的 启发 . 在 这 模型 中 ,过 给 定 直 线 外 一 
点 可 以 画 出 无 穷 多 条 “直线 ”平行 于 ”这 直线 .这 样 的 几何 称 
为 波 约 伊 - 罗 巴 契 夫 斯 基 几 何 或 “ 双 曲 几何 ”( 后 一 个 名 称 的 起 
因 见 第 293 页 ). 

克 莱 菌 的 模型 是 这 样 建立 的 ， 首先 考虑 普通 欧 几 里 得 几 
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何 的 对 银 ， 然 后 用 产生 非 欧 几 何 的 方式 重新 命名 其 中 某 些 对 
象 和 它们 之 间 的 关系 。 这 样 它 必然 和 原来 的 欧 几 里 得 几何 一 
样 是 相 容 的 ,因为 这 对 我 们 来 说 ,只 是 普通 欧 几 里 得 几何 的 事 
实 整体 ， 从 另 一 个 观点 来 看 和 用 另 一 种 语言 来 描述 而 已 . 借 
助 于 某 些 射影 几何 的 概念 ， 这 模型 可 以 很 容易 地 被 人 理解 ， 

如 果 我 们 作 的 是 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 射影 变换， 最 
好 是 到 这 平面 本 身 (即使 得 象 平面 和 原来 平面 一 致 ), 则 一 般 
地 说 , 一 个 圆 和 它 的 内 部 将 变 到 圆锥 曲线 中 去 但 是 很 容易 
表明 (这 里 证 明 从 略 )， 存 在 无 穷 多 个 这 种 平面 到 它 自身 的 身 
影 变换 , 使 得 一 给 定 圆 和 它 的 内 部 变 成 它 自身 。 用 这 样 的 一 
些 变换 , 内 部 或 边界 的 点 一 般 要 移 到 别 的 位 置 ,但 是 仍然 在 这 
圆 的 内 部 或 边界 上 (实际 上 人 们 可 以 把 圆心 移 到 圆 内 的 任意 
其 它 点 上 )。 让 我 们 考虑 这 种 变换 的 全 体 。 它们 肯定 将 不 能 
使 图 形 的 形状 保持 不 变 ， 因 而 它们 不 是 通常 意义 下 的 刚体 移 
动 .但 是 我 们 现在 采取 一 个 决定 性 的 步 又， 在 我 们 所 建立 的 
几何 中 称 这 些 变换 为 “ 非 网 几 里 得 平移 "。 借助 于 这 些 “ 平 
移 ”, 我 们 能 定义 迭 合 的 概念 一 一 两 个 图 形 , 如 果 存 在 一 个 非 
欧 几 里 得 平移 把 其 中 一 个 变 成 另 一 个 ， 就 说 它们 是 选 合 的 ， 

这 时 双 曲 几何 的 克 莱 茵 模型 如 下 : “平面 仅仅 由 圆 的 内 
点 组 成 ， 而 外 边 的 点 则 委 开 不 管 . 圆 内 的 每 一 个 点 称 为 一 非 
欧 几 里 得 “点 ”, 圆 的 每 一 条 蓄 称 为 非 欧 几 里 得 “直线 ”. “ 平 
移 * 和 “ 渤 合 ”是 上 述 那样 定义 的 .在 非 欧 几 里 得 几何 意义 下 ， 
求 “ 点 ”的 连 线 和 “直线 ”的 交点 仍然 和 在 欧 几 里 得 几何 中 一 
祥 。 容易 说 明 这 新 的 系统 满足 欧 几 里 得 几何 的 所 有 公设 , 仅 
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平行 公设 例外 平行 公设 在 新 的 系统 中 不 成 立 , 因为 通过 不 
”在 “直线 "上 的 任 一 “点 ”能 画 出 无 穷 多 条 “直线 "与 给 定 直线” 
没有 公共 “点 ”。 第 一 条 “直线 ” 是 圆 上 的 欧 几 里 得 孩 , 而 第 二 
条 “直线 ”可 以 是 经 过 给 定 “ 点 ”而 与 第 一 

条 “直线 ”在 圆 内 不 相交 的 任意 一 条 弦 ， 

这 个 简单 的 模型 完全 解决 了 引起 非 欧 儿 

何 的 那个 基本 问题 ; 它 证 明了 平行 公设 

不 能 从 欧 几 里 得 几何 的 其 它 公理 推导 出 

来 ,因为 如 果 它 能 这 样 推导 出 来 ， 那 末 

加 110 高 的 # 鸣 在 克 汪 苗 模 型 的 几何 中 它 将 是 一 个 正确 
和 的 定理 ， 而 我 们 已 经 看 到 它 并 不 如 此 . 

“严格 地 说 ， 这 个 论证 是 建立 在 克 荣 英模 型 的 几何 是 相 容 的 这 

一 候 定 的 基础 上 的 ， 从 而 使 一 个 定理 和 它 的 反 命 题 不 能 同时 被 证 

明 .而 克 莱 茵 模型 的 几何 肯定 和 普通 欧 几 里 得 几何 一 样 是 相 容 

的 ;因为 在 克 莱 茵 模型 中 关于 “点 "直线 ”等 的 命题 仅仅 是 人 氢 述 欧 

几 里 得 几何 的 某 些 定理 的 不 同方 式 。 但 是 ， 关 于 欧 几 里 得 几何 公 

理 的 相 容 性 却 一 直 未 能 得 到 一 个 令 人 满意 的 证 明 ， 除 非 把 它 归结 

为 解析 几何 的 概念 ,因而 最 终归 于 数 的 连续 统 , 但 数 的 连续 统 的 相 

容 性 也 是 一 个 未 解决 的 问题 . 

这 里 应 提 一 下 一 个 超出 了 直观 的 细节 ， 即 如 何在 克 莱 菌 
模型 中 定义 一 个 非 殉 几 里 得 “距离 ”. 这 “距离 ”必须 在 任意 
非 欧 几 里 得 “平移 ”下 不 变 , 因为 平移 应 使 距离 保持 不 变 ， 我 
们 知道 交 比 是 在 射影 下 不 变 的 。 如 果 延 长 线段 Po 使 之 交加 
周 于 0 和 5, 就 有 了 一 个 包括 圆 内 任意 两 点 P 和 9 的 交 比 . 
这 四 个 点 的 交 比 《0598P) 是 一 正 数 ， 可 以 希望 把 它 取 作 P 和 
9 之 间 “ 距 离 ”PQ 的 定义 . 但 是 这 个 定义 必须 稍 作 修 改 才 能 
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使 用 。. 因为 如 果 P, 20, R 三 点 在 一 条 直线 上 ， 则 应 有 BO 十 

5 有 = BPR。 现在 一 般 说 来 

(OSQP) + (OSRQ) * (OSRP). 

但 我 们 有 关系 式 

(OSQP)(OSRQO) = (OSRP), (1) 

这 从 如 下 等 式 可 以 看 出 
(OSQOP)(OSRO) 图 111 非 欧 几 里 得 距离 


PO/PS 00105 PO/PS 
鉴于 等 式 (1) 的 结果 ,我 们 不 用 交 比 本 身 ， 而 用 交 比 的 对 数 来 
给 出 一 个 令 人 满意 的 ,具有 可 加 性 的 “距离 ”定义 : 
PO 一 从 P 到 8 的 非 欧 几 里 得 距离 
一 log (OSQOP). 
这 个 距离 将 是 一 个 正 数 ， 因 为 如 果 P < 8, 则 有 《050P) > 
1。 利用 对 数 的 基本 性 质 ( 见 第 578 页 ), 由 (1) 知 PO + 5R 
一 PR， 对 数 的 底 如 何 选 取 并 不 重要 ,因为 底 的 变化 仅 改 变 这 
测量 的 单位 。 附 带 指出 ,如 果 在 这 些 点 中 有 一 个 , 例如 9 , 趋 
近 于 圆周 , 则 非 欧 几 里 得 距离 BO 将 无 限 增 大 。 这 表明 我 们 
的 非 欧 几 里 得 直线 是 具有 无 穷 非 欧 几 里 得 长 度 的 直线 ， 虽 然 
在 普通 欧 几 里 得 意义 下 , 它 仅 仅 是 直线 上 的 有 限 线段 。 


3. 几何 与 现实 


克 莱 菌 模型 表明 ,从 一 个 形式 演绎 系统 看 来 , 双 曲 几何 和 
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经 典 欧 几 里 得 几何 一 样 地 相 容 。 于 是 产生 了 这 样 的 问题 ; 这 
二 者 中 哪 一 个 才 是 物理 世界 的 几何 描述 呢 ? 正如 我 们 已 经 看 
到 的 ， 靠 经 验 不 能 决定 过 一 点 究竟 只 有 一 条 还 是 有 无 穷 多 条 
直线 平行 于 一 给 定 直线 .但 在 欧 几 里 得 几何 中 ,任意 三 角形 内 
角 的 和 是 180°, 而 在 双 曲 几何 中 可 以 证 明 这 个 和 小 于 180°. 
高 斯 于 是 作 了 一 个 实验 来 解决 这 个 问题 。 他 准确 地 测量 了 由 
三 个 相当 远 的 山顶 形成 的 三 角形 的 内 角 ， 结 果 在 实验 误差 范 
围 内 这 些 角 的 和 仍 是 180*。 如 果 这 结果 是 小 于 180? 的 话 ， 
那么 双 曲 几何 将 更 适合 描述 物理 的 现实 。 但 是 实验 过 后 , 什 
么 也 没有 解决 。 因 为 在 双 曲 几何 中 对 于 边 长 只 有 几 英里 长 的 
小 三 角形 来 说 , 它 的 内 角 和 与 180° 的 偏差 很 小 , 用 高 斯 的 仪 
器 是 测 不 出 来 的 。 虽然 实验 没有 作出 结论 , 但 它 表 明了 欧 几 
里 得 几何 和 双 曲 几何 只 有 在 大 范围 内 才 有 所 不 同 ， 而 对 相对 
小 的 图 形 来 说 是 如 此 紧密 地 吻合 ， 以 至 于 是 和 实验 一 致 的 . 
因此 ,只 要 所 考虑 的 纯粹 是 空间 的 局 部 性 质 , 那 末 在 这 两 个 几 
何 之 间 进行 选择 完全 视 其 简单 和 方便 而 定 。 由 于 欧 几 里 得 休 
系 处 理 起 来 比较 简单 ,只 要 所 考虑 的 是 相当 小 的 距离 ( 几 百 万 
英里 ! ) 我 们 就 可 以 应 用 它 . 但 是 我 们 不 能 指望 , 当 把 宇宙 作 
为 一 个 整体 来 描述 时 , 它 在 各 方面 都 是 合适 的 。 这 一 点 类 似 
于 物理 学 中 在 在 着 牛顿 (Newton) 和 爱 因 斯 坦 的 系统 ， 它 们 
对 小 的 距离 和 速度 给 出 了 同样 的 结果 ， 但 是 涉及 很 大 的 数量 
时 就 有 差别 了 . 

非 欧 几 里 得 几何 的 发 现 ， 其 革命 性 意义 在 于 它 摧毁 了 这 
样 的 观念 ， 欧 几 里 得 公理 是 我 们 关于 物理 现实 的 实验 知识 必 
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须 适 应 的 始终 不 变 的 数学 模式 ， 


名 


4. 庞 加 莱 的 模型 


数学 家 可 以 随意 地 考虑 一 种 “几何 ”， 用 任何 一 组 关于 
“点 ”、“ 直 线 ” 等 等 的 相 容 公 理 来 定义 它 ;然而 只 有 当 这 些 公理 
与 现实 世界 的 某 些 具体 对 象 的 物理 状态 相符 时 ， 他 的 研究 对 
物理 学 家 才 是 有 用 的 。 从 这 个 观点 出 发 , 我 们 希望 检查 一 下 
“光线 沿 一 直线 运动 ”这 句 话 的 意义 .如 果 把 它 作为 “直线 ” 
的 物理 定义 , 则 几何 公理 的 选择 必须 和 光线 的 性 质 一 致 ， 让 
我 们 像 庞 加 莱 那 样 ， 把 一 个 世界 想象 成 是 由 圆 C 的 内 部 组 成 
的 。 使 得 光线 在 圆 内 任 一 点 的 速度 等 于 该 点 到 圆周 的 距离 。 
可 以 证 明 ， 这 时 光线 将 取 圆 弧 的 
形式 ， 并 在 它们 的 端点 垂直 于 图 
周 C。 在 这 样 的 世界 中 ,( 用 光线 
定义 的 )“ 直 线 ” 的 几何 性 质 将 不 
同 于 欧 几 里 得 的 直线 性 质 。 特 别 
是 平行 公设 将 不 成 立 ， 因 为 过 任 
意 点 将 有 无 穷 多 条 “直线 ”与 一 给 
定 “ 直 线 ” 不 相交 . 事实 上 ,这 个 图 112 庞 加 莱 的 非 欧 
世界 上 的 “点 "和 “直线 ”, 恰 有 克 We 
莱 菌 模型 中 “点 "和 “直线 ”的 几何 性 质 ， 换 名 话说 ,我 们 将 有 
双 曲 几何 的 另 一 个 模型 。 但 是 , 欧 几 里 得 几何 也 将 适用 于 这 
个 世界 ;因为 不 用 非 欧 几 里 得 “直线 ”这 一 名 词 的 话 ,这 光线 将 


* 291 。 


是 垂直 于 C 的 欧 几 里 得 圆 . 因此 我 们 看 到 不 同 的 几何 体系 能 
描述 同样 的 物理 状态 ,只 要 这 物理 对 象 (这 里 是 光线 ) 能 与 这 
两 个 体系 中 各 自 的 概念 相 联系 

光线 一 直线 ”一双 曲 几何 ， 

光线 一 圆 " 一 欧 几 里 得 几何 , 
由 于 欧 几 里 得 几何 中 的 直线 概念 相当 于 均匀 介质 中 光线 的 性 
质 ,我 们 说 圆 C 内 部 区 域 的 几何 是 双 曲 的 ,这 只 意味 着 ， 在 那 


世界 上 光线 的 物理 性 质 相 当 于 双 曲 几何 的 直线" 性质， 


5. 椭圆 几何 或 黎 曼 几何 


不 仅 在 欧 几 里 得 几何 , 而 且 在 双 曲 几何 (或 称 波 约 伊 - 罗 
巴 契 夫 斯 基 几 何 ) 中 , 都 作 了 直线 是 无 限 的 这 一 隐 含 假定 〈 直 
线 的 无 限 延 伸 本 质 上 是 与 “之 间 ” 的 概念 和 公理 联系 在 一 起 
的 ). 但 是 ,在 双 曲 几何 开创 了 一 条 自由 构造 几何 的 道路 之 后 ， 
人 们 很 自然 要 间 , 究 竞 能 不 能 造 一 种 别 的 非 欧 几何 ,其 中 直线 
不 是 无 限 的 ,而 是 有 限 且 封闭 的 . 当然 在 这 样 的 几何 中 ,不 仅 
平行 公设 不 成 立 而 且 有 关 之 间 的 公理 也 必须 抛弃 ， 现 代 的 
发 展 使 这 些 几 何 显现 出 它们 在 物理 上 的 重要 性 ， 这 个 想法 首 
先是 笋 曼 在 1851 年 被 授 于 哥 丁 根 大 学 名 誉 讲师 时 ,他 在 就 职 
演讲 中 提出 的 ， 有 具有 封闭 的 有 限 直 线 的 几何 能 以 一 种 完全 相 
容 的 方式 给 出 ， 让 我 们 想象 一 个 由 球 5 的 表面 形成 的 二 维 世 
界 ,在 这 里 ,我 们 把 “直线 ”定义 为 球 的 大 圆 为 了 描述 一 个 领 
航 员 的 世界 ,这 是 一 个 很 自然 的 方式 ,因为 大 圆 的 弧 是 球面 上 
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: 两 点 之 间 长 度 最 短 的 曲线 ， 而 这 是 平面 上 直线 的 一 个 特征 . 


在 这 样 的 世界 中 ,每 两 条 “直线 ” 相 
交 , 因 此 过 给 定 “ 直 线 ”外 一 点 不 能 
作出 与 之 平行 〈 即 不 相交 ) 的 “ 直 
线 ”". 这 世界 中 的 几何 称 为 精 圆 几 
何 。 在 这 几何 中 , 两 点 间 的 距离 用 
连接 这 两 点 的 大 圆 上 较 短 的 驱 长 来 < 一 
度量 ， 角 的 度量 和 欧 几 里 得 几何 一 图 113 在 黎 曼 几 何 中 
样 ， 我 们 一 般 把 平行 线 不 存在 这 一 的 "在 约 | 
事实 认为 是 椭圆 几何 的 特征 . 

按照 黎 曼 的 想法 , 我 们 可 以 推广 这 种 几何 如 下 : 让 我 们 
考虑 一 个 世界 ， 它 是 由 空间 中 一 个 曲面 组 成 的 ， 不 一 定 是 球 
面 ， 我 们 把 连接 任意 两 点 的 “直线 ”定义 为 连接 这 两 点 的 长 广 
最 短 的 曲线 或 “ 测 地 线 ”， 曲 面 上 的 点 可 分 为 两 类 :1. 该 点 令 
域内 的 曲面 与 球面 相似 ， 且 全 部 在 这 点 的 切 平面 的 一 侧 ; 2 
该 点 邻 域内 的 曲面 是 马鞍 形 的 , 且 在 这 点 的 切 平面 的 两 侧 .第 
一 类 点 称 为 这 曲面 的 椭 贺 点， 因为 如 果 切 平面 稍微 平行 移动 
一 下 , 它 与 这 曲面 交 成 一 椭 贺 曲线 .第 二 类 点 称 为 双 曲 点 , 因 
为 如 果 切 平面 稍微 平行 移动 一 下 ， 它 与 这 曲面 交 成 一 个 类 似 
于 双 曲 线 的 曲线 ， 在 曲面 上 一 点 的 邻 域内 , 测 地 “直线 ”的 几 
何 是 椭圆 几 何 还 是 双 曲 几何 ， 是 按照 该 点 是 椭 贺 点 还 是 双 曲 
点 而 定 的 。 在 这 样 一 个 非 欧 几 何 模型 中 ， 角 按 它 的 普 4 通 欧 几 
里 得 的 值 来 度量 . 

黎 曼 发 展 了 这 种 思想 ， 他 考虑 了 一 种 类 似 于 这 种 曲面 几 
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图 114 椭 贺 点 图 115 双 曲 点 
何 的 空间 几何 .在 这 种 空间 几何 中 ,空间 每 一 点 的 “曲率 ”能 改 
变 其 几何 性 质 ， 在 黎 曼 几何 中 “直线 ”是 测 地 线 . 在 爱 因 斯 坦 


的 广义 相对 论 中 的 空间 几何 就 是 黎 曼 几何 ， 光 线 沿 着 测 地 线 
运动 , 空间 的 曲率 是 由 充满 它 的 物质 的 性 质 决定 的 . 

” 非 欧 几何 起 源 于 公理 体系 的 研究 ， 它 已 发 展 成 为 对 物理 
世界 极为 有 用 的 工具 。 在 相对 论 、 光 学 和 波 的 传播 的 一 般 理 
论 中 ， 对 现象 进行 非 欧 几 里 得 的 描述 有 时 比 欧 几 里 得 描述 更 
为 合适 . 


附录 “高 维 空间 中 的 几何 学 


1. 引言 


“现实 空间 ”, 这 个 我 们 现实 经 验 的 环境 ,是 三 维 的 ,平面 
是 二 维 的 而 直线 是 一 维 的 .我 们 的 空间 直觉 ， 在 通常 的 意义 
上 ,肯定 只 限于 三 维 . 但 是 , 在 许多 情况 下 , 我 们 讨论 四 维 或 
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更 高 维 的 “空间 ” 将 会 带 来 很 多 便利 一 个 =” 维 空间 , 当 ”大 
于 3 时 , 是 什么 意思 呢 ? 它 有 什么 用 处 昵 。 这 不 仅 从 解析 的 
观点 而 且 从 纯 几 何 的 观点 都 能 得 到 答案 。 = 维 空间 这 个 术语 
可 以 看 作 是 ,对 那些 没有 普通 几何 直观 的 数学 思想 ,给 出 一 种 
启发 性 的 几何 语言 ， 这 个 简单 的 想法 促成 了 这 种 语言 的 形成 
并 使 之 得 到 公认 ,对 此 我 们 将 给 以 简短 的 说 明 。 


2. 解析 的 方法 


我 们 曾经 谈 到 过 在 解析 几何 发 展 的 过 程 中 出 现 这 种 转化 
的 意思 ， 点、 直线 \、 曲 线 等 等 ,原来 是 作为 纯粹 “几何 ”实体 来 
考虑 的 ， 而 解析 几何 的 任务 只 是 提供 一 组 数 或 方程 来 描述 它 
们 ， 用 代数 或 解析 的 方法 来 解释 或 发 展 几 何 理论 ， 随 着 时 间 
的 进展 ， 逐 渐 出 现 了 一 种 相反 的 观点 . 一 个 数 *， 或 一 对 数 
*,，》, 或 三 个 数 x,y,z，, 被 看 作 基本 对 象 , 然后 , 这 些 实体 被 
“具体 化 "为 一 条 直线 上 的 点 ,或 一 个 平面 上 的 点 ,或 空间 中 的 
点 。 从 这 个 观点 来 看 ， 几 何 语言 仅仅 用 来 叙述 数 与 数 之 间 的 
关系 。 我 们 可 以 把 几何 对 象 的 根本 的 、 甚至 独立 的 特性 先 放 
在 一 边 , 而 直接 说 一 对 数 *, 》 是 平面 上 的 一 点 ， 所 有 满足 线 
性 方程 L(x,y) 一 ax 十 by 十 c 一 0( 其 中 a, b,c 是 固定 
数 ) 的 数 对 *，》 是 一 直线 等 等 。 在 三 维 空间 也 可 以 作出 类 似 

即使 我 们 最 初 感 兴趣 的 是 一 个 代数 间 题 ， 也 可 能 借助 于 
儿 何 的 语言 给 它 一 个 恰当 的 简明 描述 ,而 且 几 何 的 直观 能 启 
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发 我 们 去 考虑 适当 的 代数 步骤 例如， 如 果 我 们 希望 解 一 组 ， 
带 有 三 个 未 知 数 x,y, z 的 三 个 联 立 的 线性 方程 : 
Zr,y，z) 一 ax 十 2 十 cz 十 4 一 0， 
L'(x,y,2)=ar+by+cz+d = 0, 
L"'(x,y,2)=a r+b y+ec st+d’ = 0, 
我 们 可 以 把 它 形象 地 化 为 这 样 的 问题 : 在 三 维 空间 R， 中 求 
由 方程 上 = 0, L' 一 0, L” 一 0 所 定义 的 三 个 平面 的 交点 . 
又 如 ， 如 果 我 们 考虑 的 只 是 x > 0 的 那些 数 对 x, y， 那 末 我 
们 可 以 把 它们 形象 化 为 * 轴 右 边 的 半 平 面 。 更 一 般 地 说 , 凡 
满足 
L(x,y)=arxt+by+d>0 
的 所 有 数 对 *,y, 可 以 形象 地 化 为 在 直线 工 一 0 的 一 侧 的 半 
平面 而 满足 
L(x,y,2)= ar+ by+ cz+d>0 
的 三 元 数 +, y, z 的 全 体 , 则 可 以 形象 化 为 在 平面 L(x, y，, 2) 
一 0 的 一 侧 的 “半空 间 ”,。 | 
引进 “四 维 空间 ”或 其 至 “x 维 空间 ”， 现 在 是 很 自然 的 
了 。 让 我 们 考虑 四 个 数 x+, y, z, t。 我 们 说 这 样 的 四 个 数 可 
以 用 四 维 空间 R, 中 的 一 个 点 来 表示 ,或 简单 地 说 是 四 维 空间 
R, 中 的 一 个 点 。 更 一 般 地 说 , ” 维 空间 R。 的 一 个 点 简单 地 
定义 为 ”个 有 序 实数 组 +,，x;，*'… ,x+。。 我 们 不 能 把 这 样 的 
点 形象 化 , 这 不 要 紧 。 几何 的 语言 对 涉及 四 个 或 个 变量 的 
代数 性 质 仍 有 启发 性 ， 其 原因 在 于 线性 方程 等 等 的 许多 代数 
性 质 在 本 质 上 是 和 所 涉及 的 变量 个 数 无 关 的 ,也 可 以 说 ,和 变 
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量 空间 的 维 数 无 关 ， 例 如 ,我 们 称 ” 维 空间 R, 中 满足 一 个 线 
性 方程 


L(x xz， Xp) 一 atl 十 ax 十。 
十 axxr 十 一 0 
的 点 yz， xn 的 全 体 为 “ 超 平面 "， 于 是 解 一 组 含 ” 个 
未 知 量 的 ”个 线性 方程 


Li(xi， YX2""”"》 xn ) 一 0， 


La(x1, X232>"*""*， Xn) 一 0， 
二 
L(x X27» ea = 0 


这 样 的 基本 代数 问题 ， 用 几何 的 语言 可 以 表述 为 求 ” 个 超 平 
面世 = 0, 工 一 0,…, 工 , 一 0 的 交点 ， 

这 种 几何 表达 方式 的 优点 只 在 于 它 强调 了 某 些 与 + 无 关 
的 代数 特点 ， 而 这 些 特 点 对 ”和 3 是 可 以 形象 化 的 ， 在 许 
多 应 用 中 ， 使 用 这 样 的 术语 有 助 于 对 那些 实质 上 是 解析 的 轧 
想 进 行 简化 、 使 之 易于 接受 ， 并 起 指导 作用 .例如 在 相对 论 
中 ,我 们 可 以 把 空间 坐标 x, y, z 和 “事件 ”的 时 间 坐 标 * 联合 
成 为 一 个 四 元 数 *,y, xz, :的 四 维 “ 空 间 - 时 间 ” 流 形 。 由 于 在 
非 欧 双 曲 几何 中 引进 了 这 种 解析 模式 ， 这 就 把 许多 本 来 很 复 
杂 的 情况 描述 得 相当 简单 ， 类 似 的 优越 性 不 仅 表 现在 力学 和 
统计 物理 中 ,而 且 也 表现 在 纯 数 学 的 领域 中 ， 

这 里 再 举 一 些 数学 上 的 例子 。 在 平面 上 , 所 有 的 圆 形成 
一 个 三 维 流 形 ， 因 为 一 个 以 x,y 为 圆心 ，# 为 半径 的 圆 能 用 
坐标 x*, y, : 的 一 个 点 来 表示 .由 于 圆 的 半径 是 正 数 ， 因 此 
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表示 圆 的 点 的 全 体 充满 一 个 半空 间 ， 同样 地 ， 普 通 三 维 空间 
中 所 有 的 球形 成 一 个 四 维 流 形 ， 因 为 每 一 个 球 心 为 +， yz#， 
半径 为 + 的 球 能 用 坐标 为 >, y, z, :的 一 个 点 来 表示 ， 在 三 
维 空间 中 楼 长 为 2?， 楼 平行 于 坐标 平面 且 中 心 在 原点 的 立方 
体 , 是 由 所 有 满足 || 过 1, 1z| 三 1, || 入 1 的 点 mw， 
zx; 组 成 的 . 同 理 ,在 7 维 空间 R, 中 , 边 长 为 2, 边 平行 于 坐标 
平面 ,中 心 在 原点 的 “立方 体 ”, 是 定义 为 同时 满足 
[al 1, [x 1,.…, |x| 1 
的 点 如 st zy 的 全 休 ， 这 立方 体 的 “表面 "是 由 至 少 有 
一 个 等 号 成 立 的 所 有 点 组 成 的 。 x-2 维 曲面 元 素 是 由 这 些 至 
少 两 个 等 号 成 立 的 点 组 成 的 ,等 等 . 
习题 : 在 三 维 、 四 维和 >” 维 的 情形 描述 这 种 立方 体 的 表面 。 


*3. 几何 的 方法 或 组 合 的 方法 


解析 的 方法 对 4 维 几何 是 简单 的 ， 而 且 在 大 多 数 应 用 中 
也 是 很 合适 的 ;此 外 还 有 男 一 种 办 法 ,其 特点 是 纯 几何 的 ， 它 
的 基本 思想 是 把 维 数据 归结 为 2-1 维 数据 ， 使 我 们 能 用 数 
学 归纳 法 在 更 高 维 中 定义 几何 . 

让 我 们 从 一 个 二 维 的 三 角形 48C 的 边界 开始 .在 点 C 
切 开 这 封闭 的 多 边 形 ,然后 把 4C 和 BC 旋转 到 直线 4B 上 ， 
我 们 得 到 简单 的 直线 图 形 如 图 116， 在 那里 , C 点 出 现 两 次 ， 
这 一 维 的 图 形 完全 表示 了 二 维 的 三 角形 的 边界 。 把 线段 4C 
和 BC 在 平面 上 折 过 来 ,我 们 可 以 使 两 个 C 点 又 重合 在 一 起 . 
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图 116 用 标 出 端点 的 线段 确定 三 角形 

可 是 , 重要 的 一 点 是 我 们 不 必 这 样 折 。 我 们 只 须 约定 图 116 
中 的 两 个 C 点 是 “同一 ”的 , 即 它们 没有 区 别 , 虽 然 它 们 就 几何 
实体 的 本 来 意义 而 言 , 实际 上 是 不 重合 的 ， 我 们 甚至 可 以 更 
进一步 ， 把 三 条 线段 在 点 4 和 B 处 分 开 , 得 到 三 条 线段 C4， 
48B, BC , 车 把 同一 的 一 对 点 重合 起 来 ,就 能 把 它们 放 在 一 起 
而 又 形成 一 个 “真实 ”的 三 角形 .这 种 把 一 组 线段 中 不 同 的 点 
“同一 ”起 来 而 形成 一 个 多 边 形 (在 这 里 是 一 个 三 角形 ) 的 思想 
有 时 是 很 实际 的 。 如 果 我 们 希望 用 钢 棒 作出 一 复杂 的 架子 ， 
例如 桥梁 的 桥架 ,我 们 用 单个 的 钢 棒 来 装配 ,并 且 把 柏 架 安装 
在 空间 时 彼此 连接 的 那些 端点 标 上 相同 的 符号 ， 这 标 出 端点 
的 钢 桂 系统 完全 等 价 于 空间 中 的 格 架 .这 个 想法 启发 我 们 把 
一 个 三 维 空间 中 的 多 面体 化 为 低 维 的 图 形 。 例 如 让 我 们 取 一 
个 立方 体 的 表面 (图 117), 立刻 能 把 它 化 为 一 组 六 个 平面 正 
方形 , 让 它们 的 边界 线段 适当 地 同一 , 下 一 步 化 为 一 组 12 条 
直线 段 ,让 它们 的 端点 适当 地 同一 。 
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图 117 标 出 顶点 和 边 来 定义 立方 体 


一 般 地 ,在 三 维 空间 R, 中 任 一 多 面体 都 能 用 这 种 方式 或 

者 化 为 一 组 平面 多 边 形 ,或 者 化 为 一 组 直线 段 . 
习题 对 所 有 正 多 面体 ( 见 第 305 页 ) 进 行 这 样 的 分 解 ， 

现在 就 清楚 了 , 我 们 可 以 把 我 们 的 推理 颠倒 过 来 ; 用 一 

组 直线 段 去 定义 平面 上 的 一 个 多 边 形 ， 用 R, 中 一 组 多 边 形 ， 


或 更 进一步 用 一 组 直线 段 来 定义 Rs 中 一 多 面体 . 


因此 ,也 可 


以 用 R, 中 一 组 多 面体 , 让 它 带 有 适当 同一 的 二 维 面 , 来 定义 
四 维 空间 R 中 的 一 个 “多 面体 ”; 用 R 中 一 组 多 面体 来 定义 
Rs 中 多 面体 等 等 。 最 终 我 们 能 把 R。 中 每 一 个 多 面体 化 为 一 


组 直线 段 ， 
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当然 ,在 这 里 不 可 能 更 进一步 地 讨论 这 个 论题 ,我 们 仅仅 
不 加 证 明 地 添加 一 些 说 明 而 已 。 在 R， 中 的 立方 体 以 8 个 三 
维 立 方 体 为 边界 ,每 一 个 立方 体 与 “ 相 邻 ” 的 一 个 有 一 个 同一 
的 二 维 面 . 在 R, 中 的 立方 体 有 16 个 顶点 ， 每 一 个 顶点 都 是 
32 条 直线 楼 中 的 4 条 的 交点 . 在 R, 中 有 六 个 正 多 面体 ， 除 
了 这 个 “立方 体 ” 外 ,有 一 个 是 以 5 个 四 面体 为 边界 的 ;一 个 是 
以 16 个 四 面体 为 边界 的 ;一 个 是 以 24 个 八 面体 为 边界 的 ;一 
个 是 以 120 个 十 二 面体 为 边界 的 ; 一 个 是 以 600 个 四 面体 为 
边界 的 。 对 >> 4 维 的 情况 , 已 经 证 明 只 可 能 有 3 个 正 多 面 
体 : 第 一 个 有 +w 十 1 个 顶点 ,以 ”十 1 个 在 R,_ 中 的 多 面体 
为 边界 ,这 些 作为 边界 的 多 面体 ,每 一 个 由 ”个 ”一 2 维 的 边 
组 成 ;第 二 个 有 2" 个 顶点 , 以 ?” 个 R,- 中 的 多 面体 为 边界 ， 
这 些 作 为 边界 的 多 面体 , 每 一 个 有 (2 一 2) 个 边 ; 第 三 个 有 
2” 个 顶点 , 以 2 个 R。: 中 的 多 面体 为 边界 ， 这 些 作 为 边界 
的 多 面体 ,每 个 有 * 个 边 . 

习题 : 比较 第 二 小 节 给 出 的 R, 中 的 立方 体 的 定义 和 这 小 节 给 

出 的 定义 ,并 说 明 第 二 小 节 的 立方 体 的 表面 的 “解析 ”定义 和 这 小 

节 的 “组 合 "定义 是 等 价 的 . 

从 构造 或 “组 合 ”的 观点 来 看 , 0, 1, 2，3 维 的 最 简单 的 
几何 图 形 分 别 是 点 、 直线 \ 三 角形 和 四 面体 ,为 了 统一 写法 ， 
我 们 相应 地 用 符号 T。, Ti，7:，7 来 表示 这 些 图 形 (下 标 表 
示 维 数 ). 这些 图 形 中 每 一 个 的 构造 可 以 这 样 来 描述 ， 每 一 
个 了 ,包含 ”十 工 个 顶点 ，7。 的 任意 i 十 1(i 一 0, 1,2,.…， 
2) 个 顶点 决定 一 个 7;。 例 如 三 维 的 四 面体 包含 4 个 顶点 , 6 
个 线段 和 4 个 三 角形 ， 
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图 118 在 一 ,二 ,三 ,四 维 中 最 简单 的 元 案 
如 何 进行 这 个 过 程 是 很 清楚 的 . 我们 定义 四 维 “ 四 面体 ” 
4 为 一 个 5 个 顶点 的 集合 , 使 得 每 4 个 顶点 决定 一 个 7,, 每 
3 个 顶点 决定 一 个 7,, 等 等 。7, 的 示意 图 见 图 118， 我们 看 
到 包含 5 个 顶点 ,10 条 线段 和 10 个 三 角形 及 5 个 四 面体 ， 
这 个 过 程 可 以 直接 推广 到 = 维 ， 从 组 合理 论 可 知 ， 从 给 
定 ” 个 对 象 中 ， 取 i 个 对 象 组 成 的 不 同 子 集 丛 有 
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il (r—i)! 
个 。 因 此 一 2 维 * 四 面体 ”包含 
Citi~nt+l 个 顶点 ( 即 To)， 
n+1 ~ (x 十 1)! 个 
C2 Dn 1 二 1 个 线段 ( 即 7), 
04 (7 站 1D)! 个 二 S 
C CE 个 三 角形 ( 即 了 2:)， 
#1 (7 十 1)1! 个 
C 和 二 | 上 了 3 
Citie= 1 个 -Ti 


习题 : 男 出 7, 的 图 形 且 求 出 它 所 包含 的 不 同 的 7;( = 0, 1， 
2，…， 5) 的 个 数 。 
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在 十 九 世纪 中 时 ,几何 学 开始 了 一 个 新 的 发 展 , 它 很 快 地 
变 成 了 现代 数学 中 的 一 股 巨大 力量 。 这 门 新 的 学 科 称 为 位 置 
解析 或 拓扑 学 。 它 所 研究 的 是 几何 图 形 的 这 样 一 些 性 质 , 这 
些 性 质 在 图 形 经 受 剧烈 的 变形 ， 以 致 所 有 度量 性 质 和 射影 性 
质 都 失去 之 后 ,仍然 存在 着 .。 

莫 比 乌 斯 (A. F. Moebius) (1790 一 1868) 是 那个 时 代 伟 
大 的 几何 学 家 之 一 ,然而 ,由 于 他 缺乏 主见 却 使 他 一 生 中 只 能 
在 德国 的 第 二 流 的 天 文 台 里 当 一 个 不 知名 的 天 文学 家 。 他 在 
六 十 八 岁 时 向 巴黎 科学 院 提 交 了 一 篇 关于 “ 单 侧 ” 曲 面 的 论 
文 , 其 中 包括 了 这 种 新 型 几何 学 的 一 些 最 惊人 的 事实 。 他 这 
篇 文章 在 公庄 于 世 之 前 就 像 以 前 其 它 一 些 重要 贡献 一 样 ， 在 
科学 院 的 文件 堆 里 被 埋没 了 许多 年 。、 哥 廷 根 的 天 文学 家 李斯 
庭 (J. B. Listing) 〈1808 一 1882) 独立 于 莫 比 乌 斯 作出 了 类 
似 的 发 现 ,而 且 他 接受 高 斯 的 建议 在 1847 年 出 版 了 一 本 小 书 
《拓扑 学 的 初步 研究 》(Vorstudien zur Topologie)。 当 黎 曼 
(1826 一 1866) 作为 一 个 学 生来 到 哥 廷 根 时 , 他 发 现 这 个 大 学 
城 对 这 种 新 奇 的 几何 思想 具有 强烈 的 兴趣 。 他 立刻 认识 到 ， 
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这 是 理解 复 变 量 解析 函数 最 深刻 的 性 质 的 关键 黎 曼 的 函数 
理论 极 大 地 促进 了 拓扑 学 后 来 的 发 展 。 然而 , 在 黎 曼 的 理论 
中 ,拓扑 的 概念 则 是 最 基本 的 东西 . 

最 初 ,这 个 新 领域 中 的 方法 之 所 以 新 奇 就 在 于 , 它 使 数学 
家 无 法 把 他 们 的 结果 表示 为 初等 几何 的 传统 公理 形式 。 于 
是 , 像 庞 加 莱 那 样 的 一 些 先驱 者 不 得 不 依赖 于 几何 直观 .其 
至 今天 拓扑 学 的 研究 者 也 会 发 现 ， 过 多 地 坚持 严格 的 形式 表 
述 ， 容易 使 他 在 大 量 的 形式 细节 中 看 不 到 几何 内 容 的 本 质 . 
尽管 如 此 ， 把 拓扑 学 纳入 严格 的 数学 模式 仍然 是 最 近 工作 的 
一 大 功绩 , 在 那里 , 直观 仍然 是 真理 的 源泉 ,而 不 是 检验 真理 
的 最 终 标准 。 在 这 个 过 程 中 由 于 布 劳 沃 的 开创 , 拓扑 学 对 几 
乎 整个 数学 的 重要 性 一 直 在 不 断 地 增长 着 . 美国 数学 家 , 万 
其 是 维 布 林 (0O. Veblen), 亚历山大 (J. W.、Alexander)， 莱 夫 
切 茨 〈$S. Lefschetz) 对 这 门 学 科 作出 了 重要 的 贡献 . 

虽然 ， 拓 扑 学 肯定 是 近 百年 来 的 创造 ， 但 是 早期 已 有 了 
一 些 个 别 的 发 现 ， 后 来 在 近代 的 数学 系统 发 展 中 找到 了 它们 
的 位 置 。 其 中 最 重要 的 一 个 是 关于 简单 多 面体 的 顶点 数 、 
棱 数 和 面 数 之 间 的 关系 的 公式 。 这 个 关系 式 ， 备 卡尔 早 在 
1640 年 就 已 经 注意 到 ，1752 年 欧 拉 又 重新 发 现 并 加 以 应 用 . 
这 个 关系 式 是 一 个 典型 的 拓扑 性 质 的 定理 。 只 是 后 来 当 庞 加 
莱 认识 到 “ 欧 拉 公式 ”和 它 的 推广 是 拓扑 学 的 中 心 定理 之 一 
后 ， 才 乔 清 了 这 一 点 .由 于 历史 的 及 其 本 身 的 原因 ,我 们 将 以 
欧 拉 公 式 作为 讨论 拓扑 学 的 开端 .在 我 们 刚刚 踏 人 这 个 不 熟 
悉 的 领域 时 ， 完 全 严格 的 概念 既 不 是 必要 的 ， 也 不 是 我 们 所 
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希望 的 ,因此 ,我 们 将 毫 不 犹 移 地 一 次 又 一 次 求助 于 读者 的 几 
何 直观 。 


$1 多 面体 的 欧 拉 公式 


虽然 多 面体 的 研究 在 希腊 几何 中 占据 一 个 中 心 的 地 位 ， 


图 119 一 正 多 再 体 
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ps 


1 
k 


图 120 简单 多 面体 图 121 非 简单 多 面体 
V—-E+F=9—-18+1l=2 V-E+tF=16—-32+16=0 


然而 下 列 事实 却 仍然 是 由 笛 卡 尔 和 欧 拉 发 现 的 : 在 一 个 简单 
多 面体 中 , 设 了 表示 项 点数, 表示 楼 数 而 表示 面 数 , 则 总 
有 


V—E+F=2, (1) 
一 个 多 面体 是 一 个 表面 由 一 些 多 边 形 的 面 组 成 的 立体 图 形 ， 
而 正 多 面体 是 指 所 有 这 些 多 边 形 全 等 且 所 有 交 于 顶点 的 角 相 
等 ,一 个 多 面体 ,如 果 上 面 没 有 “ 洞 ”, 使 得 它 的 表面 能 连续 地 
变形 为 一 个 球面 ,就 称 它 是 简单 多 面体 。 图 120 表示 一 个 简 
单 多 面体 ， 但 不 是 正 多 面体 ， 而 图 121 所 示 的 多 面体 不 是 简 
单 多 面体 , 
读者 应 当 验 证 一 下 如 下 事实 :” 欧 拉 公 式 对 图 119 和 图 
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120 的 简单 多 面体 成 立 ， 而 对 图 121 的 多 面体 则 不 成 立 。 
为 了 证 明 欧 拉 公 式 ， 我 们 想象 一 个 其 表面 用 橡皮 薄膜 作 
成 的 空心 简单 多 面体 ， 这 时 如 果 剪 掉 这 个 空心 多 面体 的 一 个 
面 ,我们 就 能 把 剩 下 的 表面 变形 展开 , 平 放 到 一 平面 上 .当然 ， 
这 个 表面 的 面积 以 及 多 面体 楼 与 棱 之 间 的 夹 角 在 这 过 程 中 是 
改变 了 .但 是 ,在 这 平面 上 由 顶点 和 边 形成 的 网 络 和 原来 的 多 
面体 包含 同样 的 顶点 数 和 楼 数 ， 只 是 多 边 形 的 个 数 比 原来 多 
面体 上 的 多 边 形 少 了 一 个 , 因为 一 个 面 被 剪 掉 了 。 我 们 现在 
将 说 明 , 这 个 平面 网 络 有 VV 一 十 一 1。 这样, 如 果 加 上 
剪 掉 的 面 , 则 对 原来 的 多 面体 ,结果 是 了 一 巨 十 下 一 2. 
首先 , 我 们 把 这 个 平面 网 络 按 下 述 方式 “分 成 三 角形 ”: 
对 网 络 的 某 个 不 是 三 角形 的 多 边 形 ， 我 们 画 出 它 的 一 条 对 
角 线 。 这 样 作 的 效果 是 使 E 和 F 同 时 增加 1, 因此 保持 
V 一 E 十 F 的 值 。 我 们 继续 画 出 连接 这 些 点 的 对 角 线 (图 


7 i 天 
/ 上 2- 
到 


图 122 欧 拉 定理 的 证 明 
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122)， 直 到 图 形 完全 由 三 角形 组 成 为 止 一 -最 终 必 然 会 如 
此 。 在 这 三 角形 的 网 络 中 ，V 一 EE 十 F 的 值 与 被 分 为 三 角 
形 之 前 的 值 一 样 ， 因 为 做 对 和 角 线 的 过 程 中 并 没有 使 它 改变 . 
这 里 ,有 些 三 角形 的 边 是 平面 网 络 的 边界 ， 其 中 有 的 三 角形 ， 
例如 4BC, 只 有 一 条 边 在 边界 上 , 而 另 一 些 三 角形 可 以 有 两 
条 边 在 边界 上 。 我们 取 一 个 边界 三 角形 ， 去 掉 不 属于 其 它 三 
角形 的 那些 部 分 。 因此 从 4BC 中 我 们 去 掉 边 4C 和 面 , 剩 
下 顶点 4,B,C 以 及 4B 和 BC 两 条 边 ;而 从 DEF 中 我 们 去 
掉 两 条 边 DF、FE 及 顶点 F 和 面 ， 去 掉 一 个 像 4BC 这 种 类 
型 的 三 角形 ， 将 使 E 和 减少 1 而 V 不 受 影响 ,所 以 了 一 
E 十 F. 保 持 不 变 。 去掉 一 个 像 DER 这 种 类 型 的 三 角形 ,将 
使 7 减少 1，E 减 少 2 而 F 减 少 1, 所 以 了 一 互 十 下 仍然 不 
变 . 适当 地 采取 一 系列 这 种 作法 ， 我 们 就 能 去 掉 边 界 上 有 边 
的 三 角形 (每 次 去 掉 这 种 三 角形 ,边界 都 眼 着 改变 ) ,直到 最 后 
只 剩 下 一 个 三 角形 ， 它 有 三 个 边 ,三 个 顶点 和 一 个 面 。 对 这 
简单 的 网 络 有 了 一 五 十 了 一 3 一 3 十 1 一 1。 但 是 我 们 已 
”经 看 到 , 不 断 地 消去 三 角形 ,不 会 改变 V 一 E 十 F 的 值 ， 所 
以 , 原来 的 平面 网 络 了 一 E 十 F 也 必须 等 于 1, 对 消去 了 一 
个 面 的 多 面体 也 是 等 于 1。 我们 得 出 结论 , 对 完整 的 多 面体 
有 VV 一 EE 十 下 一 2. 这 就 完全 证 明了 欧 拉 公式 ， 


在 网 拉 公 式 的 基础 上 , 很 容易 说 明 最 多 只 存在 五 种 正 多 面体 ， 因 

为 假设 一 个 正 多 面体 有 下 个 面 每 个 面 是 正 边 形 , 且 + 条 楼 交 于 每 个 
顶点 。 用 面 和 顶点 来 计算 楼 数 ,我 们 有 

nF = 2E, (2) 
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因为 每 条 楼 属于 两 个 面 ， I 2F 中 重复 算 了 两 次 ; 又 因为 每 条 
棱 有 两 个 顶点 。 


DV = 2E, (3) 
因此 由 (1) 我 们 得 到 等 式 - 
2 2E _E 2 
2 : 
或 
1 1 _1 1 


我 们 知道 必须 有 之 3, ” > 3, 因为 一 个 多 边 形 至 少 有 三 条 边 , 而 在 每 
个 多 面体 的 角 上 至 少 有 三 条 楼 相交 。 但 是 > 和 + 不 能 同时 大 于 3， 因 
为 这 样 一 来 等 式 (4) 的 左 端 就 不 能 超过 pa 而 不 论 为 任何 正 值 这 都 
是 不 可 能 的 。 因 此 ,我 们 看 看 + = 3 时 ,+ 可 能 取 什 么 值 ,而 r+ 二 3 时 
可 能 取 什么 值 。 由 这 两 种 情况 给 出 的 全 体 多 面体 , 就 是 所 有 可 能 的 正 
多 面体 , 

对 # = 3, 等 式 (4) 变 成 


r 因此 能 等 于 3, 4,5 (6 或 任意 更 大 的 数 显然 是 不 行 的 ,因为 工 总 是 正 


的 ) 对» 和 + 的 这 些 值 ,我 们 得 到 E = 6，12，30， 与 之 相应 的 分 别 
是 正四 面体 ,正八 面体 和 正二 十 面体 ， 同 样 对 * = 3, 我 们 得 到 等 式 


1 


了 2 


由 此 得 到 > = 3，4，5， 相 应 地 互 一 6，12, 30。 这 些 值 分 别 对 应 着 正 
四 面体 、 正 立方 体 和 正 十 二 面体 ， 在 等 式 (2) 和 (3) 中 将 这 些 值 代入 
z、+、E 中 , 我 们 得 到 相应 多 面体 的 顶点 数 和 面 数 。 


二 二 
6 
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$2 图形 的 拓扑 性 质 
1 拓扑 性 质 


我 们 已 经 证 明了 欧 拉 公 式 对 任意 的 简单 多 面体 都 成 立 , 
然而 ， 这 个 公式 成 立 的 范围 远 远 超出 了 初等 几何 中 这 种 面 为 
平面 、 楼 为 直线 的 多 面体 ， 刚才 的 证 明 同 样 适用 于 带 有 曲面 
和 曲 边 的 简单 多 面体 ， 也 适用 于 把 球面 任意 划分 成 曲线 弧 所 
围 成 的 区 域 , 更 有 其 者 ， 我 们 想象 一 个 用 橡皮 薄膜 做 成 的 多 
面体 表面 或 球面 , 若 将 橡皮 折 弯 或 拉 长 ,使 表面 变 为 任意 其 它 
形状 ,只 要 在 这 过 程 中 橡皮 不 被 据 破 ， 则 欧 拉 公式 仍然 成 立 ， 
因为 这 个 公式 只 涉及 顶点 ,楼 和 面 的 个 数 ,而 与 长 度 \ 面 积 \、 直 
或 弯 \ 交 比 以 及 通常 初等 几何 和 射影 几何 的 概念 均 无 关 ， 

我 们 回忆 一 下 ,初等 几何 所 处 理 的 量 (长 度 、 角 度 和 面积 ) 
在 刚体 运动 中 是 不 变 的 ,而 射影 几何 所 涉及 的 概念 (点 、 直 线 、 
关联 和 交 比 ) 在 更 广 的 射影 变换 群 下 是 不 变 的 。 但 是 刚体 运 
动 和 射影 变换 都 是 如 下 所 谓 拓扑 变换 的 特例 : 一 个 几何 图 形 
4 到 另 一 个 图 形 4' 的 拓扑 变换 是 指 , 在 4 的 点 ? 和 4' 的 点 
p 之 间 任 意 一 种 这 样 的 对 应 

p>p', 
它 满足 下 述 两 个 性 质 : 

1. 对 应 是 一 对 一 的 。 这 意味 着 4 的 每 一 个 点 恰好 对 应 

着 4' 的 一 个 点 ,反之 亦 然 。 
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2. 对 应 是 双方 连续 的 。 这 意味 着 , 任 取 4 的 两 个 点 p, 4， 
移动 p, 使 它 和 4 之 间 的 距离 趋 于 零 , 则 4' 中 相应 的 点 名， 9/ 
之 间 的 距离 也 趋 于 零 , 反 之 亦 然 . 

几何 图 形 4 的 任意 一 个 性 质 ， 如 果 在 每 一 个 拓扑 变换 下 
都 保持 不 变 ,就 称 之 为 4 的 一 个 拓扑 性 质 ,而 拓扑 学 是 仅仅 处 
理 图 形 的 拓扑 性 质 的 几何 分 支 。 设想 有 一 个 图 形 是 由 一 个 仔 
细 但 笨 手 笨 脚 的 绘图 员 “ 凭 手 画 ”复制 而 成 的 。， 他 把 直线 画 弯 
了 , 而 且 改 变 了 角度 ,距离 和 面积 , 这 时 虽然 丧失 了 原来 图 形 
的 度量 性 质 和 射影 性 质 ,但 是 拓扑 性 质 仍然 不 变 。 

一 般 拓扑 变 痪 最 直观 的 例子 是 形变 。 设 想 一 个 象 球 或 三 
角形 这 样 的 图 形 , 它 是 由 橡皮 薄膜 做 成 的 ,或 是 画 在 橡皮 薄膜 
上 的 。 我 们 以 任意 方式 拉 伸 和 扭转 它 , 但 不 能 把 它 白 破 也 不 
能 使 不 同 的 点 真正 重合 起 来 (使 不 同 的 点 重合 就 会 破坏 条 件 
1; 据 破 橡皮 薄膜 就 会 破坏 条 件 2， 因 为 在 原来 图 形 中 沿 着 薄 
膜 上 被 据 开 的 线 的 两 侧 趋 于 重合 的 两 点 ， 在 被 据 开 的 图 形 中 
就 不 能 趋 于 重合 了 )。 这 样 ,图 形 的 最 终 位 置 将 是 原来 图 形 的 
一 个 拓扑 映 象 。 一 个 三 角形 能 形变 为 任意 其 它 三 角形 或 一 个 
贺 或 一 个 椭圆 , 因此 这 些 图 形 有 相同 的 拓扑 性 质 。 但 人 们 不 
能 把 一 个 圆 形 变 为 一 条 直线 ， 也 不 能 把 一 个 球面 形变 为 一 个 
有 洞 的 曲面 . 

拓扑 变换 的 一 般 概念 比 形变 的 概念 更 广 。 例如 ,如果 一 
个 图 形 在 形变 中 被 切 开 了 ， 形 变 后 再 把 切 开 的 边 用 和 以 前 同 
样 的 方式 又 锋 在 一 起 ， 则 这 过 程 仍然 定义 为 原来 图 形 的 一 个 
拓扑 变换 ,虽然 它 不 是 形变 。 因此 图 134 (第 328 页 ) 的 两 条 
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图 123 拍 扑 等 价 曲面 


图 124 拓扑 不 等 价 曲面 


曲线 是 彼此 拓扑 等 价 的 ,或 都 拓扑 等 价 于 圆 , 因为 可 以 把 它们 
切 开 , 解 开 , 再 上 . 但 是 如 果 不 先 把 曲线 切 开 , 要 从 一 条 曲 
线形 变 成 另 一 条 曲线 ,或 变 成 圆 , 是 不 可 能 的 . 

图 形 的 拓扑 性 质 《〈 例 如 欧 拉 定理 给 出 的 性 质 和 本 节 要 讨 
论 的 其 它 性 质 )， 在 许多 数学 研究 中 十 分 吸引 人 并 且 很 重要 
就 某 种 意义 上 说 ,它们 是 所 有 几何 性 质 中 最 深刻 和 最 根本 的 ， 
因为 它们 是 图 形 在 最 剧烈 的 变化 之 下 ,仍然 不 变 的 性 质 ， 


2 连通 性 


作为 两 个 拓扑 不 等 价 的 图 形 的 另 一 个 例子 ， 我 们 可 以 考 
虑 图 125 所 示 的 平面 区 域 。 其 中 第 一 个 是 由 一 个 圆 的 所 有 内 
点 组 成 的 ， 而 第 二 个 是 由 包含 在 两 个 同心 图 之 间 的 全 体 点 组 
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图 125 单 连 通 和 双 连 通 
成 的 . 区 域 * 中 的 任 一 封闭 曲线 都 能 连续 变形 或 “收缩 ”成 这 
区 域内 的 一 个 点 ,具有 这 种 性 质 的 区 域 称 为 单 连通 的 .区 域 。 


”不 是 单 连通 的 .例如 与 这 两 个 边界 圆 同心 而 在 它们 之 间 的 一 


个 圆 , 就 不 能 收缩 成 这 区 域内 的 一 个 点 。 因 为 在 这 过 程 中 , 曲 
线 必 须 越 过 圆心 ,而 圆心 不 是 这 区 域 的 点 .不 是 单 连通 的 区 域 
称 为 多 连通 的 ， 多 连通 的 区 域 2, 如 果 沿 半径 切 开 ( 如 图 126) 
得 到 的 区 域 将 是 单 连通 的 . 

更 一 般 地 ， 我 们 能 作出 带 有 两 个 、 三 个 或 更 多 个 “ 润 ” 的 


图 126 ” 切 开 一 个 双 连 通 区 域 ， 图 127 三 连通 区 域 的 缩减 
”使 它 成 为 单 连 通 区 域 


区 域 , 例如 图 127 的 区 域 。 为 了 把 这 区 域 变 成 一 个 单 连通 区 
域 ,必须 切 开 两 次 。 如 果 必 须 作 (x 一 1) 次 彼此 不 相交 的 、 从 
边界 到 边界 的 切割 ， 才 能 把 给 定 的 多 连通 区 域 忆 化 为 单 连通 
区 域 , 那 末 这 个 区 域 DD 就 称 为 重 连通 的 。 平 面 上 一 个 区 域 
的 连通 性 的 重 数 是 这 个 区 域 的 一 个 重要 的 拓扑 不 变量 。 


§3 拓扑 定理 的 其 它 例子 
1. 若 当 曲线 定理 


在 平面 上 画 一 条 简单 闭 曲线 ( 它 是 本 身 不 相交 的 曲线 ). 
如 果 把 平面 看 作 一 片 可 以 任意 地 变形 的 橡皮 ,那么 这 图 形 
能 保持 什么 性 质 ? 曲线 的 长 和 它 所 包围 的 面积 在 变形 下 是 可 
以 改变 的 。 但 是 这 图 形 有 一 个 拓扑 性 质 , 它 简单 到 以 至 于 似 
平 可 以 认为 是 显然 的 ; 平面 上 一 条 简单 闭 曲线 C 恰好 把 平面 
分 成 两 个 区 域 ,一 个 是 内 部 ,一 个 是 外 部 .这 意味 着 ,平面 上 的 
点 分 为 两 类 一 一 在 曲线 外 部 的 4 和 曲线 内 部 的 了 3 一 一 使 得 同 
一 类 中 的 任意 一 对 点 能 用 一 条 不 与 C 相交 的 曲线 相连 ， 而 连 
接 一 对 属于 不 同类 的 点 的 任意 曲线 必须 和 C 相交 。 这 个 命题 
对 圆 和 椭圆 显然 是 对 的 ,但 是 如 果 看 一 下 图 128, 对 这 样 一 条 
复杂 的 盘 绕 曲折 的 多 边 形 曲线 ,就 不 那么 显然 了 。 

这 个 定理 首先 由 车 当 (C.Jordan)〉 (1838 一 1922) 在 他 有 
名 的 《分 析 教 程 》(Cours d Analyse) 里 叙述 过 。 这 个 教程 曾 
经 使 整整 一 代 的 数学 家 从 中 学 到 了 现代 分 析 中 严格 的 概念 ， 
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图 128 平面 中 哪些 点 是 这 多 边 形 的 内 点 ? 


说 来 也 够 奇怪 的 , 若 当 给 出 的 证 明 又 长 又 复杂 ,而 更 加 奇怪 的 
是 ,后 来 发 现 , 若 当 的 证 明 有 缺陷 并 且 为 了 补足 他 的 推理 中 的 
这 些 漏洞 必须 作出 相当 大 的 努力 。 这 个 定理 的 第 一 个 严格 证 
明 相 当 复杂 ,即使 对 许多 训练 有 素 的 数学 家 来 说 ,也 是 很 难 理 
解 的 。 直 到 最 近 才 找到 了 一 个 比较 简单 的 证 明 。 问 题 之 所 以 
困难 ,其 中 一 个 原因 就 在 于 “简单 闭 曲 线 * 这 个 概念 的 一 般 性 ， 
它 不 只 限于 多 边 形 或 “光滑 ”曲线 ， 而 是 包括 了 作为 圆 的 拓扑 
映 象 的 所 有 曲线 ， 另 一 方面 ,许多 概念 ,例如 “内 部 ”、“ 外 部 ” 
等 等 , 虽然 直观 上 很 清楚 ,但 是 为 了 给 出 一 个 严格 的 证 明 , 就 
必须 先 把 它们 和 弄 确 切 。 以 最 充分 的 一 般 性 来 分 析 这 些 概 念 ， 
这 具有 极 大 的 理论 上 的 重要 意义 ,现代 拓扑 学 的 大 部 分 工作 
”是 致力 于 这 个 任务 的 。 但 是 人 们 不 应 当 忘 记 , 对 研究 具体 几 
何 现象 时 的 大 多 数 情 况 来 说 ， 由 于 极端 一 般 化 的 概念 会 产生 
不 必要 的 困难 ,因此 应 用 这 样 的 概念 就 不 能 抓 住 问 题 的 要 点 ， 
事实 上 ,在 大 多 数 重要 问题 中 出 现 的 曲线 形状 都 是 相当 好 的 ， 
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例如 多 边 形 或 者 带 有 连续 转动 切线 的 曲线 .对 这 样 的 曲线 米 
说 , 若 当 曲 线 定 理 的 证 明 是 相当 简单 的 。 在 这 一 章 的 附录 中 ， 
我 们 将 针对 多 边 形 的 情形 来 证 明 这 个 定理 . 


2. 四 色 间 题 


看 了 若 当 曲线 定理 这 个 例子 后 ， 人 们 可 能 会 认为 拓扑 学 
是 专门 对 那 种 无 可 置疑 的 明显 论断 给 出 一 个 严格 的 证 明 . 但 
实际 上 并 非 如 此 ,有 许多 拓扑 问题 ,其 中 有 一 些 在 形式 上 还 相 
当 简单 , 单 任 直觉 对 它们 是 不 能 给 出 一 个 满意 的 回答 的 。 有 
名 的 "四 色 问 题 "就 是 其 中 的 一 个 例子 

在 给 一 个 地 图 着 色 时 ,习惯 上 是 ,对 任意 两 个 有 一 段 共同 
′ 边 内 的 国家 使 用 捷 种 不 同 的 颜色 。 经 验 表 明 , 任何 地 图 不 论 
它 包括 多 少 国家 , 也 不 论 它 们 的 位 置 如 何 , 要 这 样 给 它 上 色 ， 
只 用 四 种 不 同 的 颜色 就 够 了 。 容易 看 出 , 少 于 这 个 数目 的 颜 
色 对 一 般 情况 来 说 是 不 够 的 。 图 129 表 示 海 里 的 一 个 岛 ,对 它 
来 说 , 少 于 四 种 颜色 肯定 是 不 能 够 恰当 地 上 色 的 ,因为 它 包 括 
四 个 国家 ,每 一 个 都 和 其 它 三 个 相 邻 。 


图 129 给 地 图 上 色 
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至 今 还 没有 发 现 一 个 地 图 要 求 用 多 于 四 种 的 颜色 来 着 
色 ， 这 使 人 们 想到 可 能 有 如 下 的 数学 定理 : 把 平面 划分 成 任 
意 个 互 不 重 倒 的 区 域 ， 总 能 够 用 数 1, 2，3，4 之 一 来 标示 这 
些 区 域 ,使 得 任意 两 个 相 邻 的 区 域 都 不 是 同一 个 数 . 所 谓 “ 相 
邻 的 区 域 是 指 带 有 整 段 共同 边界 的 区 域 ;如 果 两 个 区 域 只 在 
一 点 或 在 有 限 个 点 相遇 (例如 科罗拉多 州 和 亚利桑那 州 )， 它 
们 就 不 算是 相 邻 ， 因 为 用 同样 颜色 上 色 将 不 致 于 引起 混淆 ， 

要 证 明 这 个 定理 似乎 首先 是 由 莫 比 乌 斯 在 1840 年 提出 
来 的 ,后 来 在 1850 年 德 . 英 尔 根 (De. Morgan) 及 1878 年 凯 菜 
也 提出 过 .1879 年 开 姆 玻 (Kempe) 发 表 了 一 个 “证 明 ”, 但 在 
1890 年 黑 伍 德 〈Heawood) 在 开 姆 玻 的 推理 中 发 现 了 一 个 错 
误 。 对 开 姆 玻 的 证 明 加 以 修改 ， 黑 伍德 能 够 证 明 五 种 颜色 总 
是 足够 的 (在 这 章 附录 中 给 出 了 五 色 定 理 的 一 个 证 明 )。 尽 管 
有 许多 著名 的 数学 家 作 过 不 少 努 力 ， 这 个 问题 本 质 上 仍然 处 
于 这 样 一 个 阶段 ， 业 已 证 明 五 种 颜色 对 所 有 地 图 都 够 了 但 是 
认为 四 种 颜色 同样 是 足够 的 , 仍 还 只 是 一 个 猪 想 ,这 同 著名 的 
费 尔 玛 “定理 ”一 样 ( 见 第 60 页 )， 这 个 猜想 既 没 有 得 到 证 明 ， 
也 没有 出 现 同 它 巴 盾 的 反例 。 它 仍然 是 数学 上 悬而未决 的 重 
大 问题 之 一 。 四 色 定 理 对 少 于 三 十 八 个 区 域 的 一 切 地 图 都 已 
经 得 到 证 明 . 从 这 事实 来 看 , 即使 一 般 定理 不 成 立 , 看 来 也 不 
能 用 任何 简单 的 例子 来 否定 它 . 

在 四 色 问 题 中 ， 地 图 可 以 画 在 平面 上 ， 也 可 以 画 在 球面 
上 , 这 两 种 情况 是 等 价 的 . 任何 球面 上 的 地 图 都 可 以 在 平面 
上 表示 。 办 法 是 在 一 个 区 域 4 的 内 部 挖 一 个 小 润 , 然后 把 这 
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挖 了 洞 的 球面 变形 为 一 个 平面 ， 如 同 在 欧 拉 定理 的 证 明 中 那 
样 。 这 时 所 得 到 的 这 个 平面 地 图 是 由 区 域 4 组 成 的 “ 海 * 包 围 
着 一 个 由 其 余 区 域 组 成 的 " 岛 ”。 反 过 来 ,逆转 这 个 过 程 ,任何 
平面 上 的 地 图 可 以 在 球面 上 来 表示 。 因 此 我 们 只 要 讨论 球面 
上 的 地 图 就 行 了 .其 次 ,由 于 区 域 及 其 边界 的 变形 对 问题 不 产 
生 影 响 ， 我 们 可 以 假设 每 一 个 区 域 是 其 边界 由 贺 弧 组 成 的 简 
单 闭 多 边 形 ， 即 使 这 样 “ 规 范 化 ”之 后 ,问题 仍 未 解决 ;这 里 的 
困难 ,不 像 若 当 曲线 定理 中 所 涉及 的 那样 ,不 在 于 区 域 和 曲线 
这 些 概念 的 一 般 性 。 

与 四 色 定 理 相 联系 的 一 个 引 人 注 目的 事实 是 ， 在 比 平面 
或 球面 更 为 复杂 的 曲面 上 ,相应 的 定理 实际 上 已 经 得 到 证 明 ， 
所 以 ,十 分 奇怪 的 是 ， 在 更 复杂 的 几何 表面 上 作 分 析 ， 比 在 
最 简单 的 曲面 上 更 容易 。 例 如 对 一 个 形 如 面包 图 或 脱 胀 的 车 
轮 内 胎 的 环 面 ( 见 图 123), 已 经 证 明 , 在 它 上 面 的 任何 地 图 都 
可 以 只 用 七 种 颜色 上 色 ,而 且 可 以 造 出 包含 七 个 区 域 的 地 图 ， 
使 其 中 每 一 个 区 域 和 其 它 六 个 相 邻 。 


“3. 维 的 概念 


如 果 只 是 处 理 简 单 的 几何 图 形 ， 例 如 ， 点 , 线 , 三 角形 和 多 面体 , 那 
未 , 对 于 维 的 概念 就 不 会 有 多 大 困难 。 一 个 点 或 任何 有 限 点 集 是 零 维 
的 ; 一 条 直线 是 一 维 的 ; 而 一 个 三 角形 的 面 或 一 个 球 的 表面 是 二 维 的 ; 
一 个 实 立方 体内 的 点 集 是 三 维 的 。 但 是 当 我 们 试图 把 这 个 报 念 推广 到 
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更 一 般 的 点 集 上 去 时 ， 就 圳 要 一 个 明确 的 定义 了 . 对 * 轴 上 用 有 理 数 
表示 的 全 体 点 集 R 应 当 给 予 什 么 维 数 呢 ? 有 理 点 集 在 直线 上 是 称 密 
的 ,因而 可 能 被 团 作 和 直线 一 样 是 一 维 的 ; 另 一 方面 ,在 任何 一 对 有 理 
点 之 间 都 有 无 理 点 ,与 一 个 有 限 点 集 任意 两 点 间 有 无 理 点 一 样 ,因而 集 
的 维 数 也 可 能 被 认为 是 零 ， 

如 果 人 们 试图 指出 下 述 由 康 托 首先 考虑 的 奇怪 的 点 集 的 维 数 ,就 会 
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130 康 托 点 集 


遇 到 一 个 更 难 解决 的 问题 . 从 单位 线 毁 中 去 掉 中 间 的 三 分 之 一 , 即 去 掉 
所 有 使 了 <*< 和 成 立 的 z。 称 剩 下 的 点 集 为 cy 它 包 含 两 个 线段 。 


现在 从 ci 的 每 一 个 线段 中 去 掉 中 间 的 三 分 之 一 , 剩 下 的 集 叫 作 <,, 它 包 
含 四 个 线段 ， 重复 这 个 过 程 , 从 : 的 每 一 个 线段 去 掉 中 间 的 三 分 之 一 ， 
剩 了 集 c,, 按 这 种 方式 进行 下 去 , 便 作成 集 c,, <,， co，…. 用 。 表示 从 单 
位 线 女 中 去 掉 所 有 这 些 区 间 之 后 剩 下 的 点 集 , 即 “ 是 无 穷 序 列 集 co c:9 


… 的 公共 点 集 ， 由 于 第 一 步 去 掉 了 一 个 长 为 二 的 区 间 ， 第 二 步 去 掉 了 
两 个 长 各 为 去 的 区 闻 * 等 等 ;因此 去 摔 的 线 眉 的 总 长 为 有 


1 1 1 1 2 2\ 
1T1。 一 kr ns oo i (z) (2) -|. 


括号 内 的 无 穷 级 数 是 一 个 等 比 级 数 , 它 的 和 是 
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因此 去 挤 的 线段 总 长 为 1。 但 是 c 中 仍然 包含 着 点 ,例如 三 等 分 那 一 系 
列 线段 的 分 点 

2 7 8 “eon 

9 a 9 9 . 

事实 上 ,容易 说 明 cC 恰好 是 由 所 有 这 样 的 * 组 成 的 , 它 的 无 穷 三 进位 小 
数 展 式 可 以 写成 


的 形式 ,其 中 4; 或 为 0 或 为 2， 而 被 去 掉 的 任意 点 ,其 三 进位 表达 式 中 
至 少 有 一 个 ai 等 于 1. 

那 未 , 集 c 的 维 数 是 多 少 昵 ? 用 来 证 明 所 有 实数 集 不 可 数 的 对 角 
线 方法 , 若 稍 加 修改 , 就 能 用 以 证 明 集 c 也 是 不 可 数 的 。 因此 集 5 似乎 
是 一 维 的 .但 是 任何 完整 的 区 间 ， 不 论 它 多 小 ,也 不 包含 在 C 中 ,所 以 
C 也 可 以 看 成 像 有 限 点 集 那 样 ， 是 零 维 的 . 用 同样 的 方式 ， 我 们 可 以 
间 , 在 每 个 有 理 点 上 或 康 托 集 C 的 每 个 点 上 竖立 一 单位 长 线段 ,这样 得 
到 的 平面 点 集 是 一 维 的 还 是 二 维 的 . 

正 是 庞 加 莱 首 先 (在 1912 年 ) 注意 到 应 该 给 予 维 的 概念 以 更 深刻 
的 分 析 和 明确 的 定义 。 庞 加 莱 观 察 到 直线 是 一 维 的 ， 因 为 我 们 可 以 通 
过 剪 开 它 的 一 个 点 (这 是 零 维 的 ), 使 它 上 面 的 任意 两 点 分 开 ; 而 平面 是 
二 维 的 ,因为 要 分 开平 面 上 的 一 对 点 , 我 们 必须 切 开 整 条 (一 维 的 ) 闭 曲 
线 . 这 暗示 了 维 数 的 归纳 性 质 : 一 个 空间 ,如 果 通 过 去 掉 一 个 ( 一 1) 
维 的 子 集 的 办 法 能 把 它 的 任意 两 点 分 开 ; 而 去 掉 较 低 维 的 子 集 时 ,不 一 
定 能 作 到 这 一 点 ,就 称 这 空间 是 ” 维 的 .在 欧 几 里 得 的 “原本 > 中 也 有 蜡 
含 地 有 一 个 维 数 的 归纳 定义 , 在 那里 , 一 维 图 形 是 以 点 为 其 边界 的 ,二 
维 图 形 的 边界 是 由 曲线 组 成 的 ,三 维 图 形 的 边界 则 是 曲面 。 

近年 来 ,推广 维 的 理论 获得 了 发 展 ， 要 给 出 维 的 一 个 定义 , 首先 要 
把 0 维 点 集 的 概念 型 清楚 。 任 何 有 限 点 集 都 有 这 样 的 性 质 , 它 的 每 一 
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个 点 都 能 被 包 国 在 一 个 任意 小 的 空间 区 域内 ， 且 使 这 区 域 的 边界 上 不 
包含 该 集合 的 点 .这 个 性 质 现在 作为 0 维 的 定义 . 为 方便 起 见 , 我 们 说 
不 包括 任何 点 的 空 集 是 一 1 维 的 。 一 个 点 集 5, 如 果 它 不 是 一 1 维 的 ( 即 
5 至 少 包 含 一 个 点 )， 且 5 的 每 一 个 点 都 能 被 任意 小 的 区 域 所 包围 ,而 
这 个 区 域 的 边界 和 5 的 交集 是 一 1 维 集 ( 即 边界 不 包含 的 点 )， 则 称 
它 是 0 维 的 。 例如 直线 上 的 有 理 点 集 是 0 维 的 ， 因 为 每 一 个 有 理 点 都 
能 作为 以 无 理 数 为 端点 的 任意 小 的 区 间 的 中 点 。 康 托 集 也 是 0 维 的 ， 
因为 和 有 理 点 集 一样 , 它 是 从 直线 中 去 掉 一 稠密 点 集 而 得 到 的 ，， 

至 此 我 们 只 定义 了 一 1 维和 0 维 的 概念 .一 维 的 定义 立刻 就 可 以 给 
出 来 ,一 个 点 集 5, 如 果 它 不 是 一 1 维和 0 维 的 , 且 5 的 每 一 个 点 都 能 围 
在 任意 小 的 区 域内 ,而 这 区 域 的 边界 与 5 的 交 是 一 个 0 维 的 集 , 就 称 它 
是 一 维 的 。 直 线段 有 这 个 性 质 ,因为 任 一 区 间 的 边界 是 一 对 点 , 按照 上 
述 定义 这 边界 是 0 维 集 . 用 同样 的 方式 ,我 们 进而 能 依次 定义 2，3，4， 
5,… 维 的 概念 ， 每 一 个 都 依赖 于 前 一 个 定义 。 因此 , 一 个 集 5 是 x 维 
的 ,这 是 指 , 如 果 它 不 是 任何 更 低 维 的 , 且 5 的 每 一 个 点 都 能 被 围 在 任 
意 小 的 区 域内 ,而 这 个 区 域 的 边界 和 5 的 交 是 一 个 (” 一 1) 维 的 集 、 例 
如 ,平面 是 二 维 的 因为 平面 的 每 个 点 都 能 用 任意 小 的 圆 来 包围 , 而 加 § 
局 是 一 维 的 2%。 在 普通 空间 中 不 存在 维 数 大 于 三 的 点 集 ， 因 为 空间 中 
的 每 个 点 都 能 作为 任意 小 的 球 的 中 心 , 而 球 的 表面 是 二 维 的 。 但 是 在 
现代 数学 中 ,“ 空 间 ” 一 词 是 用 来 表示 定义 了 “距离 ”或 “ 邻 域 ”概念 的 任 
意 一 组 对 象 ( 见 第 409 页 ), 而 这 些 抽象 空间 ”的 维 数 可 以 大 于 三 . 一 
个 简单 的 例子 是 = 维 笛 卡 尔 空间 , 它 的 “点 ”是 有 序 排列 的 > 个 实数 ; 


P= (x x2y X39°"*, Ln)y 


0 = (yi ?ay33 9 yz)9 


P 与 9 之 闻 的 “距离 ?定义 为 


1) 在 这 里 ,并 不 是 对 平面 是 二 维 的 这 个 论断 ,按照 我 们 的 定义 给 出 了 一 个 严 
格 的 证 明 , 因为 这 里 假定 了 我 们 已 知 圆周 是 1 维 的 , 而 且 平 面 不 是 0 维 
和 1 维 的。 但 是 , 对 这 些 事 实 以 及 更 高 维 中 的 类 似 情 况 是 能 够 给 予 证 明 
的 。 这 些 证 明 表 明 , 一 般 点 集 的 维 的 定义 和 简单 集合 的 维 数 的 通常 用 法 
是 不 矛盾 的 ， 
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d(P, 0) = Vr — yi) + (x — yr) + + (ty — ys) 
可 以 证 明 这 个 空间 是 维 的。 一 个 空间 如 果 对 任意 正 整 数 来 说 , 都 
不 是 4 维 的 , 就 称 它 是 无 穷 维 的 。 这 种 空间 的 例子 已 经 知道 不 少 了 ， 

维 理论 最 有 趣 的 事实 之 一 是 , 2 维 、3 维 或 一 般 > 维 图 形 有 如 下 特 
人 性， 首先 考虑 2 维 的 情形 。 如 果 任 意 简 单 的 2 维 图 形 被 分 割 为 充分 小 
的 区 域 (每 个 区 域 都 认为 包括 它 自己 的 边界 )， 则 不 论 这 些 区 域 形状 如 
何 ,必然 有 这 样 一 些 点 使 三 个 或 更 多 个 区 域 在 那里 相遇 ， 另 外 , 一 定 存 . 
在 图 形 的 这 样 一 种 剖 分 , 使 得 每 个 点 至 多 同时 属于 这 前 分 的 三 个 区 域 ， 
因此 ,如 果 2 维 图 形 是 一 个 正方 形 ,如 图 131， 有 一 个 点 将 同时 属于 1， 
2 和 3 这 三 个 区 域 。 而 对 这 个 特殊 的 前 分 来 说 , 没有 一 个 点 同时 属于 多 
于 三 个 的 区 域 ， 类似 地 , 对 3 维 的 情况 可 以 证 明 , 如 果 一 个 立体 被 充分 
小 的 一 些 立体 所 覆盖 ;总 在 在 至 少 同时 属于 四 个 小 立体 的 公共 点 ， 而 对 
一 个 适当 选择 的 痢 分 来 说 ,任意 多 于 四 个 的 小 立体 都 没有 公共 点 。 


【 


图 131 铺 瓦 定理 


从 这 里 产生 了 下 述 归功 于 勒 贝 格 (Lebesgue) 和 布 劳 沃 的 定理 : 如 果 
一 个 4 维 图 形 以 任意 方式 被 充分 小 的 子 区 域 覆盖 ， 则 将 存在 至 少 同时 
属于 (= + 1) 个 子 区 域 的 点 ; 而 且 总 可 以 找到 用 任意 小 区 域 作成 的 一 个 
覆盖 ,使 得 没有 一 个 点 同时 属于 多 于 (x + 1) 个 的 区 域 。 由 于 这 里 所 洲 
”不 的 覆盖 方法 ,这 个 定理 称 为 “ 铺 瓦 ” 定 理 , 它 刻 划 了 任意 几何 图 形 的 维 
数 的 特征 : 使 得 定理 成 立 的 那些 图 形 是 ” 维 的 , 而 所 有 其 它 图 形 不 是 
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2 维 的 。 由 于 这 个 原因 ,可 以 把 这 个 定理 作为 维 数 的 定义 , 有些 作者 就 
是 这 样 作 的 。 | 

集 的 维 数 是 集 的 拓扑 特性 ， 两 个 不 同 维 数 的 图 形 不 能 是 拓扑 等 价 
的 。 这 就 是 著名 的 “ 维 的 不 变性 ”这 一 拓扑 定理 。 把 它 与 第 119 页 所 令 
述 的 事实 比较 ,就 可 以 看 出 它 的 重要 意义 了 , 在 那里 ,正方 形 点 集 和 直 
线段 点 集 有 着 相同 的 基数 。 那里 的 定义 的 对 应 不 是 拓扑 性 的 , 因为 过 
续 性 的 条 件 被 破坏 了 . 


“4. 不 动 点 定理 


在 拓扑 学 对 其 它 数学 分 支 的 应 用 中 ,“ 不 动 点 ”定理 起 了 
重要 的 作用 ,一 个 典型 的 例子 是 下 面 的 布 劳 沃 定理 ， 比 起 大 
多 数 拓扑 事实 来 , 它 在 直观 上 是 不 那么 明显 的 。 

我 们 考虑 平面 上 一 个 圆 盘 ， 这 是 由 某 个 圆 的 内 部 和 它 的 
圆周 组 成 的 区 域 ， 我 们 假设 这 个 盘子 的 点 经 过 任意 的 连续 变 
换 (甚至 不 一 定 是 一 对 一 的 ), 使 得 每 一 点 虽然 位 置 有 所 变动 ， 
但 仍 在 圆 内 。 例 如 一 块 薄 和 橡皮 圆 盘 可 以 被 压缩 、 转 动 、 折 皱 、 
拉 长 或 以 任意 方式 变形 ， 不 过 这 圆 盘 的 每 个 点 的 最 终 位 置 仍 
在 它 原 来 的 周 界 以 内 ,又 如 ,搅动 一 杯 液体 ,使 液体 表面 上 的 
质点 仍 在 表面 上 ,只 是 绕 到 表面 上 另 一 个 位 置 ， 这 时 ,在 任意 
给 定 的 一 瞬间 ， 液 体 表面 上 质点 的 位 置 确定 了 质点 原来 分 布 
的 一 个 连续 变换 。 现 在 布 劳 沃 定 理 断 言 : 每 一 个 这 样 的 变换 
至 少 使 一 个 点 不 动 ; 即 至 少 存在 一 个 点 , 它 变换 后 的 位 置 和 它 
原来 的 位 置 一 样 (在 液体 表面 的 例子 中 ,一 般 说 来 不 动 点 将 随 
时 间 而 变动 ,虽然 对 简单 的 圆周 转动 来 说 ,中 心 总 是 不 动 的 )。 
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不 动 点 的 存在 性 的 证 明 是 用 以 建立 许多 拓扑 定理 的 一 个 典型 
推理 方法 

考虑 圆 嚼 在 变换 前 后 的 情况 ,假设 与 定理 的 结论 相反 , 没 
有 一 个 点 保持 不 动 ,也 就 是 说 ,每 一 
个 点 在 变换 后 都 移动 到 圆 内 或 贺 上 
的 另 一 处 ， 对 原来 贺 盘 上 的 每 一 点 
P 都 附 上 一 个 指 着 PP 方向 的 小 箭 
头 或 “向 量 ”, 这 里 P 是 了 在 变换 后 
的 象 。 圆 盘 上 每 一 点 都 有 这 样 一 个 

图 132 变换 向 量 箭头 ， 因 为 根据 假设 每 一 点 都 移动 
了 .现在 考虑 圆 边界 上 的 点 以 及 与 之 相连 接 的 向 量 .所 有 这 些 
向 量 都 指向 圆 内 ,因为 根据 假设 ,没有 一 个 点 变 到 圆 外 去 ， 我 
们 从 边界 上 某 个 点 已 开始 ,并 且 按 逆 时 针 方 向 沿 着 这 个 圆 走 ， 
我 们 这 样 走 时 ,向 量 的 方向 将 改变 ,因为 对 于 边界 上 的 不 同 点 
带 着 各 种 指向 不 同 的 向 量 。 这 些 向 量 的 方向 可 以 用 由 平面 上 
一 点 画 出 的 平行 箭头 来 表示 。 我 们 注意 , 沿 着 圆 从 中 又 走 回 
到 P, 时, 向 量 也 转 回 到 它 原来 的 位 置 ， 我 们 把 向 量 旋 转 一 整 
周 的 次 数 称 为 园 上 这 些 向 量 的 “指标 ”; 更 确切 地 说 ,我们 把 指 
标定 义 为 这 些 向 量 的 角 的 各 种 变化 的 代数 和 ， 每 一 个 顺 时 针 
旋转 部 分 取 负 号 ,而 每 个 逆 时 针 旋转 部 分 作为 正 的 .这 个 指标 
是 这 些 量 正 负 相 抵 销 最 后 剩 下 的 值 , 显 然 它 是 数 0,， 土 1， 士 2， 
土 3,… 中 的 一 个 ， 分 别 对 应 于 角 的 总 变化 为 0"， 士 360°， 
土 720"， 士 1080°,…. 现 在 我 们 断言 指标 等 于 1, 即 箭头 方向 
的 总 变化 恰好 相当 于 正 旋转 一 周 ， 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 回 
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沽 一 下 圆 上 任 一 点 P 的 变换 向 量 总 是 指向 圆 的 内 部 而 决 不 会 
沿 着 切线 方向 。 如 果 变 换 向 量 转 过 的 总 角度 不 同 于 切 向 量 转 
过 的 总 角度 ( 它 是 360°, 因为 切 向 量 明 显 地 旋转 一 周 ), 则 切 
向 量 转 过 的 总 角度 与 变换 向 量 转 过 的 总 角度 的 差 将 是 360° 
的 某 个 非 零 倍 数 ， 因 为 它们 都 旋转 了 整数 周 。 因此 从 已 绕 
一 图 又 回 到 P， 时， 变换 向 量 至 少 必须 绕 着 切线 旋转 一 周 ， 
而 且 由 于 切线 和 变换 向 量 是 连续 转动 的 ,在 圆周 的 某 个 点 上 ， 
变换 向 量 必 须 指 着 和 切线 同样 的 方向 。 但 是 ,我们 已 经 知道 
这 是 不 可 能 的 ， 

现在 如 果 我 们 考虑 任意 一 个 与 圆 盘 的 周 界 同 心 而 且 包 含 
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在 这 圆 盘 内 的 圆 , 以 及 这 个 圆 上 相应 的 变换 向 量 , 那 末 ,这 个 
圆 上 的 变换 向 量 的 指标 也 必须 是 1。 这 是 因为 当 我 们 连续 地 
从 圆周 到 达 任何 一 个 同心 圆 时 ,指标 必须 连续 地 变化 ,因为 变 
换 向 量 的 方向 在 圆 盘 内 是 从 一 点 到 一 点 连续 变化 的 。 但 是 指 
标 只 能 取 整 数值 ,因此 必须 永远 等 于 它 原来 的 值 1 , 因为 从 1 
跳 到 某 个 其 它 的 整数 将 造成 指标 变化 的 不 连续 性 〈 一 个 连续 
变化 的 量 如 果 只 能 取 整 数值 , 它 必须 是 一 个 常量 。 这 个 结论 
是 在 许多 定理 的 证 明 中 经 常 出 现 的 典型 的 数学 推理 )。 因此 
我 们 能 够 找到 任意 小 的 同心 圆 ， 对 于 它 来 说 相应 的 变换 向 量 
的 指标 是 1。 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 根据 变换 连续 性 的 假设 ， 
在 一 个 充分 小 的 圆 上 的 向 量 的 方向 全 都 近似 于 在 圆心 的 向 量 
的 方向 。 因此 可 以 使 它们 的 角 的 总 变化 任意 地 小 , 比如 说 取 
一 个 足够 小 的 圆 ， 使 它 的 变化 小 于 10*。 因此 必须 取 整 数值 
的 这 个 指标 将 为 零 。 这 个 矛盾 表明 , 我 们 原来 所 作 的 在 变换 
下 没有 不 动 点 的 假设 是 不 成 立 的 ,至 此 证 明 完毕 . 

刚才 证 明 的 定理 ， 不 仅 对 圆 盘 成 立 ， 而 且 对 三 角形 和 正 
方形 ， 以 及 任何 其 它 是 圆 盘 的 拓扑 变换 的 象 的 图 形 都 成 立 ， 
因为 如 果 4 是 任意 一 个 用 一 对 一 的 连续 变换 与 一 圆 盘 相对 应 
的 图 形 , 则 4 到 它 自 身 的 没有 不 动 点 的 连续 变换 ,将 确定 圆 盘 
到 它 自身 的 没有 不 动 点 的 连续 变换 ， 但 是 我 们 已 证 明 这 是 不 
可 能 的 。 这 定理 对 三 维 中 的 实心 球 或 立方 体 也 成 立 ， 但 其 证 
明 就 不 那么 简单 了 . 


虽然 布 劳 决 关于 圆 盘 不 动 点 的 定理 在 直观 上 不 是 很 明显 的 ， 但 是 
容易 表明 ， 它 是 下 述 事实 的 直接 推论 ， 而 这 个 事实 在 直观 上 是 显然 的 : 
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不 可 能 把 一 个 圆 盘 连续 变换 成 它 的 圆周 而 使 圆周 上 的 每 个 点 保持 不 
动 。 现 在 我 们 说 明 ,如 果 在 在 圆 盘 到 它 自身 的 没有 不 动 点 的 变换 , 将 会 和 
这 个 事实 矛盾 .假设 ?>P' 就 是 这 样 的 变换 ,对 这 圆 盘 上 的 每 个 点 P 
我 们 以 P 为 起 点 画 一 箭头 , 连续 地 经 过 P' 一 直到 达 圆 周 上 的 某 个 点 
P*， 则 变换 PP* 将 是 整个 圆 盘 到 它 圆周 的 一 个 连续 变换 并 且 使 圆周 
上 的 每 一 个 点 保持 不 动 , 但 是 已 经 假设 这 样 的 变换 为 不 可 能 , 这 样 便 产 
生 了 有 矛盾。 类似 的 推理 方法 可 以 用 来 在 三 维 中 对 实心 球 或 立方 体 建立 
布 劳 沃 定理 . 

容易 看 出 ， 某 些 几何 图 形 可 以 经 过 没有 不 动 点 的 连续 变换 变 成 它 
自身 。 例如 对 两 个 同心 圆 之 间 的 环 状 区 域 , 把 它 围绕 圆心 旋转 一 个 不 
是 360” 的 倍数 的 任意 角度 ,这 是 没有 不 动 点 的 连续 变换 。 球 面 上 可 以 
取 这 样 一 个 没有 不 动 点 的 连续 变换 : ”把 每 个 点 变 成 关于 球 心 对 称 的 
氮 。 但 是 用 类 似 于 我 们 对 圆 盘 用 过 的 推理 方法 可 以 证 明 ,， 如果 任何 一 
个 点 痢 没 有 变 到 其 对 称 位 置 , 则 这 种 连续 变换 (例如 任意 小 变形 ) 有 一 
个 不 动 点 。 

这 样 一 些 不 动 点 定理 提供 了 一 个 有 力 的 方法 来 证 明 数 学 上 许多 
“存在 性 定理 ?， 虽然 初 看 起 来 ， 这 些 存在 性 定理 似乎 没有 什么 几何 特 
征 。 有 一 个 著名 的 例子 是 庞 加 莱 在 1912 年 , 在 他 死 前 不 久 , 所 猜测 的 
一 个 不 动 点 定理 。 这 定理 有 一 个 直接 推论 : 在 限制 三 体 问 题 中 ， 有 无 
穷 多 个 局 期 性 轨道 存在 。 庞 加 莱 没 有 能 够 证 实 他 的 猜测 ,过 了 几 年 , 伯 
允 置 夫 〈G. D. Birkhoff) 成 功 地 给 出 了 一 个 证 明 ， 这 是 美国 数学 界 队 
一 个 主要 成 就 。 从 此 拓扑 方法 被 用 来 研究 动力 系统 的 定性 理论 , 并 取 
得 了 巨大 的 成 功 。 


5 纽 结 


作为 最 后 一 个 例子 ,可 以 指出 , 纽 结 的 研究 提出 了 一 些 具 
有 拓扑 特性 的 数学 难题 。 一 个 纽 结 是 这 样 作成 的 。 先 把 一 段 
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绳子 打上 结 ,然后 把 两 个 端点 接 起 来 .这 样 得 到 的 封闭 曲线 表 
示 这 样 一 种 几何 图 形 ,即使 经 过 拉 或 扭 , 只 要 绳子 不 断 , 这 图 
形 本 质 上 仍 不 变 。 但 是 怎么 才能 给 出 一 个 内 在 的 特征 , 用 它 
来 区 分 空间 中 打 结 的 闭 曲线 和 没有 打 结 的 曲线 (例如 圆 ) 呢 ? 
要 回答 这 个 问题 并 不 简单 ， 而 且 对 各 种 类 型 的 结 以 及 它们 之 
间 的 区 别 至 今 还 很 少 有 完整 的 数学 的 分 析 . 即使 对 于 最 简单 
的 情形 , 这 也 是 一 个 相当 大 的 任务 ， 考 虑 图 134 中 两 个 三 叶 


图 134 拓扑 等 价 纽 结 ， 但 不 能 由 一 个 变形 为 另 一 个 


形 的 纽 结 . 这 两 个 纽 结 彼 此 间 是 完全 “ 镜 象 ”对 称 的 ,而 且 是 
拓扑 等 价 的 ,但 不 全 同 。 问 题 是 ,究竟 能 不 能 把 这 些 纽 结 中 的 
一 个 连续 地 变形 为 另 一 个 。 回答 是 否定 的 , 但 是 要 证 明 这 个 
事实 需要 了 解 比 我 们 这 里 更 多 的 拓扑 学 和 和 群 论 的 知识 。 


$4 曲面 的 拓扑 分 类 


1. 曲面 的 亏 格 


许多 简单 然而 重要 的 拓扑 事实 都 来 自 二 维 曲面 的 研究 ， 
例如 , 我们 将 一 个 球面 和 一 个 圆 环 面 作 比较 从 图 135 看 得 
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图 135 切割 球 和 回环 


很 清楚 ,这 两 个 曲面 有 根本 的 区 别 : 和 平面 上 一 样 ,球面 上 任 
何 一 条 简单 闭 曲 线 , 例 如 C ,把 曲面 分 成 两 部 分 ,但 在 圆 环 面 
上 存在 这 样 的 闭 曲 线 ， 例 如 C'， 它 没有 把 曲面 分 成 两 部 分 . 
我 们 说 C 把 球面 分 成 两 部 分 ,意思 是 指 ,如 果 把 球面 沿 着 C 切 
开 , 它 将 分 成 两 个 不 连接 的 曲面 片 , 或 者 说 , 我 们 能 在 球面 上 
找到 两 个 点 ,使 得 球面 上 连接 它们 的 任意 曲线 必定 和 C 相交 ， 
另 一 方面 , 如 有 果 把 圆 环 面 沿 着 闭 曲线 C' 切 开 , 得 到 的 曲面 仍 
连接 在 一 起 ,曲面 上 任意 一 点 能 够 通过 一 条 不 和 C' 相交 的 曲 
线 与 另外 任意 一 点 相连 .球面 和 圆 环 面 之 间 的 差别 指出 了 两 
类 在 拓扑 上 不 同 的 曲面 ， 而 且说 明了 不 可 能 从 其 中 一 种 连续 
地 变形 为 另 一 种 . 

其 次 , 我 们 考虑 图 136 表示 的 带 有 两 个 洞 的 曲面 .在 这 
曲面 上 我 们 能 画 出 两 个 不 相交 的 闭 曲 线 4 和 了 3， 而 它们 没有 
把 曲面 分 开 。 对 圆 环 面 来 说 , 任意 两 个 这 样 的 曲线 总 是 把 它 
分 为 两 部 分 。 另 一 方面 , 三 个 不 相交 的 闭 曲线 总 能 把 带 有 两 
个 洞 的 曲面 分 开 。 


图 136 一 个 亏 格 为 2 的 曲面 

这 些 事实 启发 我 们 把 曲面 的 亏 格 定义 为 : 能 在 曲面 上 画 
出 而 又 不 把 曲面 分 割 开 的 互 不 相交 简单 闭 曲 线 的 最 多 个 数 ， 
球面 的 亏 格 是 0, 圆 环 面 的 亏 格 是 1, 图 136 中 的 曲面 的 亏 格 
是 2。 类 似 地 , 带 有 个 洞 的 曲面 的 亏 格 是 p， 亏 格 是 曲面 的 
一 个 拓扑 性 质 , 当 曲面 变形 时 , 它 仍 保持 不 变 。 反 之 可 以 说 明 
《证 明 从 略 ), 如 果 两 个 闭 曲 面 有 相同 的 亏 格 , 则 可 以 把 其 中 一 
个 变形 为 另 一 个 。 所 以 从 拓扑 的 观点 来 看 , 一 个 闭 曲 面 的 亏 
格 p 一 0, 1,2,"…… 完 全 刻 划 了 这 个 闭 曲 面 的 特征 (我们 假设 
所 考虑 的 曲面 是 普通 的 “ 双 侧 ” 闭 曲 面 ， 在 这 节 的 第 三 小 节 我 
们 将 考虑 “ 单 侧 ” 曲 面 ). 例 如 ,两 个 油 的 面包 美和 图 137 中 带 
有 两 个 “ 环 柄 ”的 球面 都 是 亏 格 为 2 的 闭 曲 面 ;显然 ,这 些 曲面 
中 的 任 一 个 都 可 以 连续 地 变形 为 另 一 个 .由 于 带 有 >y 个 洞 的 
面包 圈 , 或 者 与 它 等 价 的 带 有 靖 个 环 柄 的 球面 的 亏 格 为 p, 所 


图 137 却 格 为 2 的 曲面 


以 我 们 可 以 把 这 些 曲面 中 的 任意 一 个 作为 所 有 亏 格 为 的 闭 
曲面 的 拓扑 代表 。 


*2， 曲面 的 欧 拉 示 性 数 


对 一 个 亏 格 为 f 的 闭 曲 面 S， 我 们 在 3 上 标 出 一 些 顶 点 
并 用 曲线 弧 把 它们 连接 起 来 ， 这 样 ， 曲 面 5 被 分 成 若干 个 区 
域 。 我 们 将 表明 

V—EtF~2— 2p, (1) 
这 里 7 一 顶点 个 数 ，E 一 缴 的 个 数 ，F 一 区 域 个 数 ， 数 
2 一 2p 称 为 这 曲面 的 欧 拉 示 性 数 . 我们 已 经 看 到 ,对 于 球面 
来 说 ,了 一 十 了 一 2; 这 和 (1) 式 是 一 致 的 ,因为 对 球面 来 
说 ,p= 0， 

为 了 证 明 一 般 的 公式 (1), 我 们 可 以 假设 5 是 带 有 个 环 
柄 的 球面 。 因 为 ,如 同 我 们 已 经 说 过 的 那样 ,任意 一 个 亏 格 为 
的 曲面 可 以 连续 地 变形 为 这 样 的 一 个 曲面 ， 而 且 在 变形 中 
V 一 EE 十 F 和 2 一 2p 将 保持 不 变 . 我 们 将 选择 这 样 一 个 变 
形 ， 它 使 妹 和 环 柄 连接 处 的 闭 曲 线 41!,，A;, Bi, B;,"… 是 由 
给 定 的 说 分 的 苞 所 组 成 《参看 图 138, 这 说 明了 对 p 一 2 的 
情形 的 证 明 )。 

现在 我 们 把 曲面 S 沿 曲线 4，B:，…… 切 开 ， 并 把 这 些 环 
桥 拉 直 . 每 个 环 柄 将 有 一 个 以 新 曲线 4* ，B* ,…' 为 界 的 自由 
边界 , 它们 分 别 与 4;, B，,*…… 有 同样 的 顶点 数 和 弧 数 。 因此 
V 一 互 十 下 没有 变化 ,因为 加 上 的 顶点 数 恰 好 和 加 上 的 弧 数 
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一 样 ,而 且 没有 新 的 区 域 出 现下 一 步 是 变形 这 个 曲面 ,把 曲 
面 的 环 柄 压 平 到 它 的 投影 位 置 ， 以 便 使 曲面 最 终 成 为 一 个 简 
单 的 球面 。 但 是 现在 这 球面 上 已 挖 掉 了 2p 个 区 域 。 由 于 整 
个 球面 无 论 如 何 剖 分 , 了 一 EE 十 F 都 是 2, 因 此 对 除去 22 个 
区 域 的 球面 我 们 有 
7 了 一 下 二 TR 一 2 一 22。 

因而 这 公式 对 原来 带 有 2 个 环 柄 的 球面 也 成 立 。 这 就 是 我 们 
所 要 证 明 的 ， 

图 121 说 明了 公式 (1) 应 用 到 由 平面 多 边 形 组 成 的 曲面 
5 的 情况 。 这 曲面 可 以 连续 地 变形 为 一 个 圆 环 , 使 得 亏 数 为 
1 且 2 一 2p 一 2 一 2 一 0, 如 公式 (1) 所 预期 的 ， 

V—E+F=16—32+16~0. 


习题 : 把 图 137 中 带 有 两 个 洞 的 面包 图 分 成 区 域 并 且说 明 
V—E+F=—2, 
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3. 单 人 出 曲 面 


普通 的 曲面 是 双 侧 的 ， 这 对 象 球面 或 圆 环 面 这 样 的 闭 曲 
面 ， 以 及 象 圆 盘 或 者 圆 环 那样 的 以 曲线 为 边界 的 曲面 都 对 . 
这 种 双 侧 曲面 ,能 涂 上 不 同 的 颜色 以 区 分 它 的 两 侧 ， 如 采 这 
曲面 是 闭 的 ,两 种 颜色 绝 不 会 相遇 。 如 果 这 曲面 有 边界 曲线 ， 
则 两 种 阁 色 只 没 着 这 些 边界 曲线 相遇 ， 一 个 甲虫 沿 着 这 样 一 
个 曲面 爬行 时 ,如 果 不 越过 边界 曲线 (如 果 存 在 的 话 ), 则 它 将 
永远 处 在 这 曲面 的 同一 侧 . 

莫 比 乌 斯 有 一 个 惊人 的 发 现 ， 存 在 只 有 一 侧 的 曲面 。 最 
简单 的 这 种 曲面 称 为 莫 比 乌 斯 带 ， 它 是 这 样 形成 的 : 取 一 段 
矩形 长 纸 条 ,把 它 扭 过 半 圈 , 然后 把 它 的 两 端 贴 在 一 起 , 如 图 


图 139 作 一 个 莫 比 乌 斯 带 
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139。 如果 一 个 甲虫 在 这 带子 的 中 间 沿 着 这 曲面 候 , 则 将 会 转 
回 到 原来 的 位 置 上 . 莫 比 乌 斯 带 只 有 一 个 边 ， 因 为 它 的 边界 
是 由 一 条 闭 曲 线 组 成 的 .把 一 个 矩形 纸 条 不 经 扭转 而 粘 在 一 
起 ， 这 时 作成 的 普通 双 侧 曲面 有 两 条 不 同 的 边界 曲线 。 如 果 
把 后 一 种 曲面 沿 中 心 线 切 开 ， 它 将 被 分 成 两 个 同样 类 型 的 纸 
条 。 但 如 果 把 莫 比 乌 斯 带 沿 着 中 心 线 切 开 (如 图 139 所 示 )， 
我 们 发 现 它 仍然 是 一 个 曲面 对 任何 一 个 不 熟悉 莫 比 乌 斯 带 
的 人 来 说 ， 很 难 预料 到 这 一 点 ， 它 和 我 们 直观 上 觉得 “应 该 ” 
发 生 的 情形 相反 。 如 果 对 这 个 莫 比 乌 斯 带 沿 中 心 线 切 开 后 形 
”成 的 曲面 ， 再 沿 着 它 的 中 心 线 切 开 ， 则 将 形成 两 条 分 开 的 但 
互相 绕 着 的 带子 ， 

用 这 样 的 带子 作 游 戏 是 很 有 意思 的 : 沿 着 平行 于 边界 曲 


线 而 模 向 距离 为 于 ， 等 等 的 线 ,把 它们 切 开 . 


莫 比 乌 斯 带 的 边界 是 一 条 简单 的 不 打 结 的 闭 曲 线 ， 它 能 
变形 为 一 条 平面 曲线 , 例如 一 个 圆 ， 但 在 变形 时 可 以 允许 这 
带子 自身 交叉 .这 时 ,所 得 到 的 这 个 自 交 而 且 单 侧 的 曲面 (如 
图 140) 称 为 交叉 帽 ， 自 交 的 轨迹 可 以 看 成 是 两 条 不 同 的 线 ， 
各 属于 在 那里 交叉 的 曲面 的 两 部 分 之 一 ， 英 比 乌 斯 带 的 单 侧 
性 是 不 变 的 ,因为 这 是 拓扑 性 质 ; 一 个 单 侧 曲面 不 能 连续 地 变 
形 为 双 侧 曲面 . 令 人 奇怪 的 是 ,甚至 存在 这 样 的 形变 , 它 使 莫 
比 乌 斯 带 的 边界 变 成 一 个 平面 曲线 ,例如 三 角形 ,而 莫 比 乌 斯 
带 本 身 却 不 交叉 .图 141 表明 了 这 样 一 个 模型 (这 归功 于 突现 
曼 〈B. Tuckermann))。 这 个 带 的 边界 是 一 个 三 角形 , 它 是 一 
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图 140 交叉 帽 图 141 带 有 平面 曲线 边界 的 莫 比 乌 斯 带 


个 正八 面体 的 对 角 正 方形 的 一 半 ， 而 这 个 带 本 身 是 由 这 八 面 
体 的 六 个 面 和 四 个 直角 三 角形 组 成 的 《每 一 个 三 角形 是 这 个 
对 角 平面 的 四 分 之 一 ). 

男 一 个 有 趣 的 单 侧 曲 面 是 “ 克 莱 茵 羚 ”"。 这 曲面 是 闭 的 ， 
但 它 没有 里 外 之 分 ， 它 拓扑 等 价 于 一 对 边界 重合 的 交叉 幅 ， 


图 142 克 莱 黄 瓶 


我 们 可 以 表明 ， 任 意 一 个 亏 格 为 p 一 1, 2,*…… 的 封闭 单 
侧 曲面 ， 都 拓扑 等 价 于 一 个 去 掉 之 个 圆 盘 再 换 上 交叉 幅 的 球 
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面 . 由 此 易 知 , 这 样 的 曲面 的 欧 拉 示 性 数 了 一 互 士民 和 zp 
的 关系 由 下 列 等 式 给 出 : 
VE+F=2—p. 


其 证 明 类 似 于 双 侧 曲面 。 首先 我 们 说 明 一 个 交叉 帆 或 莫 比 乌 斯 带 
的 欧 拉 示 性 数 是 0。 为 此 我 们 注意 ， 把 一 个 已 经 细 分 为 若干 区 域 的 莫 
比 马 斯 带 切 开 , 可 以 得 到 一 个 矩形 , 它 比 莫 比 乌 斯 带 多 两 个 顶点 和 一 条 
边 , 区 域 个 数 仍然 不 变 ， 我 们 在 第 307 页 已 经 证 明 对 和 矩形 来 说 


V—Et+F=1., 
因此 对 莫 比 乌 斯 带 有 一 EE 十 f= 0。 作为 一 个 练习 ， 读 者 可 以 把 这 
个 证 明 作 完 。 
研究 诸如 这 样 一 些 曲面 的 拓扑 性 质 时 ， 一 种 比较 简单 的 
方法 是 ,借助 于 平面 多 边 形 ,让 它们 的 某 些 对 边 在 想象 中 合 在 
一 起 (比较 第 四 章 附录 第 三 节 ). 在 图 143 中 平行 箭头 在 位 置 
上 和 方向 上 一 一 实际 上 或 概念 上 一 一 部 是 相 重 合 的 ， 


到 ot A | 
B B A A 
住 硬 环 面 


加 


away 
莫 比 乌 斯 常 克 菜 砚 瓶 


图 143 用 平面 图 形 中 所 标 出 的 边 来 定义 闭 师 面 
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这 种 等 同 的 方法 也 可 以 用 来 定义 类 似 于 二 维 闭 曲 面 的 三 
维 闭 流 形 。 例如 , 如 果 我 们 把 一 个 立方 体 相对 的 面 的 对 应 点 
等 同 起 来 (图 144), 我 们 就 得 到 一 个 闭 的 三 维 流 形 , 称 为 三 维 


图 144 ”用 边界 的 同一 定义 三 维 曲 面 


图 145 三 维 环 的 另 一 种 表示 
〈 切 开锅 形 是 为 了 说 明 同 一 ) 


环 . 这 个 流 形 拓扑 等 价 于 两 个 同心 圆 环 (一 个 在 另 一 个 里 边 ) 
表面 之 间 的 那个 空间 ， 其 中 两 个 圆 环 表面 上 的 对 应 点 是 等 局 
的 (图 145). 因为 如 果 两 对 概念 上 等 同 的 面 合 在 一 起 的 话 ， 
这 后 一 个 流 形 能 够 从 立方 体 得 到 . 


附 录 
懂 .五 色 定 理 


在 欧 拉 公式 的 基础 上 ， 我 们 能 证 明 在 球面 上 的 每 一 种 地 
图 可 以 用 最 多 五 种 不 同 颜色 适当 地 上 色 ( 按 第 317 页 ,所 谓 给 
一 个 地 图 适当 地 上 色 ， 是 指 地 图 上 任何 有 整 自 公共 边界 的 两 
个 区 域 不 能 涂 上 同一 种 颜色 )。 我 们 将 限定 地 图 的 边界 是 由 
圆 弧 组 成 的 简单 闭 多 边 形 . 我们 也 可 以 假设 在 每 一 顶点 恰 有 
三 个 驱 相 遇 , 这 样 的 图 称 为 正规 的 。 因为 如 果 我 们 把 每 一 个 
有 多 于 三 个 弧 在 那里 相遇 的 顶点 用 一 个 小 圆 来 代替 ， 并 且 把 
这 样 的 圆 的 内 部 和 相 会 于 该 顶点 的 某 个 区 域 连 成 一 片 ， 就 得 
到 一 个 新 地 图 .在 这 里 ， 有 多 个 弧 相 遇 的 顶点 被 一 些 有 三 个 
弧 相 遇 的 顶点 所 代替 .新 的 地 图 和 原来 的 地 图 包含 同样 多 的 
区 域 。 如 果 这 个 正规 的 新 地 图 能 用 五 种 颜色 适当 地 上 色 ， 那 
末 把 圆 缩 成 一 个 点 ， 就 能 使 原来 的 地 图 获得 我 们 所 希望 的 颜 
色 ， 因此 只 须 证 明 对 球面 上 任 一 正规 地 图 能 用 五 种 颜色 适当 
地 上 色 就 可 以 了 . 
首先 我 们 证 明 ， 每 一 个 正规 地 图 必须 至 少 包 含 一 个 边 数 
少 于 六 的 多 边 形 。 用 F, 表示 一 正规 地 图 中 有 ?= 个 边 的 区 域 
的 个 数 ; 如 果 下 表示 总 的 区 域 个 数 , 则 
一 了 十 Pi 十 FF 十 …，…。 (1) 
由 于 每 个 弧 有 两 个 端点 ,而 每 个 顶点 都 是 三 个 弧 的 端点 ,因此 
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如 果 互 表示 这 地 图 中 弧 的 数 且 ,而 了 表示 顶点 数 , 则 有 


2E 一 37。 (2) 

其 次 ,一 个 以 = 个 弧 为 界 的 区 域 有 ”个 顶点 ,每 个 顶点 属于 三 
个 区 域 ,所 以 

2E = 3V = 2F, 十 3F; 十 4F4 十 ，…*。 (3) 


由 欧 拉 公式 ,我 们 有 
了 一 下 十 F 一 2, 或 67 一 6 十 6PF 一 12， 
从 (2) 我 们 看 到 6V 一 4E, 所 以 6F 一 2E 一 12， 因 此 从 (1》 
和 (3) 有 
6(Fs+ Ft Ft+t.)— (2F;+ 3F,+4F,+..) 
一 12， 
或 
(6—2)F;+ (6— 3)F;,+ (6—4)F,+ (6~—5)F; 
二 (6 一 6)F, 二 (6 一 7)F7 十 … 一 12， 
左边 至 少 有 一 项 必须 为 正 ， 所 以 数 F,, F;，F，F;s 中 至 少 有 
一 个 为 正 , 这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 . 
现在 证 明 五 色 定理 。 设 M 是 球面 上 总 共 带 有 > 个 区 域 的 
一 个 正规 地 图 .我 们 知道 这 些 区 域 中 至 少 有 一 个 少 于 六 个 边 . 
情形 1。M 包含 一 个 区 域 4, 它 带 有 2, 3 或 4 个 边 . 在 
这 种 情形 ,我 们 去 摔 4 和 其 相 邻 的 一 个 区 域 之 闻 的 边界 (如 果 
4 有 四 个 边 ， 可 以 有 一 个 区 域 绕 过 来 和 4 的 两 个 不 相 邻 的 边 
相 接 . 这 时 ,由 若 当 曲线 定理 可 知 ,与 4 的 其 它 两 个 边 相 接触 
的 区 域 将 是 不 同 的 ， 对 这 种 情形 我 们 将 去 掉 后 面 这 种 区 域 中 
的 一 个 与 4 之 闻 的 边界 )， 这 样 得 到 的 地 图 M "将 是 一 个 带 有 
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2 一 1 个 区 域 的 正规 地 图 。， 如果 M' 能 用 五 种 颜色 适当 地 上 
色 , 则 M 也 能 如 此 .因为 最 多 有 MM 的 四 个 区 域 和 4 相 邻 ,我 们 
总 能 找 出 第 五 种 颜色 来 给 4。 


a 
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情形 2，M 包含 一 个 有 五 个 边 的 区 域 . 考虑 与 4 相 邻 的 
五 个 区 域 ， 称 它们 为 B，C , D, BE, F。 我 们 总 能 在 它们 之 中 
找 出 彼此 不 相 接 的 一 对 ,因为 如 果 比 如 说 互 和 刀 相 接 , 则 C 或 
者 不 能 与 ,或 者 不 能 与 F 相 接 ,因为 任意 一 条 从 C 到 E 或 F 
的 路 程 (图 147) 至 少 一 定 通过 4, B,D 三 个 区 域 之 一 (显然 ， 
这 个 事实 本 质 上 也 依赖 于 那个 对 平面 或 球面 成 立 的 若 当 曲线 
定理 ,例如 在 贺 环 面 上 它 就 不 成 立 )。 因此 我 们 可 以 假设 , 比 
如 说 C 和 不 相 接 .。 我们 去 掉 连接 4 与 C 及 4 与 F 的 边 , 形 


心 


图 147 
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成 一 个 带 有 一 2 个 区 域 的 新 地 图 M', 它 也 是 正规 的 ， 如 果 
这 新 地 图 能 用 五 种 颜色 适当 地 上 色 ， 则 原来 的 地 图 M 也 能 如 
此 ， 因 为 把 边 恢复 之 后 ,C 和 下 的 颜色 相同 , 4 最 多 只 能 同 四 
种 不 同 的 颜色 相 接 , 我 们 总 能 找到 第 五 种 颜色 给 4。 

因此 无 论 是 那 种 情形 ,只 要 M 是 含有 >= 个 区 域 的 正规 地 
图 ， 我 们 就 能 造 出 一 个 新 的 正规 地 图 M'， 它 含有 # 一 1 或 
4 一 2 个 区 域 , 且 使 得 如 果 M' 能 用 五 种 颜色 上 色 的 话 , 对 M 
也 能 这 样 作 。 把 这 个 过 程 再 用 于 M', 如 此 下 去 我 们 得 到 由 MM 
导出 的 一 个 地 图 序列 : 

RM ， M ， M7” 

由 于 这 一 序列 地 图 中 所 含 的 区 域 个 数 不 断 地 减少 ， 我 们 最 终 
必然 得 到 一 个 只 含有 五 个 或 更 少 区 域 的 地 图 ， 这样 的 地 图 总 
能 用 至 多 五 种 颜色 上 色 . 因此 一 步 步 地 回 到 M ,我 们 看 出 M 
本 身 也 能 用 五 种 颜色 上 色 . 证 明 完毕 .注意 这 个 证 明 是 构造 
性 的 ,这 里 它 给 出 了 一 个 虽然 烦琐 但 完全 实际 可 行 的 方法 ,用 
它 可 以 在 有 限 步 又 之 内 对 任意 含有 ”个 区 域 的 地 图 上 色 ， 


2. 多 边 形 的 若 当 曲线 定理 


车 当 曲 线 定理 吓 言 ， 任 一 简单 闭 曲 线 C 把 平面 上 不 属于 
C 的 点 分 为 两 个 不 同 的 区 域 (没有 公共 点 ), 它们 以 C 作为 公 
共 边 界 . 我 们 将 对 C 是 封闭 多 边 形 P 的 情形 , 给 出 这 定理 的 
一 个 证 明 . 

我 们 要 说 明 平 下 上 不 属于 P 了 的 点 可 分 成 4 和 8B 两 类 , 使 
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得 同一 类 的 任意 两 点 能 用 不 与 P 相交 的 折线 相连 ， 而 连接 4 
的 点 与 的 点 的 任 一 通路 必定 和 P 相交 .4 类 的 点 形成 多 边 
形 的 “外 部 ”, 而 B 为 “内 部 ”. 

作为 证 明 的 开始 ,我 们 在 平面 上 选取 一 固定 方向 , 它 和 P 
的 任意 边 都 不 平行 ， 由 于 ?只 有 有 限 多 个 边 , 这 样 的 选择 总 
是 可 能 的 。 现 在 我 们 定义 4 类 和 B 类 如 下 : 

如 果 过 点 沿 这 个 固定 方向 的 射线 和 P 的 交点 有 偶数 个 
0,2,4,6,.…, 则 2 属于 4， 如果 过 点 沿 这 固定 方向 的 射线 
和 P 的 交点 有 麻 数 个 1, 3, 5,…, 则 Pp 属于 B， 

如 果 射 线 交 于 P 了 的 顶点 ， 当 顶点 处 了 的 两 个 边 位 于 射线 
的 同 侧 ,这 样 的 顶点 我 们 不 算 作 交点 ; 若 这 两 个 边 位 于 射线 的 
两 侧 , 则 这 种 顶点 算 作 交 点 .两 个 点 如 和 4， 如果 它们 属于 同 
一 类 , 4 或 8, 称 它们 有 相同 的 “奇偶 性 ”。 


图 148 计算 交点 的 个 数 


首先 我 们 注意 ,任意 一 个 与 没有 交点 的 直线 段 , 它 上 面 
的 所 有 点 都 有 相同 的 “奇偶 性 ”。 因为 沿 着 这 样 的 线段 而 运动 
的 点 的 “奇偶 性 ”, 只 有 当 经 过 而 与 该 固定 方向 同 向 的 射 
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线 通过 P 的 一 个 顶点 时 才 会 有 变化 ,然而 按 上 面 的 规定 ,不 论 
是 哪 一 种 情况 ， 它 的 “奇偶 性 ”实际 上 都 不 会 有 变化 ， 由 此 可 
知 ,如 果 用 拆 线 把 4 的 任 一 点 p, 和 B 的 一 点 p; 连 接 起 来 , 则 这 
条 通路 必定 和 相交 。 因 为 不 然 的 话 ,这 条 通路 上 的 所 有 点 ， 
特别 是 p, 和 zp,, 将 有 相同 的 “奇偶 性 ”进一步 我 们 能 说 明 , 同 
一 类 (4 或 8) 的 任意 两 点 能 用 一 条 不 与 P 相交 的 折线 连接 起 
来 ,把 这 两 点 记 为 和 4, 如 果 连 接 p 和 4 的 直线 段 pg 不 和 
P 相交 , 它 就 是 所 要 求 的 通路 . 如 果 它 和 P 相交 , 设 p' 是 这 
线段 和 P 的 第 一 个 交点 , 而 4 是 最 后 一 个 交点 (图 149)。 作 
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一 条 通路 以 2 为 起 点 沿 着 线段 pp' 而 行 ， 然 后 恰 在 p' 之 前 转 
向 而 沿 着 P 走 ， 直 到 P 回 到 pg 的 9 上 .如 果 我 们 能 证 明 这 
条 通路 在 4 和 4 之 间 与 pq 相交 ,而 不 是 在 p' 和 4' 之 间 和 pgq 
相交 ， 那 末 这 条 通路 可 以 沿 着 qq 延长 到 4 而 不 和 P 相交 . 
显然 ,任意 两 个 彼此 充分 接近 ,然而 位 于 也 的 某 个 线段 两 侧 的 
点 + 和 5， 必定 有 不 同 的 “奇偶 性 ”， 因 为 过 7 的 射线 将 比 过 
5 的 射线 多 一 个 与 P 的 交点 。 因此 我 们 看 到 当 沿 着 线段 paq 
横 过 4 点 时 ,“ 奇 偶 性 ”是 有 变化 的 。 又 因为 ? 和 4 (从 而 虚 
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线 通 路 上 的 每 一 个 点 ) 有 相同 的 "奇偶 性 ”, 由 此 可 知 虚 线 遵 路 
在 9 和 4 之 闻 和 pg 相交 ， 

这 就 完成 了 对 多 边 形 P 的 若 当 曲线 定理 的 证 明 . 现在 P 
的 “外 部 ”可 以 和 4 类 等 同 起 来 ， 因 为 如 果 我 们 沿 着 任 一 射线 
朝 着 上 述 固定 方向 而 行 ,我 们 将 达到 这 样 一 点 ,这 个 点 之 外 再 
没有 与 已 的 交点 了 ,从 而 所 有 这 样 的 点 的 “奇偶 性 ?是 0, 因此 
属于 4， 这样 一 来 , 剩 下 的 了 的 “内 部 ”就 与 互 等 同 了 .不 论 这 
简单 闭 多 边 形 P 如 何 扭转 ,只 要 画 一 射线 ,然后 数 一 下 它 与 
的 交点 个 数 ， 我 们 总 能 确定 平面 上 一 给 定点 究竟 是 属于 了 P 
的 内 部 还 是 外 部 ,如 果 交 点 个 数 是 奇数 的 话 , 则 点 ?在 P 的 内 
部 , 倘若 不 在 其 一 处 穿 过 P 它 是 跑 不 出 来 的 ， 如 果 个 数 是 偶 
数 , 则 点 在 ?的 外 部 ( 试 就 图 128 验证 这 一 点 )， 

* 也 可 以 用 下 述 方式 对 多 边 形 证 明 若 当 曲 线 定理 : ”我 们 用 不 通过 
点 加 的 任意 闭 曲线 C 来 定义 点 加 的 阶 ,这 是 指 , 连 接 名 和 这 曲线 上 一 
动 点 加 当 z 在 曲线 上 走 一 回 时 ,箭头 pop 旋转 的 整 圈 数 ， 设 

4 = 不 在 P 上 ,对 P 了 是 偶数 阶 的 所 有 点 如 ， 

B= 不 在 P 上 ,对 P 是 奇数 阶 的 所 有 点 如 。 
则 这 样 定义 的 4 和 8 相应 地 形成 P 的 外 部 和 和 内部。 作为 一 个 练习 , 请 
详细 证 明之 。 


”3. 代数 基本 定理 


“代数 基本 定理 ?是 说 ,如 果 
fz) 一 zi 十 an 十 ar-az2 2 十 于 aoz 十 oo (1) 
其 中 4 宇 1, 且 a1， Qn-23"" "3 00 为 任意 复数 ， 则 存在 一 个 复 
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数 a, 使 (a) 一 0。 换 名 话说 ,在 复数 域 中 每 一 个 多 项 式 有 一 
个 根 [在 第 140 页 ,我 们 从 这 个 结论 得 出 扩 z) 能 分 解 成 个 线 
性 因子 : 


1(2) 一 (zs 一 ac)(z 一 os 一 on)， 

其 中 my o…，o 是 f(z) 的 零点 ]， 引 人 注目 的 是 , 利用 证 
明 布 劳 沃 不 动 点 定理 时 所 用 过 的 有 关 拓 扑 特 狂 ， 能 够 证 明 这 
个 定理 . 

读者 回顾 一 下 , 复数 就 是 符号 x 十 yy， 这 里 * 和 7 是 实 
数 ,而 i 具有 性 质 产 一 一 1. 复数 * 十 妈 可 以 用 平面 上 的 点 
来 表示 ， 它 关于 直角 坐标 轴 的 坐标 是 x 和 y。 如 果 我 们 在 这 
平面 上 引进 极 坐标 ， 取 原点 和 > 轴 的 正方 向 为 相应 的 顶点 和 
极 轴 , 我 们 可 以 写 出 

z=x+yi=r(cos0 +isin0), 
其 中 + 二 Vw 十 思 。 从 楼 莫 弗 公式 得 知 
z2 = 1?(cosn0 + isinn0), 

( 见 第 133 页 .) 因此 , 如 果 我 们 让 = 描 出 以 原点 为 中 心 、? 为 
半径 的 一 个 贺 ， 则 当 > 沿 着 圆周 运行 一 圈 时 ，z” 将 沿 着 半径 
为 r" 的 贺 运 行 整 + 周 . 我 们 再 回顾 一 下 ，z 的 模 +《 记 为 
1z|) 给 出 了 2z 到 0 的 距离 ,而 且 如 果 z 二 x 十 yz, 则 1x 一 
z'| 是 z 和 w' 之 闻 的 距离 。 有 了 这 些 准备 之 后 ,我 们 可 以 着 手 
证 明 这 个 定理 了 ， 

我 们 假设 多 项 式 (1) 没 有 根 ,从 而 对 任意 复数 z, 有 

f(z) < 0, 

在 这 假设 的 基础 上 , 如 果 现 在 令 z 在 x,y 平 面 上 任意 描 出 一 
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图 150 代数 基本 定理 的 证 明 
条 闭 曲线 , 则 j(x) 将 描 出 一 条 闭 曲 线 T, 它 决 不 会 经 过 原点 (图 


150)。 因此 我 们 可 以 对 任意 闭 曲 线 C 定义 原点 0 关于 函数 

f(z) 的 阶 数 , 就 是 说 , 当 z 沿 着 C 运行 一 周 时 ,连接 0 点 和 ( 作 

为 f(z) 的 轨迹 的 ) 曲线 了 上 的 点 作成 的 箭头 转 过 的 图 数 .我 

们 取 以 0 为 中 心 ，z 为 半径 的 贺 作 为 曲线 C ， 并 且 定 义 函 数 
9(9 为 0 关于 f(z) 的 阶 数 ， 它 是 对 以 0 为 圆心 , z 为 半径 的 

这 个 圆 而 言 的 ， 显然 p(0) 一 0， 因为 半径 为 0 的 圆 是 一 个 

点 , 而 且 曲 线 工 娆 化 为 点 信 0) 0。 在 下 一 小 段 中 我 们 将 表 

明 g(z) = z 对 充分 大 的 + 成立， 但 是 阶 数 p(z) 连续 地 依赖 

于 1, 因 为 f(z) 是 x 的 连续 函数 .于 是 我 们 导出 一 个 矛盾 , 因 

为 函数 p(z) 只 能 取 整 数值 , 它 不 能 连续 地 从 O 过渡 到 >。 

以 下 只 须 说 明 对 充分 大 的 上 有 ep(o 一 x。 我 们 考察 一 
个 半径 |z| 一 :的 圆 ,: 取得 足够 大 使 得 
1>>1 且 2z>j|o 十 lc 士 … 十 |c-|， 
则 我 们 有 不 等 式 
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[|f(2) 一 好 | = Tass ! 十 …* 十 aol 
1aosl|z" 十 az 十 
* laol 


"(las-dl 十 .十 ll) 


并 


rlonl ft asl + "+ 1al) 
<*r= |2"|, 
由 于 左 端 的 表达 式 是 z 和 f(z) 两 个 点 之 间 的 距离 , 而 右 端 
最 后 一 个 表达 式 是 a? 到 原点 的 距离 。 我 们 看 到 只 要 x 在 以 
原点 为 中 心 , # 为 半径 的 贺 上 , 连接 f(z) 和 zs 两 点 的 直线 段 
就 不 可 能 通过 原点 ， 于 是 我 们 可 以 把 1(zx) 所 描述 的 曲线 连续 
地 变形 为 zs” 所 描述 的 曲线 而 不 经 过 原点 ， 这 只 要 把 每 个 点 
f(z) 沿 着 连接 它 和 z? 的 线段 压缩 就 行 了 。 由 于 原点 的 阶 数 
是 连续 变化 的 ,并 且 假 定 在 这 变形 中 只 能 取 整 数值 ,因此 对 这 
两 条 曲线 来 说 , 阶 数 必须 相等 .由 于 zs” 的 阶 数 为 z, 所 以 f(z) 
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第 六 章 函数 和 极限 


所 
HU 


近代 数学 的 主体 , 主要 围绕 着 函数 和 极限 的 概念 。 这 一 

章 我 们 将 系统 地 分 析 这 些 概 念 ， 像 
x 十 2x 一 3 
这 样 一 个 式 子 ,在 * 的 值 未 给 定 以 前 , 它 没有 确定 的 数值 ， 我 
. 们 把 这 个 式 子 的 值 称 为 * 的 值 的 函数 ,并 写 为 
x 十 2x 一 3 一 f(x), 

例如 , 当 x 一 2 时 ,有 2 十 2X2 一 3 一 5, 也 就 是 人 2) 一 5. 
同样 ,直接 把 任意 的 整数 ,分 数 , 无 理 数 其 至 复数 代入 x, 我 们 
可 以 求 出 相应 的 f(x) 的 值 。 

小 于 # 的 素数 的 个 数 是 整数 7 的 一 个 函数 x(n)， 虽 然 、 
我 们 不 知道 计算 x(w) 的 代数 式 ,但 当 w 的 值 给 定时 , x(x) 的 
值 随 着 就 确定 下 来 。 三 角形 的 面积 是 它 三 边 长 度 的 函数 ; 这 
个 面积 随 着 边 长 的 变动 而 变动 ,但 当 这 些 边 长 固定 下 来 以 后 ， 
它 的 值 就 是 完全 确定 的 .一 个 平面 如 果 经 过 一 个 射影 或 拓扑 
变换 ,那么 平面 上 一 个 点 变换 后 的 坐标 ,依赖 于 这 个 点 原来 的 
坐标 , 也 就 是 该 点 原来 坐标 的 函数 。 只 要 若干 个 量 之 间 有 一 
定 的 物理 关系 , 就 会 出 现 函 数 的 概念 。 封闭 在 汽缸 中 的 气体 
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的 体积 , 是 活塞 上 的 压强 及 温度 的 函数 。 气球 上 所 观测 到 的 
大 气压 强 是 海拔 高 度 的 函数 。 所 有 的 周期 现象 一 一 潮汐 的 运 
动 , 骇 的 振动 ,从 炽热 灯丝 发 射出 的 光波 一 一 都 可 以 借助 于 简 
单 的 三 角 函 数 sinx 和 cosx 来 表示 。 

在 菜 布 尼 兹 (1646 一 1716)〈 他 最 先 使 用 函数 这 个 词 ) 以 
及 十 八 世纪 的 许多 数学 家 看 来 ， 函 数 关 系 的 概念 多 少 是 指 存 
在 着 表示 这 些 关系 的 正确 性 质 的 数学 式 子 。 对 于 数学 及 物理 
上 的 需要 来 说 , 这 种 观念 已 证 明 是 太 狭 牵 了 . 经 过 了 一 个 漫 
长 的 了 时期， 函数 概念 以 及 和 它 密切 相关 的 极限 概念 才 得 以 朋 
确 和 一 般 化 。 在 这 一 章 里 ,我 们 将 对 此 加 以 说 明 。 


81 变量 和 函数 
1 定义 和 例子 


数学 对 象 ， 常 常 是 由 对 象 组 成 的 整个 集合 5 中 任意 选取 
的 。 我们 称 这 样 的 对 象 为 变 域 或 定义 域 S 内 的 一 个 变量 . 习 
惯 上 ,用 英文 字母 表 中 后 面 一 部 分 字母 表示 变量 这样 ,如 果 
S 表示 所 有 整数 组 成 的 集 ， 则 变 域 S 内 的 变量 XxX 表示 任意 一 
个 整数 。 我们 说 ， 变量 X 在 集 $ 上 变动 ~， 其 意思 是 可 以 用 
符号 和 表示 集 $ 中 的 任意 一 个 元 素 。 当 我 们 需要 和 令 述 一 个 有 
关 整 个 集中 任意 选取 的 对 象 的 事实 的 时 候 ， 利 用 变量 是 很 方 
便 的 。 例 如， 如 果 8 是 指 整 数 集 ， 而 X 和 Y 都 是 变 域 S 内 的 
变量 ,那么 ,用 符号 
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X 十 了 一 了 十 怠 
就 很 方便 地 表示 出 任意 两 个 整数 的 和 与 它们 的 次 序 无 关 这 一 
事实 。 和 常量 的 等 式 
2 十 3 一 3 十 2 
只 表示 了 一 个 特殊 情形 ， 而 要 表示 对 于 任意 的 一 对 数 都 成 立 
的 一 般 法 则 ,就 需要 有 变量 意义 的 符号 。 
一 个 变量 和 的 变 域 8 并 不 要 求 必须 是 数 集 。 例如 , S 可 
以 是 平面 上 所 有 由 圆 组 成 的 集 ， 这 时 表示 任意 一 个 贺 。 5 
也 可 以 表示 平面 上 所 有 的 闭 多 边 形 组 成 的 集 ，X 就 是 任意 一 
个 多 边 形 。 也 不 要 求 变 量 的 变 域 一 定 要 有 无 限 多 个 元 素 。 例 
如 ,天 可 以 表示 基 城 市 一 定时 期 内 居民 5 中 的 任意 一 员 ; 或 X 
可 以 表示 整数 被 5 除 后 可 能 出 现 的 任意 一 个 余数 ， 在 这 种 情 
形 , 变 域 S 由 五 个 数 0, 1, 2, 3, 4 组 成 。 
变量 的 变 域 8 为 实数 轴 上 的 一 个 区 间 (a 二 x 二 5) 是 数 
值 变量 的 最 重要 的 情形 。 在 这 种 情形 时 , 习惯 上 变量 用 小 写 
字母 * 表示 , 这 时 我 们 称 * 是 区 间 内 的 连续 变量 连续 变量 
变动 的 范围 可 以 扩展 到 无 穷 。 例如 ，s 可 以 是 所 有 的 正 实数 
集 x > 0,; 或 者 甚至 是 全 部 实数 集 。 类 似 地 ,我 们 可 以 认为 X 
的 值 是 平面 上 的 点 或 平面 上 某 个 给 定 区 域内 的 点 ， 如 一 个 和 矩 
形 或 贺 内 的 点 。 由 于 对 固定 的 一 对 坐标 轴 , 平面 上 的 点 可 由 
它 的 两 个 坐标 *，》 确定 ,所 以 在 这 种 情形 我 们 通常 说 有 一 对 
连续 变量 x 和 y. 
可 能 有 这 样 的 情形 ， 对 于 变量 X 的 任意 一 个 值 ， 都 在 在 
男 一 个 变量 品 的 确定 的 值 与 它 相 联系 ， 这 时 口 就 称 作 X 的 函 
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数 .U 和 X 的 这 个 联系 方式 可 以 用 一 个 如 
- U= F(X) 
的 符号 表示 ,如 果 和 的 变动 范围 是 集 S, 那么 变量 U 的 变动 范 
围 将 是 另 一 个 集 T。 例如 , 如 果 s 是 平面 内 所 有 三 角形 和 的 
集 , 那 么 由 每 个 三 角形 X 对 应 其 周 长 U, 就 可 以 定义 三 角形 X 
的 一 个 函数 ，U 一 F(X); 这 时 了 是 整个 正 数 集 。 这 里 ,我 们 
注意 到 两 个 不 同 的 三 角形 X, 和 X; 可 以 周 长 相 等 ,也 就 是 虽然 
Xi 关 Xs 但 等 式 F(X,) 一 FCX,) 可 能 成 立 ， 一 个 使 平面 5 变 
为 另 一 个 平面 并 的 射影 变换 ， 对 于 5 内 每 一 个 点 X， 了 内 都 
有 唯一 的 点 吕 按 一 定 的 规律 和 它 对 应 ， 这 个 规律 我 们 可 以 用 
函数 符号 U 一 F(X) 来 表示 。 在 这 种 情形 ,只 要 X, 闪 X;, 就 有 
F(X,) < F(X,)。 这 时 我 们 说 5 到 TT 上 的 映射 是 一 一 对 应 的 
( 见 第 110 页 ). 
.连续 变量 的 函数 常用 代数 式 来 定义 ， 例 如 ,函数 


在 第 一 个 式 子 和 最 后 一 个 式 子 中 ，z 的 变化 范围 可 以 是 整个 
实数 集 ;而 在 第 二 个 式 子 ,* 的 变化 范围 可 以 是 除 0 以 外 的 整 
个 实数 集 一 一 0 被 去 掉 是 因为 1/0 不 是 一 个 数 。 

2 的 素数 因子 的 个 数 B(x) 是 2 的 函数 , 这 里 = 的 变化 
范围 是 全 部 自然 数 ， 更 一 般 地 说 ,任意 一 个 数列 clyazyas，…， 
可 以 认为 是 函数 x 一 F(2) 的 值 的 集合 ， 这 里 自 变量 > 的 变 
域 是 自然 数 集 。 只 是 为 了 简洁 ， 我 们 把 数列 的 第 ”项 写作 
as， 而 不 用 比较 明确 的 函数 记号 F(x), 第 一 章 讨论 过 的 式 子 
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SP 一 [十 2 十 … :十 邯 一 一 - 
az 十 1)(2?22 十 1 
3 

6 


n(n+1) 
4 


SC2) 一 卫士 2 十 十 到 一 


So) 一 下 十 2 十 .十 妈 一 


都 是 整数 的 函数 . 

如 果 7 = F(X)， 则 我 们 常 称 X 为 自 变 量 ,而 U 称 为 因 
变量 ,因为 它 的 值 依赖 于 X 所 取 的 值 . 

有 时 也 可 能 对 于 所 有 的 x 的 值 ,U 都 取 同 一 个 值 ,这 时 集 
合 了 就 只 由 一 个 元 素 组 成 。 对 这 种 特殊 情形 , 函数 的 值 实 
际 没有 变化 ， 也 就 是 说 , 也 是 常数 ， 一 般 的 函数 概念 将 包括 
这 种 特殊 情形 ,虽然 对 初学 者 来 说 ,这 似乎 是 奇怪 的 ; 在 他 们 
心 且 中 ,自然 地 会 强调 当 和 变化 时 忌 是 跟着 变化 的 ， 但 是 ,把 
常数 看 作 是 变量 (其 “变动 范围 只 由 一 个 元 素 组 成 ) 的 特殊 情 
形 并 没什么 坏处 ,而 且 事实 上 将 是 有 用 的 。 

不 仅 在 纯 数学 上 ,而 且 在 实际 应 用 中 ,函数 概念 都 是 非常 
重要 的 。 物理 规律 不 是 别 的 , 只 是 这 样 一 些 命题 , 这 些 命题 
说 明了 了 某 些 量 中 有 一些 变动 时 ， 其 它 一 些 量 如 何 跟着 变动 。 
例如 , 弦 的 音调 的 高 低 依赖 于 弦 的 长 度 、 重 量 和 张力 , 大 气压 
强 依赖 于 高 度 , 枪弹 的 能 量 依赖 于 它 的 质量 和 速度 。 物理 学 
家 的 任务 就 是 精确 或 近似 地 确定 这 些 函数 关系 . 

函数 概念 可 以 给 运动 以 确切 的 数学 描述 ， 如 果 一 个 运动 
的 质点 集中 在 空间 一 点 ， 其 坐标 是 +，y, z, 并 且 用 * 表示 时 
间 ， 那 么 ， 质 点 的 运动 完全 由 作为 时 间 * 的 函数 的 它 的 坐标 
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“，?，z 来 描述 ， 

x=f0), y= £0), z= h(), 
这 样 ， 如 果 一 个 质点 只 在 重力 的 作用 下 ， 沿 垂直 的 = 轴 自 由 
下 落 , 那 么 


这 里 , g 是 重力 加 速度 。 如 果 质 点 在 *, y- 平 面 内 的 一 个 单位 
圆 上 匀速 转动 ,这 个 运动 就 可 用 函数 
和 一 coswt, y= sinwt 

描述 ,这 里 中 是 常数 , 即 所 谓 的 运动 的 角速度 . 

数学 上 的 函数 ,只 不 过 是 变量 之 间 相互 依赖 的 一 个 规律 . 
函数 不 意味 着 变量 之 间 存 在 着 任何 “因果 ”关系 。 虽 然 在 普通 
的 语言 中 “函数 ”一 词 往往 带 有 后 者 的 含义 ， 但 我 们 将 避免 一 
切 这 类 哲学 解释 例如 ,对 在 常温 下 一 个 封闭 容器 内 的 气体 ， 
波 义 耳 定 律 叙 述 为 压强 p 和 体积 2 的 乘积 是 一 个 常数 。 (这 
个 值 和 温度 有 关 ): 


bz 一 c。 
用 这 个 关系 可 把 bp 或 v 解 出 来 . 使 ?和 vw 中 的 任何 一 个 可 看 
作 是 另 一 个 变量 的 函数 ,如 


C C 
Pp 一 一 或 “my: 


这 里 并 不 含有 体积 的 变化 是 压强 变化 的 “原因 ”的 意思 ,正如 
不 含有 压强 变化 是 体积 变化 的 “原因 ”的 意思 一样。 函数 只 是 
数学 家 所 关心 的 两 个 变量 间 联 系 的 方式 ， 
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有 时 候 , 数学 家 和 物理 党 家 对 通 数 概念 强调 的 地 方 是 有 所 不 同 的 . 
前 者 通常 强调 的 是 对 应 规律 , 即 应 用 在 自 变量 * 上 ,就 得 到 因 变 量 “ 的 
数学 运算 。 就 这 个 意思 来 说 , 扩 ) 是 一 个 数学 运算 的 符号 ; 值 * 一 1(*) 
是 把 运算 K( ) 应 用 于 * 的 结果 。 另 一 方面 ,物理 学 家 通常 更 感 兴趣 的 ， 
是 量 4 而 不 是 (通过 * 能) 计算 出 * 的 值 的 任何 数学 程序 。 例 如 ,空气 
对 运动 物体 的 阻力 * 和 速度 vw 有关, 并 且 可 以 通过 实验 求 出 来 , 而 不 管 
是 否 有 一 个 已 知 的 可 以 计算 的 明显 的 数学 公式 « = 1(v)。 物 理学 家 最 
感 兴趣 的 是 实际 的 阻力 而 不 是 任何 具体 的 数学 公式 ， 除非 研究 这 样 的 
公式 能 够 有 助 于 分 析 量 4 的 性 质 。 当 人 们 把 数学 用 到 物理 或 工程 上 的 
时 候 , 通 常 就 是 采用 这 种 态度 的 。 在 用 函数 作 更 高 等 的 计算 时 , 有 时 只 
有 搞 清楚 人 们 究竟 指 的 是 由 x 得 到 量 * = fx) 的 运算 八 ), 还 是 量 “ 
本 身 , 才 可 以 避免 混乱 . 因为 量 * 本身 还 可 以 被 认为 是 用 别 的 方式 而 依 
赖 于 其 它 的 变量 *。 例 如 , 圆 的 面积 可 以 由 函数 * = 1(*) = rz" 给 定 ， 
这 里 * 是 半径 ,但 也 可 以 由 函数 


# 一 8(z) 一 三 
给 定 , 这 里 * 是 圆周 长 . 
也 许 一 元 数学 函数 中 最 简单 的 类 型 就 是 多 项 式 了 ， 其 形 


&U 一 jz) 一 ao 十 ax 十 az 十 … 十 aoxz" 


1 1 2x 十 1 


UW= = 一 


si x 十 3x 十 5” 
它们 是 多 项 式 的 比 。 再 就 是 三 角 函 数 cosz, sinx ,和 


. 
COsx 


定义 它们 的 最 好 方式 是 利用 上, 9- 平面 的 单位 圆 , 其 中 
音 士 下 一 1。 
如 果 点 P(E ,9 ) 在 单位 圆周 上 运动 ， 并 且 * 是 从 正 5- 轴 旋转 
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到 和 OP 重合 时 的 方向 角 , 那么 cosx 和 sinx 就 是 了 后 的 从 


标 : cosx 二 8, sinx 一 9。 
2. 角 的 弧度 制 


为 了 各 种 实际 上 的 需要 ， 角 的 度量 单位 是 把 直角 分 为 许 
多 相等 部 分 而 得 到 的 。 如 果 分 成 的 份 数 为 90, 那么 单位 就 是 
熟知 的 “ 度 ”。 分 为 100 份 , 似 乎 应 当 更 适合 于 我 们 的 十 进 制 ， 
但 是 仍旧 代表 的 是 同一 个 度量 原则 .对 于 理论 上 的 目的 来 说 ， 
最 好 是 应 用 一 个 本 质 上 不 同 的 方法 来 刻 划 角 的 大 小 ， 这 就 是 
所 谓 的 弧度 制 。 有 关 角 的 三 角 函 数 的 许多 重要 公式 , 在 弧度 
制 中 , 比 用 度 的 形式 简单 得 多 。 
: 为 了 求 一 个 角 的 弧度 ， 我 们 以 角 的 顶点 为 圆心 作 一 个 半 
径 为 1 的 贺 。 一 个 角 在 圆周 上 切割 出 一 段 弧 *， 我 们 就 定义 
这 有 段 弧 的 长 度 作为 该 角 的 弧度 。 因为 半径 为 1 的 圆周 长 是 
2x, 所 以 周 角 360° 就 有 2zx 弧度 。 由 此 可 见 若 * 表示 一 个 角 
的 弧度 ,而 y 是 角 的 度数 ,那么 x 和 ? 之 间 的 关系 是 


或 zy 一 180x, 
-是 90° 角 (》 一 90) 的 弧度 是 


180 27 
等 等 ， 另 一 方面 , 1 弧度 的 角 (弧度 x 一 1 的 角 ) 表示 它 所 切 
割 的 弧 等 于 圆 的 半径 ,这 个 角 的 度数 是 
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度 ， 为 了 得 到 角 的 度数 y， 我 们 必须 用 因子 180/x 乘 以 角 的 
弧度 x。 

一 个 角 的 弧度 * 也 等 于 该 角 切 割 单位 圆 所 得 到 扇形 面积 
4 的 两 售 ， 因 为 这 个 面积 和 整个 贺 面 积 的 比 等 于 相应 的 缴 长 
与 整个 周 长 的 比 : */2x 一 4/x， x 一 24. 

为 避免 混淆 ,今后 角 * 就 是 指 角 的 弧度 是 x, 而 一 个 度数 
是 * 的 角 将 写 为 z， 

在 解析 运算 中 ,弧度 制 是 很 方便 的 ,这 一 点 以 后 会 变 得 很 
清楚 .但 是 ,在 实用 中 ,弧度 制 又 颇 为 不 便 ,因为 < 是 无 理 数 ， 
所 以 如 果 我 们 在 圆周 上 把 单位 角 , 即 1 弧度 的 角 , 一 次 一 次 地 
标 出 来 它 决 不 会 回 到 圆 上 原来 的 点 ， 而 在 建立 普通 的 角度 制 
时 就 是 让 它 在 1 度 继 续 标 出 360 次 后 或 90。 继续 标 出 四 次 
后 ,能 回 到 原来 的 位 置 。 


3. 函数 的 图 象 ” 反 函数 


涵 数 的 性 态 , 常 可 用 几何 图 象 清楚 地 显示 出 来 .如 果 x、u 
是 关于 平面 上 直角 坐标 系 的 坐标 ,那么 线性 函数 
2U 一 ax 十 
可 以 由 直线 表示 ;二 次 函数 
= ax’ trite 
可 以 由 抛物 线 表示 ;函数 
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图 152 w=tgx 


1 
&U 一 一 
x 


由 双 曲 线 表示 ; 等 等 ， 由 定义 可 知 ,任何 函数 4 ~ f(x) 的 图 
象 ,是 由 平面 内 其 坐标 *, 满足 关系 * 一 f(x) 的 所 有 的 点 组 
成 的 ， 函 数 sin*,cosx, 馈 + 表 示 成 图 151 和 图 152 中 的 曲线 。 
这 些 图 象 能 很 清楚 的 显示 出 ， 当 * 变化 时 函数 值 是 如 何 增加 
和 减少 的 . 

下 面 是 引入 新 函数 的 一 个 重要 方法 。 由 一 个 已 知 函 数 
F(X) 开始 ,我 们 对 于 X 可 以 试 解 方 程 U 一 FCX), 使 多 作为 
0 的 一 个 函数 出 现 : 
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X= G(U). 
这 时 G(Z) 称 为 函数 F(X) 的 反 函 数 。 只 有 函数 U 一 F(X) 
定义 了 一 个 由 xX 的 变 域 到 的 变 域 上 的 一 一 对 应 ， 也 就 是 由 
不 等 式 X, 和 < X,, 总 可 得 到 不 等 式 F(x) 和 < F(xs) 的 情形 ,由 
这 个 过 程 导出 的 结果 才 是 唯一 的 ， 因 为 只 有 这 时 每 个 口才 对 
应 唯一 确定 的 x。 以 前 举 过 的 X 表 示 平 面 上 任 一 个 三 角形 而 
U 一 F(X) 是 它 的 周 长 的 例子 ,在 这 里 很 能 说 明 问题 。 显 然 ， 
从 三 角形 的 集 8 到 正 实数 集 7 的 映射 不 是 一 一 的 ， 因 为 可 以 
有 无 穷 多 个 不 同 的 三 角形 ,它们 的 周 长 相 等 。 因 此 ,在 这 种 情 
形 下 ,由 关系 式 UV 一 F(X) 不 能 确定 一 个 唯一 的 反 函 数 。 另 
一 方面 ,函数 m 一 24, 其 中 的 变动 范围 是 整数 集 5, m 的 范 
围 是 偶数 集 7， 在 两 个 集 之 间 是 一 一 对 应 的 ， 所 以 反 函 数 
n 一 m/2 是 唯一 确定 的 。 函 数 

4 一 x 
是 另 一 个 一 一 对 应 的 例子 。 当 * 在 整个 实数 集 上 变动 时 , x 
也 同样 地 在 整个 实数 集 上 变动 , 取 每 个 值 一 次 且 仅 一 次 。 这 
唯一 确定 的 反 函 数 是 
Po 
在 函数 x = x? 的 情形 , 不 能 唯一 
的 决定 一 个 反 函 数 。 因 为 
U—x=(—x)’, 

x 的 每 一 个 正 值 有 两 个 原 象 ,但 
是 ， 按 习惯 ， 我 们 定义 符号 V * 
图 153 w 一 大 是 指 « 的 正平 方 根 ， 所 以 只 要 我 
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”人们 限定 x 和 * 都 是 正 值 ,那么 反 函 数 

su 
存在 . 
对 于 一 元 函数 x = f(x), 只 要 由 它 的 图 象 , 就 可 一 望 而 
知 其 唯一 的 反 函 数 是 否 存在 。 只 有 当 x 的 每 一 个 值 仅 和 x 的 
一 个 值 对 应 时 ， 反 函数 才 是 唯一 确定 的 。 从 图 象 上 来 说 , 这 
就 是 平行 于 x- 轴 的 直线 与 图 象 最 多 只 交 于 一 点 。 如 果 函 数 
zx 一 f(x) 是 单调 的 ，( 即 当 * 增加 时 , 函数 值 一 直 增 加 或 者 一 
直 减 少 ), 那 么 就 一 定 是 这 种 情形 。 例 如, 如果 w 一 f(x) 递增 ， 
那么 对 于 和 < 和 总 及 一 x) 二 坟 一 x;))， 因此 ,对 于 
已 知 的 zx 值 ,至 多 有 一 个 * 值 使 x 一 f(x) ,这 时 反 函数 是 唯一 
确定 的 。 原 来 图 象 绕 虚 线 旋转 180° (图 154), 正好 得 到 反 函 
数 x 一 g(w) 的 图 象 ,这 时 * 轴 和 轴 的 位 置 互 换 ， 图 象 的 新 
位 置 就 把 * 描画 为 的 函数 。 在 图 象 的 原来 位 置 上 ， 图 中 
x 看 成 是 水 平 +- 轴 以 上 的 高 度 , 而 旋转 以 后 的 图 象 , 图 中 * 
看 成 是 水 平 的 w- 轴 以 上 的 高 度 。 


图 154 反 函 数 
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上 一 段 的 讨论 ,可 以 用 函数 
uu=— tgx 
的 情况 作 说 明 。 这 个 函数 当 一 x/2 < * 二 x/2? 时 是 单调 的 
(图 152)。 当 * 增加 时 ,了 的 值 从 一 co 一 直 增加 到 十 oo ,因此 
反 函 数 


r= g(U) 


+ 


图 155 xx 一 arc tgu 
对 所 有 的 x 值 有 定义 。 这 个 函数 记 为 tg "!xu 或 arctgx。 例 
如 arctg(1) 一 z/4， 因 为 gx/4 二 1， 它 的 图 象 如 图 155 所 


示 。 


4 复合 函数 


建立 新 函数 的 第 二 个 重要 方法 是 由 两 个 或 更 多 个 已 知 
函数 进行 复合 。 例 如 , 函数 
u= f(s) — VIte 
是 从 两 个 比较 简单 的 函数 
et 一 1 十 zu 一 AD) 一 Vz 


“复合 ”而 成 的 ,并 可 以 写成 
zx 一 jx) — hl(g[x*]), 


同样 ， 
1 一 和 
是 由 三 个 函数 
2 一 gx) 一 1 一 2， o 一 1] 一 Vz， 
u = Rk(w) 一 过 
w 
复合 成 的 ,因此 
u = f(x) = ka[g(x) 1). 
函数 

2 = f(x*) = sin 二 

是 由 两 个 函数 


3 一 8(xz) 一 二 ， # 一 4A(z) = sing 
复合 成 的 ， 函 数 大 *) 在 * = 0 处 没有 定义 ,因为 一 0 时 ,表达 式 二 
没有 意义 。 由 正弦 函数 出 发 ， 可 以 得 到 这 个 值得 注意 的 函数 的 图 象 。 
我 们 知道 ， 当 x = kr 时 (其 中 是 任意 的 正 或 负 整 数 )， sinz = 0, 面 
且 当 上 是 任意 获 数 时 
1 当 z 一 (4A 十 D3， 
一 1 当 * 二 ( 锥 一 1) 了 。 
因此 
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0 当 + 一 应 ， 
一 z=. 2 
sin 一 一 1 当 CR 
i 
-1 妆 (CAR— 1 
如 果 我 们 依次 令 


k=1,2,3,4,.., 
则 由 于 这 些 分 数 的 分 母 无 限 增 大 ,使 得 函数 s sin( ) 取信 1， 一 1, 0 的 


那些 *， 将 越 来 越 接近 并 聚集 于 点 ” = 0. 在 任意 一 个 这 样 的 点 与 原点 
之 间 , 函 数 仍 将 振动 无 穷 多 次 。 这 函 数 的 图 象 如 网 156 所 示 。 


图 156 x = sin 二 
x 


5. 连续 性 


前 面 讲 过 的 函数 图 象 使 我 们 对 连续 性 有 了 一 个 直观 观 
念 。 等 到 极限 概念 建立 在 严格 的 基础 上 之 后 ,我 们 还 将 在 $4 
对 连续 性 概念 作 精 确 的 分 析 。 粗略 地 说 , 如 果 函 数 的 图 象 是 
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不 断 开 的 曲线 ， 我 们 就 说 这 个 函数 是 连续 的 〈 见 第 401 页 )。 
给 定 一 个 函数 x = f(x) ,可 以 通过 下 面 的 方法 试验 它 是 否 连 
续 ,对 任意 特定 的 值 m%, 令 自 变 量 * 连续 的 从 右边 和 从 左边 向 
它 趋 近 ， 那 么 除非 函数 x 一 f(x) 在 六 的 邻 域 是 常数 ， 则 
z 一 f(x) 的 值 将 是 变化 的 ， 当 * 无 论 是 从 左边 还 是 从 右边 趋 
于 x, 时 ,如 果 f(x) 都 趋 近 函数 在 特定 点 * 一 x 的 值 信 x,), 并 
且 以 它 为 极限 , 则 说 函数 (x) 在 xi 处 连续 如果 在 某 个 区 闻 
内 的 每 一 点 * 都 是 这 样 ,那么 就 说 函数 在 这 区 间 连 续 , 

虽然 不 断裂 的 图 象 表示 的 每 一 个 函数 都 是 连续 的 ， 但 还 
很 容易 举 出 并 非 处 处 连续 的 函数 。 例如 ， 图 157 的 函数 ， 


必 湛 


fx) 一 1 十 x 当 *>0， 
f(x)=—l1+x 当 x<0. 
f(x) 对 所 有 * 值 都 有 定义 ,但 在 点 * 一 0 处 不 连续 (在 那儿 它 
的 值 是 一 1)。 如 果 我 们 要 男 这 个 函数 的 图 象 , 那么 在 这 一 点 
我 们 不 得 不 提起 铅笔 让 它 离开 纸 面 。 如 果 从 右边 趋 于 值 
x 一 0, 那么 f(x) 趋 于 十 1， 而 这 个 值 与 这 个 点 的 实际 值 一 1 
不 同 。 当 * 从 左边 趋 于 零 时 , f(x) 趋 于 一 1。 但 这 一 事实 并 
不 足以 建立 连续 性 .如 果 令 
fx) 一 0 当 *s 关 0， 而 大 0) 一 1， 
这 个 函数 f(x) 对 所 有 的 x 有 定义 , 它 在 点 x 一 0 有 男 一 种 不 
连续 性 。 当 x 趋 于 零 时 ,左右 两 边 的 极限 都 存在 并 且 相 等 ,但 
这 个 公共 极限 值 不 等 于 了 0). 
另 一 类 的 不 连续 性 可 以 着 图 158 的 函数 在 点 * 一 0 的 情 
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图 157 ”跳跃 的 不 连续 图 158 无 穷 的 不 连续 


若 令 * 从 任意 一 边 趋 于 零 , x 都 趋 于 无 穷 ;函数 图 象 在 这 一 点 
断 开 了 ,并 且 在 x 一 0 附近 x 很 小 的 变化 都 会 引起 的 很 大 
变化 ， 严 格 地 说 , 函数 值 在 x 一 0 这 一 点 没有 定义 。 因为 我 
们 不 承认 无 穷 大 是 一 个 数 ,因而 不 能 说 f(x) 在 x 一 0 是 无 穷 
大 。 我 们 只 能 说 当 * 趋 于 0 时 ,函数 f(x)“ 趋 于 无 穷 大 ”， 

不 连续 性 的 一 种 更 为 不 同 的 类 型 出 现在 函数 sin 二 在 点 
x 一 0 处 ， 其 情况 可 从 函数 的 图 象 中 显然 见 到 (图 156). 

前 面 这 些 例 子 显示 出 函数 在 点 x 一 x 处 不 连续 的 几 种 
不 同 的 方式 : 

1) 通过 适当 定义 或 重新 定义 函数 在 x 一 x 的 值 , 可 以 
使 函数 在 + 一 x 连续。 例如 , 函数 一 x/x 当 z 关 0 时 总 等 
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于 1; 它 在 zx 一 0 没有 意义 ,因为 了 是 没有 意义 的 符号 ， 但 如 


果 在 这 种 情况 下 我 们 规定 值 x 一 1 对 应 于 值 x 一 0, 那么 这 样 
延 拓 后 的 函数 就 毫 无 例外 地 在 所 有 * 值 都 是 连续 的 了 . 如 果 
对 前 页 中 提 到 的 函数 我 们 重新 定义 上 0) 一 0, 也 会 产生 同样 
的 效果 。 这 一 类 不 连续 称 为 可 去 的 
2) 当 * 从 右边 和 从 左边 趋 于 x 时, 函数 可 以 趋 于 不 同 
的 极限 , 如 图 157. 
3) 甚至 单 边 极限 可 以 不 存在 , 如 图 156. 
4) 当 * 趋 于 xz 时 ,函数 可 以 趋 于 无 穷 ,如 图 158. 
最 后 三 类 不 连续 点 称 为 是 本 性 的 , 它们 不 能 在 点 x 一 x 
处 通过 适当 定义 或 重新 定义 函数 值 而 被 除去 。 
习题 : 
1) 画 函 数 二 二 ,二 二 ]， ET 
且 求 它们 的 不 连续 点 ， 
2) 作 函 数 *sin 工 和 xsin 二 的 图 象 ,并 且 验 证 如 果 在 这 两 种 
情况 下 对 * = 0 都 定义 x = 0, 它们 在 * =- 0 是 连续 的 . 
* 3) 说 明 函数 arete 二 在 * 一 0 有 第 二 类 型 的 ( 岗 跃 ) 不 连续 点 。 


的 图 象 ， 并 


*6. 多 元 函数 


让 我 们 回 到 函数 概念 的 系统 讨论 上 来 .如 果 自 变量 了 是 
平面 上 坐标 为 *，》 的 点 ,并 且 如 果 每 一 个 这 样 的 点 了 对 应 一 
个 数 wx 一 一例 如，x* 可 以 是 从 原点 到 P 的 距离 一 一 那么 我 们 
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通常 写 为 
u = f(r, y). 

如 果 两 个 变量 * 和 ? 开始 时 就 看 成 是 自 变量 一 一 这 是 经 常 遇 
到 的 一 一 我 们 也 可 用 这 个 记 法 。 例如 , 气体 的 压强 w 是 体积 
* 和 温度 y 的 函数 ,三 角形 的 面积 * 是 它 的 三 个 边 *,y, z 的 
长 度 的 函数 一 Kx，y，z)。 

正如 图 象 给 出 了 一 元 函数 的 几何 表示 一 样 ， 三 维 空间 中 
《坐标 为 x, y, zx) 的 曲面 给 出 了 二 元 函数 x 一 人 x,y) 的 几何 
表示 ， 对 于 xy 平面 的 每 一 点 *, 》， 给 出 空间 中 以 *,》，x 一 
思 zy) 为 坐标 的 一 点 。 例 如 ,函数 

u= Vl— ey 

就 由 方程 是 妈 十 妇 十 和 包 一 工 的 球面 表示 ,线性 函数 

， Ut 一 ax 十 2 十 < 
由 一 个 平面 表示 ， 函 数 4 = 一 xy 由 一 个 双 曲 抛物 面 表示 ， 等 
等 ; 

利用 xy 平面 内 的 等 高 线 ， 可 以 给 出 水 数 4 二 f(x,y) 的 


图 159 半球 面 图 160 双 曲 抛物 面 
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图 161 zx# 一 帮 Kx?y) 的 曲面 
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图 162 上 图 中 相应 的 等 高 线 
男 一 个 不 同 的 表示 法 。 代替 所 考察 的 三 维 “ 景 像 ”“ = f(x， 
》) ,我 们 画 出 函数 的 等 高 线 (如 在 绘制 地 图 情形 那样 ), 这 些 等 
高 线 表示 所 有 有 相同 高 度 * 的 点 在 x,y -平面 的 投影 。 这 些 
等 高 线 就 是 曲线 人 x, y) 一 <， 其 中 对 每 条 曲线 , 。 都 保持 常 
数 。 例 如 通 数 4 一 + 十 y 就 用 图 163 来 描述 。 球面 的 等 高 线 
是 一 组 同心 加 函数 一 x? 十 表示 旋转 抛物 面 ,同样 是 由 
圆 来 描述 的 (图 165)， 由 附 在 不 同 曲 线 上 的 数 可 以 指出 高 度 


=—=c¢ 
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图 163 ww 二 x 十 y 的 等 高 线 图 164 旋转 抛物 面 


T y 
图 165 右上 图 中 相应 的 等 高 线 


物理 中 描述 连续 物质 的 运动 时 ,就 会 遇 到 多 元 函数 ， 例 
如 ， 假 设 在 * 轴 上 两 点 之 间 绸 紧 一 条 弦 ， 然 后 使 * 点 处 的 质 
点 移动 到 垂直 于 * 轴 的 某 一 距离 上 。 接着 如 果 放 开 弦 , 那么 
弦 就 将 振动 不 已 ， 原 来 的 坐标 为 x 的 质点 在 时 刻 * 与 x 轴 有 
一 距离 为 x 一 f(x, 人 当知 道 了 函数 x 一 f(x, 力 时 ,这 个 运 
动 也 就 完全 描述 请 楚 了 , 

一 元 函数 连续 性 的 定义 ， 可 以 直接 移 到 多 元 函数 中 来 。 
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当 *, 》 不 论 从 任意 方向 ,以 任何 方式 趋 于 x,, yy 时 ,如 果 f(x， 
y) 总 是 趋 近 于 Ka， 思 )， 那么 就 说 函数 fx，y) 在 点 xz 一，， 
i 

然而 , 一 元 函数 与 多 元 函数 之 间 有 一 个 重要 的 差别 。 在 
一 种 情形 , 反 函 数 的 概念 是 毫 无 意义 的 。 因为 我 们 不 能 解 
方程 x == f(x,y)， 例 如 x 二 x 十 》， 而 使 每 个 自 变 量 * 与 
y 都 由 一 个 量 “ 表示 。 如 果 我 们 把 函数 概念 强调 为 定义 了 一 
个 映射 或 变换 ， 那 么 一 元 函数 和 多 元 函数 的 外 表 差 别 就 消失 
了 . 


“7. 函数 和 变换 


一 条 直线 ! 上 (具有 坐标 *) 的 点 ,和 另 一 条 直线 1 上 ( 具 
有 坐标 x') 的 点 之 间 的 一 个 对 应 ， 不 过 是 一 个 函数 * = 一 f(x) 
罢了 。 在 一 一 对 应 的 情况 下 ,有 一 个 反 函 数 x* 一 8(Cz)， 最 简 
单 的 例子 是 射影 变换 ， 它 一 一 这 里 只 叙述 而 不 证 明 一 一 一 般 
具有 xz 二 f(x) 一 《ax 十 8)/(cx 十 4) 的 函数 形式 , 其 中 a， 
5b，c，4 是 常数 。 在 这 种 情形 下 , 反 函 数 是 

*= g(x)=(— dr tb)/(ex — a). 

从 具有 坐标 *,y 的 * 平 面 到 具有 坐标 x ,y 的 x 平面 的 
二 维 映射 ,是 不 能 用 一 个 函数 * = f(x) 表示 的 , 而 需要 两 个 
二 元 函数 : 


x 一 f(x, y)，, 
y = g(x,y),。 
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例如 ,一 个 射影 变换 是 由 函数 组 
ut byte 
gx 十 jy 十 天 


,，_ dx 十 cy 十 fF 
8xX 十 hy 十 
给 出 的 ， 其 中 a,5,… ,是 常数 ,而 x,y 和 x',y' 分别 是 在 
两 个 平面 内 的 坐标 。 由 这 个 看 法 出 发 ， 逆 变换 的 想法 就 有 意 
义 了 。 我 们 只 需 解 这 个 方程 组 , 用 x ,y 表 出 *,》 来 。 几 何 
上 看 , 这 相当 于 求 由 到 = 的 逆 变 换 ， 只 要 两 个 平面 之 间 的 
点 的 对 应 是 一 一 对 应 ,这 解 将 是 唯一 确定 的 ， 
拓扑 中 研究 的 平面 变换 ， 不 是 由 简单 的 代数 方程 组 给 出 
的 ,而 是 由 定义 了 一 个 一 一 的 双方 连续 变换 的 任意 函数 组 
x = f(x,y), 
y = g(x, y) 


习题 : 
*1) 说 明 单位 圆 的 反 演变 换 (第 三 章 ,第 193 页 ), 可 由 方程 . 
“tT 
解析 地 给 出 ， 求 它 的 道 变换 。 用 解析 法 证 明 。 反 演变 换 把 所 有 的 
直线 和 贺 变 为 直线 和 回 . 
2) 证 明 变换 x* 一 (各 十 反 能 将 x 轴 上 的 四 个 点 变换 为 
轴 上 有 同 棒 交 比 的 四 个 点 (参看 232 页 )。 
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832 极 限 


1. 序列 a, 的 奴 限 


如 $ 1 中 已 看 到 的 ,连续 函数 的 描述 是 建立 在 极限 概念 基 
础 上 的 。 直到 现在 为 止 , 我 们 都 或 多 或 少 地 是 以 直观 形式 来 
利用 这 个 概念 的 。 在 这 一 节 以 及 下 几 节 , 我们 将 对 极限 概念 
作 比 较 系 统 地 考察 。 由 于 序列 比 连续 变量 的 函数 简单 , 我 们 
就 从 序列 开始 讲 起 . 

在 第 二 章 ,我 们 遇 到 过 数列 ,并 且 讨 论 了 当 # 无 限 增 加 或 
“和 趋 于 无 穷 大 ”时 它 的 极限 .例如 , 第 =” 项 是 on = 1/w 的 序 

列 


1 1 1 1 
1， 了 
2 3 4 了 2 4) 
当 # 增加 时 极限 是 0: 
了 一 0 当 w- oo 时 ， (2) 


让 我 们 设法 确切 地 说 明 这 是 什么 意思 .如果 我 们 顺 着 序列 越 
走 越 远 ,那么 序列 的 项 变 得 越 来 越 小 ， 第 100 项 以 后 的 一 切 
项 都 小 于 1/100,1000 项 以 后 的 一 切 项 都 小 于 1/1000, 等 等 ， 
没有 一 项 真正 等 于 0, 但 是 如 果 我 们 在 序列 (1) 中 走 的 足够 
远 , 就 能 保证 序列 的 每 一 项 和 0 之 间 的 差 ,小 到 我 们 所 愿意 的 
程度 ， 1 
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这 个 解释 的 唯一 困难 是 ,上 面 墨 体 字 的 意思 不 十 分 清楚 。 
怎样 远 才 是 “足够 远 ”, 多 么 小 才 是 “小 到 我 们 所 愿意 的 程度 ? 
如 果 我 们 能 给 这 些 词句 以 确切 的 意义 ， 那 么 也 就 能 给 极限 关 
系 或 (2) 以 确切 的 意义 . 

几何 解释 会 有 助 于 使 情况 搞 得 更 清楚 些 。 如 果 用 数 轴 上 
的 点 表示 序列 (1) 的 项 ,我 们 看 到 序列 的 项 聚集 在 点 0 周围 ， 
让 我 们 在 数 轴 上 任意 选择 一 个 以 点 0 为 心 ,整个 宽度 为 28 的 
区 间 1， 在 点 0 的 每 一 边 ， 区 间 的 宽度 都 为 se。 如 果 选 择 
e 一 10, 那么 ,当然 序列 所 有 的 项 a。 一 1/7 都 在 区 间 了 内 部 ， 
如 果 选择 s 一 1/10, 那么 序列 最 前 面 几 项 在 区 闻 了 外 部 ,而 
从 ou 起 的 所 有 项 


1 1 1 1 


1 127 13 14 7? 
将 在 工 内 部 ， 即 使 我 们 选择 s 一 1/1000, 也 只 是 序列 的 前 一 
于 项 不 在 区 间 I 内 部 ,而 从 Qi001 起 所 有 无 穷 多 项 ， 
将 在 I 内部。 显然 ,对 任意 的 正 数 8, 这 个 推理 都 成 立 : 只 要 
选 定 了 一 个 正 的 s, 不管 它 可 能 多 么 小 ,我 们 随即 能 够 找到 一 
个 如 此 大 的 整数 N， 使 得 
i 

N 

从 而 序列 中 所 有 使 三 N 的 项 a 都 在 I 内 部 ,而 只 能 有 有 限 
项 ol，a2*………，aw 在 工 外 部 ， 要 点 是 : 首先 随意 选择 6， 决 
定 区 了 的 宽度 , 然后 可 以 找到 一 个 适当 的 整数 N。 首先 选 定 
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一 个 数 s, 然后 找 出 一 个 适当 的 入 的 这 个 手续 ,对 于 不 管 多 么 
小 的 正 数 s 都 是 可 行 的 ， 并 且 给 出 了 以 下 命题 的 确切 意义 : 
只 要 在 序列 (1) 中 走 得 足够 远 ， 那 么 序列 (1) 的 所 有 项 与 0 的 
差 就 小 到 我 们 所 愿意 的 程度 ， 

总 结 一 下 : 设 是 任意 一 个 正 数 ， 那 么 我 们 能 找到 一 个 
整数 N ,使 得 序列 (1) 中 2 二 N 的 所 有 项 a 都 落 在 以 点 0 为 
心 、 宽 度 为 26 的 区 间 内 .这 就 是 极限 关系 式 (2) 的 精确 意 
义 ， 

在 这 个 例子 的 基础 上 ， 现 在 我 们 准备 给 出 “实数 a,，a;， 
o*… 的 序列 有 极限 a” 的 说 法 的 确切 定义 。 我 们 让 4 含 在 数 
轴 上 一 个 区 间 了 的 内 部 , 如 果 区 间 很 小 , 那么 某 些 数 a。 可 能 
在 区 间 外 部 ,但 是 只 要 7 变 得 足够 大 ,也 就 是 大 于 或 等 于 茶 个 
整数 YX 时 ,那么 所 有 x 宇和 的 那些 数 o 都 必须 在 区 间 了 内 ， 
当然 ,如果 区 间 工 选 得 很 小 , 整数 入 可 能 必须 取得 很 大 ,但 如 
果 序 列 是 以 “为 它 的 极限 ,那么 不 管区 间 工 是 多 么 小 ,这 样 的 
一 个 整数 NN 必然 在 在 . 

序列 a 有 极限 a 这 个 事实 ,用 符号 

lima, = a 当 nn—> oo 时 ? 


表示 ,或 简写 为 


Cn 一 G 当 2~>co 时 ， 
( 读 作 a 趋 于 « 或 收敛 于 a) 序列 os 收 剑 于 的 定义 可 以 
更 简要 地 阐述 如 下 :如 果 对 于 不 管 多 么 小 的 任意 正 数 。, 总 可 
1) 这 种 记 法 现 已 不 常用 ， 现 在 常用 的 记 法 为 lim a 二 4。 一 一 译注 
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以 找到 一 个 整数 N (依赖 于 e), 使 得 对 于 所 有 的 
7 之 N， 
有 
lo 一 ao| 一 s， (3) 

那么 就 说 , 当 # 趋 于 无 穷 大 时 序列 a1, a:, a;,*…* 有 极限 a. 

这 是 序列 极限 概念 的 一 个 抽象 的 叙述 ， 初 次 遇 到 它 时 暂 
时 不 理解 是 不 足 为 怪 的 , 遗憾 地 是 某 些 课本 的 作者 故 弄 玄 
虚 ， 他 们 不 作 充分 的 准备 ， 而 只 是 把 这 个 定义 直接 向 读者 列 
出 ,好 像 作 些 解释 就 有 损 于 数学 家 的 身分 似 的 ， 

这 个 定义 可 以 看 作 两 个 人 4 和 8B 之 间 的 一 个 竞赛 ，4 提 
出 的 要 求 是 a。 趋 近 于 常量 “， 其 精确 程度 应 比 选取 的 界限 
8 一 8, 高 ; 了 对 这 要 求 的 答复 是 ， 指 出 在 在 一 个 确定 的 整数 
N 一 Ni, 使 元 素 aw, 以 后 的 所 有 元 素 a 满足 el 精度 的 要 求 . 
然后 4 可 以 提 得 更 精确 ， 提 出 一 个 新 的 更 小 的 界限 8 一 8 
B 通过 找 出 一 个 (可 能 是 更 大 的 ) 整 数 N 一 N:, 再 次 答复 这 要 
求 。 如果 不管 4 提出 的 界限 多 么 小 , 3 都 能 满足 4 的 要 求 , 那 
么 我 们 就 用 a 一 4 表示 这 情况 . 

在 掌握 这 个 极限 的 精确 定义 时 ,有 一 定 的 心理 上 的 国难 ， 
我 们 直观 上 觉得 极限 是 一 个 “动态 ”的 观念 , 即 极限 是 一 个 运 
动 ” 过程 的 结果 : 我 们 顺 着 整数 列 1, 2, 3,*……, x,"…* 运动， 
然后 观察 序列 oo 的 变动 情况 ， 我 们 觉得 o, 一 。 的 趋 近 过 程 
应 该 能 观察 得 到 .但 是 ,这 个 “自然 "的 想法 是 不 能 作出 明白 清 
楚 的 数学 表达 的 。 要 获得 精确 的 定义 , 我 们 必须 把 步骤 的 次 
序 显 倒 过 来 .不 是 先 看 自 康 量 ”然后 再 看 因 变 量 sw， 而 是 必 
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须 以 这 样 的 考虑 为 基础 : ”我 们 必须 怎样 作 ， 才 能 具体 检验 
4s 一“ 是否 正确 .在 这 样 的 作法 中 , 我们 必须 首先 在 “ 的 邻 
近 选 择 一 个 任意 小 的 界限 ， 然 后 决定 因 变 量 = 取得 足够 大 是 
否 能 满足 这 个 条 件 ， 再 后 ,对 词句 "任意 小 的 界限 ”和 "足够 大 
的 ww 以 8 和 NN 的 符号 名 称 ,从 而 引出 极限 的 精确 定义 ， 
作为 另 一 个 例子 ,我 们 考察 序列 
1 2 3 4.. 7 


> » >» > ? ?”” ”9 


2 3 4 5 nz 十 1 


其 中 0 一 - ee 我 说 : lim as 一 1。 如 果 你 选择 一 个 以 点 


1 为 心 , e 一 十 的 区 间 ， 那 么 我 选择 N == 10, 就 能 满足 你 的 
要 求 (3), 因 为 只 要 ”> 10, 就 有 


ntl ntl zt1 10 


如 果 你 用 e = 056 提高 你 的 要 求 ,那么 我 可 以 选择 N=1000 


来 满足 它 ; 类 似 地 ,对 于 任意 正 数 s, 不 管 你 选择 得 是 多 么 小 ， 
事实 上 , 我 只 需要 选择 大 过 二 的 任意 整数 入 就 可 以 了 ， 指定 


关于 数 4 的 任意 小 的 界限 s， 然 后 证 明 如 果 序 列 走 到 足够 远 
时 ，o* 的 所 有 项 都 是 在 以 4 为 心 , 宽度 为 2 的 区 间 内 的 这 个 
过 程 ,是 imoo 一 " 这 个 事实 的 详细 描述 . 

如 果 序 列 ao， … 的 各 个 数 用 十 进位 无 限 小 数 表示 ， 
那么 imas 一 a 的 意义 是 :对 于 任意 一 个 下 整数 m， 倘 若 # 
选择 得 足够 大 , 即 大 于 或 等 于 某 个 值 N (依赖 于 mw), 则 a 的 
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前 mw 个 数码 ， 和 定数 4 的 十 进位 无 限 小 数 展开 式 的 前 疾 个 数 
码 一 致 ， 这 就 是 相当 于 选取 e 为 10-” 形式 . 

表示 极限 概念 还 有 另外 一 个 很 有 启示 性 的 方法 。 如 果 
limas 一 a, 并 且 如 果 有 一 个 含有 4 的 区 间 1， 那 么 不 管 了 可 
能 如 何 小 ,对 # 大 于 或 等 于 某 个 整数 Y 的 项 ss, 都 在 I 内 , 即 
序列 至 多 有 前 面 的 有 限 项 , 即 一 1 项 ， 
是 在 了 的 外 部 。 如 果 了 很 小 ,入 可 能 很 大 , 1 千 亿 甚至 一 万 亿 
等 ;但 序列 仍然 只 是 有 限 项 在 了 外 部 ,而 剩 下 的 无 穷 多 项 在 I 
内 部 ， 

如 果 无 穷 序列 只 有 有 限 多 项 (不 管 有 多 人 么 多 ) 不 具有 某 种 
性 质 ,我 们 就 说 无 穷 序 列 “ 几 乎 全 部 ”的 项 具有 某 种 性 质 ， 例 
如 “几乎 全 部 ”的 正 整数 大 于 1,000,000,000,000。 利用 这 个 术 
语 ，lima, 一 。 相当 于 下 述说 法 : 如 果 了 是 任意 以 4 为 中 心 
的 区 间 , 那 么 “几乎 全 部 ”的 。 在 了 内 部 . 

我 们 在 这 里 顺便 指出 。 不 必要 求 序 列 所 有 的 项 a 都 不 
同 , 可 以 允许 某 些 项 或 无 穷 多 项 ,甚至 所 有 的 项 都 等 于 极限 值 
a。 例 如, 序列 a 一 0, a; 一 0， i 是 一 个 合法 
的 序列 , 显然 , 它 的 极限 是 0. 

有 极限 4 的 一 个 序列 a， 称 为 收敛 的 , 没有 极限 的 序列 a， 
称 为 发 散 的 . 

习题 : 证 明 : 
1) 序列 wm 一 ;7 后 工 极限 为 0 ( 提示: o， 一 


1 小 于 二 
1 也 
2 十 一 
# 
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且 大 于 0) 


2) 序列 = 七 十 了 极限 为 0 


十 到 2 
提示 : ax 一 二 一 下 在 0 与 了 之 间 
1z 十 -人 
了 
3) 序列 1, 2, 3> 4，… 和 振动 序列 
1, 2, 1, 2, 1, 2,.*, 


—1, 1, —1, 1, —1,.. ( 即 a = (—1)"), 


都 没有 极限 。 


如 果 序 列 s, 的 数值 变 得 很 大 ,最 后 a 大 过 事先 指定 的 任 
意 一 个 数 玉 , 那么 我 们 称 a, 趋 于 无 穷 大 , 记 为 ima, 一 oo ， 司 
an 一 co0。 例 如, 妇 一 oo 以 及 2 一 co。 因 为 co 不 认为 是 数 ， 


这 种 叙述 也 许 和 以 前 不 十 分 一 致 , 但 却 是 很 有 用 的 ， 
于 无 穷 大 的 序列 仍 称 为 是 发 散 的 . 


习题 证 明 序列 w == < 二! 趋 于 无 穷 大 ;同样 对 


Pe i i ! 
” z+1”” n+il 
以 及 
dn 一 a 
” z+t+l 
加 以 证 明 。 


一 个 趋 


初学 者 在 思想 上 有 时 会 陷 和 人 这样 一 个 错误 ,认为 当 
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» 一 oo 时 的 极限 ， 可 以 简单 地 在 ,的 表示 式 中 代入 一 oo 
就 行 了 ， 例 如 ,因为 ol 0 ， 所 以 二 ~ 0， 但 是 符号 co 不 


是 一 个 数 , 用 它 作出 表示 式 二 合法 的 . 把 序列 的 极限 想 
像 成 当 一 c 时 ，o 的 ” 最 终 "或 “最 后 "的 项 的 想法 ,是 不 得 
极限 的 有 要领, 并且 使 结果 变 得 模糊 不 清 ， 


2. 单调 序列 


在 第 373 页 的 一 般 定义 中 ， 没有 要 求 收敛 序列 C1， 03， 
o,…… 以 某 种 特殊 的 方式 趋 于 它 的 极限 a。。 序列 的 最 简单 的 
类 型 是 所 谓 的 单调 序列 . 这 样 的 序列 如 

1 2 3 ee 2 


pe We, 2 ee 
3 


3 要 » ? 


2 3 4 n+l 
这 个 序列 的 每 一 项 都 大 于 前 面 的 项 ， 因 为 
1 十 1 1 1 
Qntl 一 1 下 一 二 
十 2 7 十 2 2 十 1 
i 
对 ao, < antt eatin 称 为 单调 增加 的 。 同 样 , a > antt 
的 序列 ,如 1， 一 we …, 称 为 单调 减少 的 。 这样 的 序列 只 


能 由 一 边 趋 近 它 :的 极限 与 此 相反 ,存在 振动 的 序列 ,如 序列 


一 1， 二， 5 + 二 ， .…, 这 个 序列 是 从 两 边 趋 近 它 的 极 
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限 0。( 见 第 99 页 图 11). 

单调 序列 的 特性 是 特别 容易 确定 的 。 这 样 一 个 序列 可 以 
没有 极限 , 且 完 全 散 开 ,如 序列 

1 2, 3 14452225 
其 中 os 一 x, 或 序列 
2, 3 5; 7» ll; l3,"3 
其 中 a 是 第 # 个 素数 p. 在 这 种 情形 下 序列 趋 于 无 穷 大 ， 但 
是 ， 如 果 单 调 增加 序列 的 项 保持 有 界 一 一 即 如 果 每 一 项 都 小 
于 一 个 预先 知道 的 上 界 8 一 一 那么 在 直观 上 很 清楚 ， 序 列 必 
趋 于 某 个 极限 a。， 这 个 “小 于 或 至 多 等 于 B。 我 们 把 这 一 点 
表述 为 单调 序列 原理 ;任何 一 个 有 上 界 的 单调 增加 序列 必 收 
伍 于 一 个 极限 (对 于 任何 一 个 有 下 界 的 单调 减少 序列 ,类 似 的 
命题 也 成 立 )。 值 得 注意 的 是 极限 。 的 值 不 需要 预先 给 定 ,也 
不 需要 预先 知道 ;定理 所 说 的 是 ， 在 规定 的 条 件 下 极限 必 存 
在 .当然 ,这 个 定理 的 成 立 有 赖 于 引进 无 理 数 ， 否 则 ,就 不 一 
定 总 是 对 的 。 如 在 第 二 章 已 经 见 到 的 ,任意 一 个 无 理 数 (如 
V 2 ), 是 单调 增加 有 界 的 有 理 十 进位 小 数 序列 的 极限 , 这 序 
列 是 将 某 个 无 穷 小 数 截取 前 有 限 位 数 而 得 到 的 有 理 十 进位 小 
数 所 构成 的 . 
a 


四 8B 


图 166 单调 有 有 界 序 列 
* 虽 然 单调 序列 原理 直观 上 显然 是 对 的 , 但 给 出 一 个 近代 形式 的 严 
格 证 明 仍 是 有 益 的 。 为 了 作 到 这 一 点 , 我 们 必须 说 明 ,这 个 原理 是 实数 
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和 极限 定义 的 逻辑 结论 . : 
假设 数 a1， 2， 2，… 组 成 一 个 单调 增加 有 界 序列 。 我 们 能 把 这 个 

序列 的 各 项 表示 成 十 进位 无 限 小 数 

aa 一 Ai.pipaps"*, 

aa 一 4.919293…9 

as 一 Las.1iyaf3…9 
其 中 4; 是 整数 而 p;，9;, 等 等 是 从 0 到 9 的 数码 ,现在 从 上 往 下 考察 
整数 4 ，4:，4… 组 成 的 那 列 ,因为 序列 cy， ，o… 是 有 办 的, 这些 整 
数 不 能 无 限 增 大 ， 又 因为 这 序列 是 单调 增加 的 ,那么 整数 序列 41，4，， 
4,,… 在 达到 极 大 值 后 将 保持 不 变 。 称 这 个 极 大 值 为 4, 并 假设 它 在 第 
N, 行 达到 。 现 在 从 上 往 下 考察 第 二 列 p.、41, 71，,…。 不 过 只 须 把 注意 
力 集中 在 第 Ne 行 和 以 后 的 行 上 ， 如 果 * 是 No 行 后 出 现在 这 列 的 最 大 
数码 ,我 们 假定 出 现在 N, 行 ,其 中 N, 之 Ne. 那么 * 在 它 初次 出 现 以 后 
将 一 直 不 变 。 这 是 因为 如 果 这 个 列 的 数码 , 在 这 以 后 任意 一 个 时 刻 减 
少 了 ,那么 序列 a1， 0;, a，，… 就 不 单调 增加 了 。 其 次 我 们 考察 第 三 列 的 
数码 #,，9;， 7，,…。 同样 的 讨论 表明 , 在 某 个 整数 N, 宇 N, 后 第 三 列 的 
数码 总 等 于 茶 个 数码 >。 如 果 重 复 这 个 过 程 于 第 4 列 ,第 5 列 … ,我 们 
得 到 数码 六 ，”，x*，… 和 相应 的 整数 N,, Ns, N,，…。 很 容易 看 出 ， 
数 


， 
a= A .XIXa2X3X4ooee 


是 序列 a1， 4,, a,，,… 的 极限 。 因 为 如 果 8 选择 为 > 10-”, 那 么 对 所 有 的 
#>> 和 Nm，an 的 整数 部 分 和 小 数 点 后 的 前 mw 个 数字 与 4 的 是 一 样 的 ， 因 
此 , 差 |* 一 | 不 能 超过 10-"。 因 为 对 于 不 论 多 么 小 的 任意 正 数 8， 通 
过 选取 足够 大 的 都 能 作 到 这 一 点 ,因而 证 明了 定理 . 

利用 第 二 章 给 出 的 实数 的 任何 一 种 定义 ,例如 , 由 区 间 套 或 戴 特 金 
分 割 的 定义 都 能 证 明 这 个 定理 。 这 样 的 证 明 在 绝 大 多 数 高 等 微 积分 
课本 中 都 能 找到 . 

在 第 二 章 里 ， 可 以 用 单调 序列 原理 来 定义 两 个 正 的 十 进位 无 限 小 
数 
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a 一 4.0i020s…9 

b= Bbbbs. 
的 和 以 及 乘积 。 对 这 两 个 表示 式 用 通常 的 办 法 一 一 即 从 右 端 终点 开始 
运算 一 一 不 能 进行 加 法 和 先 法 运算 ， 因 为 它们 不 存在 这 样 的 终点 〔 例 
如 , 读者 可 以 试 加 两 个 无 穷 小 数 0.3333… 和 0.989898…)。 但 是 如 果 
截取 4 和 4 的 前 # 个 数码 ， 把 像 平常 那样 进行 加 法 得 到 的 十 进位 有 限 
小 数 设 为 mm 那么 序列 * *, *，,… 将 是 单调 增加 的 并 且 有 界 〈 例 如 取 
界 为 整数 4 二 B+ 2.) 因此 这 个 序列 有 极限 ,并 且 可 以 定义 

a + 6 = limx,, 
用 类 似 的 步骤 也 可 以 定义 乘积 a. 5s。 用 普通 的 算术 法 则 , 可 以 把 这 些 
定义 推广 到 a 和 4 是正 的 或 负 的 所 有 情形 。 

习题 : 按 这 个 方法 ,证 明 上 面 所 说 的 两 个 无 穷 小 数 的 和 是 实数 
131 


1.323232… 一 一 一 。 
99 


在 数学 中 极限 概念 的 重要 性 在 于 这 样 一 个 事实 : 很 多 数 
只 能 由 极限 来 定义 一 一 常常 是 单调 有 界 序列 的 极限 ， 这 就 是 
为 什么 有 理 数 域 (在 这 样 的 域 中 极限 可 能 不 存在 ) 对 数学 的 需 
要 来 说 是 太 狭 率 了 的 缘故 ， 


3. 欧 拉 数 e 


自从 欧 拉 的 “无 穷 分 析 概 要 "在 1748 年 发 表 以 来 , 数 。 就 

和 阿 基 米 德 数 * 一样 , 在 数学 中 有 了 确定 的 地 位 。 说 明 单调 

序列 原理 如 何 用 来 定义 一 个 新 实数 ，。 提供 了 一 个 极 好 的 例 

子 . 
用 缩写 
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zl 一 1.2.3.4.. 
表示 前 # 个 整数 的 乘积 ,我 们 来 考察 序列 ,ma …， 其 中 


0 (4) 
11 21 nl 
因为 cot 是 由 o, 加 上 一 个 正 的 增 量 而 来 , 所 以 这 
些 项 a; 形成 一 个 单调 递增 序列 , 再 者 , a 的 值 是 有 上 界 的 : 
ar 一 也 一 3， (5) 
文明 1_1.1...1 1.1...1_ 1 
是 因为 sl 2 名 了 ~ 2 2 2 25-12 
从 而 
Fe Ne 
22 23 2771 


这 里 利用 了 第 24 页 给 出 的 等 比 级 数 前 ”项 的 和 的 公式 . 所 
以 由 单调 序列 原理 , 当 * 趋 于 无 穷 时 , a 必 趋 近 一 个 极限 , 这 
个 极限 我 们 就 叫 作 。。 要 表示 。 一 lima。 这 个 事实 ,我 们 可 以 
把 。 写 为 "无穷 级 数 ” 

1 


e=1 十 上 十 工 十 工 十 I (6) 
1! 21 3 nt! 


这 个 尾部 带 有 一 串 点 的 “等 式 ”, 只 是 以 下 两 句 话 的 内 容 的 另 
一 个 简单 表示 方法 ， 
1 1 


az 一 1 二 二 se 
11 21 n! 
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且 , ea 一 ce, 当 ?2 一 co 时 
级 数 (6) 可 以 把 。 计算 到 任意 精确 的 程度 。 例如 ，(6) 中 
直到 包括 的 那些 项 的 和 (到 小 数 点 后 九 位 ) 是 
= 2.71828183.….…, 
(读者 应 该 验证 这 个 结果 ). “误差 ”， 也 就 是 这 个 值 和 。 的 真 
正 值 的 差 ,很 容易 估计 出 来 .关于 差 (e 一 3) 我 们 有 表示 式 


1 + 二 < 二 (1+ 二 + 襄 +…) 
13! 14! | 13! 13 13? 


这 已 小 到 不 能 影响 了 的 小 数 点 后 第 八 位 数字 了 .所 以 考虑 到 
上 面 给 出 的 这 个 值 的 最 后 一 位 数 可 能 有 误差 ， 那 么 精确 到 小 
数 点 后 第 八 位 数字 ,我 们 得 到 “。 一 2.7182818。 
*。 是 无 理 数 ， 我 们 用 反 证 法 来 证 明 ， 先 但 设 
二 2 
其 中 ”和 4 是 整数 ， 然 后 导出 一 个 与 假设 矛盾 的 结果 。 因为 我 们 知道 
2 < 。< 3，* 不 能 是 整数 , 所 以 4 必然 至 少 等 于 2， 现 在 在 级 数 (6) 的 
两 端 同 乘 以 9!1 = 2。3……4， 得 到 
eq! 一 2 .3…(g 一 1) 
= [gl + gl+3.4%9+4*5%g+ +(g—1)9+4g+1] 
a 
pr “ 07) 
左 端 显然 是 一 个 整数 ， 在 右 端 带 方 括号 的 那 项 同样 也 是 整数 。 然而 
有 端 其 余 的 项 合 起 来 是 一 个 小 于 于 的 正 数 ， 因 此 不 是 整数 。 这 是 因 


十 


a383。 


为 对 4> 2， 级 数 二 + 了 十 … 的 项 分 别 不 超过 等 比 级 数 


的 对 应 项 ,而 后 者 的 和 是 


1 


| 人 | 
@ -| 

所 以 (7) 出 现 了 一 个 矛盾 : 左 端 的 整数 不 能 等 于 右 端的 数 ; 因为 后 一 个 
数 , 是 一 个 整数 与 一 个 小 于 寺 的 正 数 的 和 ,不 是 一 个 整数 。 


二 
7 


4. 数 A 


由 中 学 数学 里 知道 ， 单 位 圆 的 周 长 ， 可 以 定义 为 当 边 数 
增加 时 ， 正 多 边 形 周 长 的 序列 的 极限 . 这样 确定 的 周 长 记 为 
2r。 更 精确 些 说 , 如 果 加 记 内 接 正 ”了 边 形 的 边 长 , qs 记 外 切 
正 *# 边 形 的 边 长 ,那么 p, 二 2x < 9,。 并 且 , 当 ?” 增加 时 , 序 
列 p,, 9， 都 单调 趋 近 2x, 所 以 ,我 们 在 用 p; 或 9, 还 近 2x 时 ， 

每 走 一 步 ， 都 得 到 一 个 更 小 的 误差 界 
限 . 

在 第 170 页 ， 我 们 求 得 一 个 表示 
式 


PT PY 
图 167 ”用 多 边 形 逼 近 加 ” 它 包 含 了 m 一 1 个 套 着 的 平方 根 号 。 
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这 个 公式 可 以 用 来 计算 2x 的 近似 值 
习题 : 1. 分 别 用 ,vs 和 pus 求 z 的 近似 值 。 
2 求 出 qz 的 公式 
*3. 用 这 个 公式 求 491,9s 和 4q16。。 由 已 知 ps 和 qi 的 数值 给 出 
工 所 在 的 界 .。 


数 * 是 什么 9 由 不 等 式 P, < 2x < ,作出 的 一 个 退缩 
于 点 2z 的 区 间 套 序列 ,对 此 给 出 了 完整 的 回答 。 但 这 个 回答 
仍然 留 有 某 些 需要 解决 的 问题 ， 因 为 它 没有 告诉 我 们 实数 * 
的 性 质 的 任何 内 容 ， 它 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ?代数 数 还 是 超 
越 数 ”如 我 们 在 第 191 页 已 提 及 的 , * 事实 上 是 一 个 超越 数 ， 
因而 是 无 理 数 。 与 。 的 证 明 相反 , * 的 无 理性 的 证 明 是 比较 
困难 的 。 这 是 首先 由 J. H. 拉 姆 伯 特 (Lambert) (1728 一 
1777) 给 出 的 ,这 里 将 不 作 叙 述 ， 然 而 ;有关 的 另 一 些 性 质 ， 
则 仍 是 我 们 所 能 了 解 的 。 回 想起 整数 是 数学 的 基本 元 素 这 一 
事实 ,我 们 可 以 设想 数 * 和 整数 是 否 有 某 种 简单 的 关系 . = 的 
十 进位 小 数 的 展开 式 ,虽然 已 经 计算 到 了 几 百 位 ,但 仍然 没有 
显示 出 丝毫 规律 性 来 ， 这 是 不 足 为 奇 的 ,因为 x 和 10 之 间 不 
存在 任何 关系 。 但 在 十 八 世 纪 , 欧 拉 和 其 它 人 找到 了 利用 无 
穷 级 数 和 无 穷 乘 积 建立 起 x* 和 整数 之 间 奇妙 联系 的 表达 式 ， 
最 简单 的 这 类 公式 可 能 是 : 


它 把 的 表示 为 当 *# 增加 时 部 分 和 
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的 极限 。 我 们 将 在 第 八 章 推导 这 个 公式 ， 另 一 个 关于 的 无 
穷 级 数 是 


十 一 十 
6 12 232 32 47 52 6? 
英国 数学 家 J. 威廉 斯 (J. Wallis) (1616 一 1703)， 发 
现 了 另 一 个 关于 z 的 令 人 赞赏 的 公式 .他 的 公式 是 : 当 n 一 
co 时 ， 


2 加 
2 


右 端的 式 子 称 为 一 个 无 穷 乘 积 , 
最 后 两 个 公式 的 证 明 在 任何 一 本 详尽 的 微 积分 课本 中 都 
可 以 找到 (参看 第 634 页 和 第 675 页 )， 


5 连 分 数 


某 些 有 趣 的 极限 过 程 是 与 连 分 数 相 联系 的 .一 个 有 限 连 
分 数 , 如 
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表示 一 个 有 理 数 . 在 第 72 页 已 经 说 明 每 一 个 有 理 数 利用 欧 
几 里 得 轧 转 相 除法 都 能 写成 这 种 形式 .然而 ,对 于 无 理 数 ,这 
个 算法 不 会 在 有 限 步 后 终止 。 相反 , 它 导致 一 个 长 度 增加 的 
连 分 数 序列 ,其 中 每 一 个 分 数 表示 一 个 有 理 数 .特别 是 ,所 有 
的 二 次 实 代数 数 ( 见 第 142 页 ) 都 可 用 这 个 方法 表示 出 来 ， 例 
如 , 考察 数 x 二 V 2 一 1， 它 是 二 次 方程 

1 


xi 十 2x 一 1， 或 一 一 -一 
: -或 2 


的 根 。 如 果 右 端的 * 再 次 用 pe 代替 ,就 得 出 


ee 1 
Da 
2 十 _ 1_ 
2 
然后 
pr 1 
9 ? 
这 十 
人 
古风 


ee 1 | 
Ll 
十 


二 
2 
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当 # 趋 于 无 穷 时 ,得 "无 限 连 分 数 ” 


MW2 一 1 十 


这 是 一 个 把 V 2 与 整数 联系 起 来 的 绝妙 公式 ， 比 W 2 的 十 
进位 小 数 展 式 更 好 , 因为 V 2 的 小 数 展 式 其 数字 的 排列 是 没 
有 规律 的 . 

对 形 如 


xz 一 ax 十 1， 起 二 上 
x 


的 任意 二 次 方程 的 正 根 ,我 们 有 展 式 
1 


x 二 4 十 
a 十 E 
a 十 E 
a 十 LE 
4 十 。 
x* 一 上 (1TW5) 一 1 二 2 ， 
人 
1 
1 十 
Le 


(参照 第 167 页 ) 这 些 例子 是 一 个 一 般 定理 的 特例 ， 定 理 是 : 
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整 系数 二 次 方程 的 实 根 有 周期 性 的 连 分 数 展 式 ， 恰 如 有 理 数 
有 局 期 性 的 小 数 展 式 一 样 . 

对 * 和。, 欧 拉 能 求 得 几乎 同样 简单 的 无 穷 连 分 数 展 式 。 
我 们 不 加 证 明 地 举 出 如 下 : 
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“序列 a,( 即 整数 变量 4 的 函数 a, 一 F(x)) 当 壮 趋 于 无 
穷 大 时 有 极限 a” 这 个 说 法 ,在 $2 第 一 小 节 中 我 们 已 成 功 的 给 
出 了 它 的 精确 表述 .现在 我 们 将 给 连续 变量 x 的 函数 x 一 
f(x) 当 x* 趋 近 于 值 +, 时 ,有 极限 o” 的 说 法 以 相应 的 定义 ， 目 
变量 * 连续 趋 近 的 极限 概念 ， 我 们 在 $1 第 五 小 节 判 定 函数 
f(x) 的 连续 性 时 , 兽 以 直观 的 形式 用 到 过 ， 

让 我 们 仍然 从 一 个 特殊 的 例子 开始 ， 函 数 


1 一 包 士 
x 


定义 在 除 x 一 0 外 的 所 有 >* 值 上 , 在 x 一 0 时 ,分 母 为 0。 如 
果 画 出 函数 4 一 f(x) 在 x 一 0 的 邻 域内 的 图 象 , 很 显然 * 无 
论 从 哪 一 边 “ 趋 近 于 ”0, 对 应 的 一 f(x) 的 值 都 “ 趋 近 于 ” 极 
限 1 为 了 给 这 个 事实 以 精确 的 描述 , 让 我 们 把 f(x) 的 值 和 
定数 1 之 间 的 差 明 确 地 表示 出 来 . 


* 二 |] + 一 x 
x x FE3 


f(x)—1= 
如 果 我 们 约定 只 考虑 靠近 0 的 * 值 ,而 不 是 x 一 0 本 身 (在 这 
一 点 (x) 甚至 没有 定义 ), 那 么 这 个 等 式 右 端的 分 子 分 母 可 以 
同 除 以 *, 得 到 简单 的 式 子 
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jz) 一 1 一 习 


168 ww 一 芋 十 到 
x 


显然 ,把 * 限制 在 值 0 的 足够 小 的 邻 域 内 ,我 们 可 以 使 这 个 差 
小 到 我 们 所 愿意 的 程度 .这样 对 于 


1 1 
= 士 We —1 = 一 一 
10” 1) 100” 
对 于 
1 1 
一 圭一 一 1 一 一 一 
100” f(x) 10000” 


等 等 一般, 如 果 。 是 任意 正 数 , 不 论 它 多 么 小 ， 内 要 * 与 0 
的 差 小 于 数 5 一 MV。 的 话 , 那么 f(x) 和 1 之 闻 的 差 将 小 于 
&， 因 为 如 果 
lxl < VE， 
那么 
1fo —1| = |x| <s. 

这 和 我 们 关于 序列 极限 的 定义 是 完全 类 似 的 。 在 第 373 

页 ,我 们 下 的 定义 是 ,“ 如 果 对 于 每 个 不 论 多 么 小 的 正 数 8, 都 
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能 找到 整数 N (依赖 于 e)。 使 得 对 满足 不 等 式 ”> N 的 所 有 
的 mn， 都 有 
lo 一 o| 一 s， 
就 说 序列 a 当 = 趋 于 无 穷 时 有 极限 a.” 在 连续 变量 * 的 函数 
f(x) 当 * 趋 近 于 有 限 值 x 的 情形 ,我 们 只 要 把 用 N 给 出 “足够 
大 ”的 mw 换 成 用 一 个 数 8 给 出 “足够 接近 ”于 的 *, 就 可 得 
到 下 述 连续 趋 近 时 极限 的 定义 { 这 是 由 柯 西 (Cauchy) 在 1820 
年 左右 首先 给 出 的 ]; 如 果 对 于 任意 一 个 不 论 多 么 小 的 正 数 
e， 都 能 找到 正 数 9 (依赖 于 s) ,使 得 对 于 满足 不 等 式 
' [Ix—x|<56 
的 所 有 不 等 于 x, 的 x 有 
|f(x) — al 一 s， 
那么 ,就 说 函数 f(x) 在 x 趋 近 于 值 mm 时 有 极限 。。 
在 这 种 情形 我 们 记 为 
f(x) 一 a 当 x 一 时 , 
在 函数 f(x) 一 二 十 二 的 情形 , 我 们 上 面 已 经 说 明 , 当 = 


趋 近 于 值 x 一 0 时 ， 函 数 f(x) 有 极限 1， 在 此 情形 ， 选 择 
5 一 Ve 就 够 了 . 


2. 极限 概念 的 评述 


， 极限 的 (s, 8) 定义 是 一 百 多 年 探索 和 挫折 的 总 结 ;为 使 
极限 概念 建立 在 坚实 的 数学 基础 之 上 的 持续 努力 ， 其 结果 已 
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包含 在 这 个 定义 中 十 分 精炼 的 语句 里 。 只 有 用 极限 过 程 , 才 
能 建立 微 积分 一 一 导数 和 积分 一 一 的 基本 概念 ， 但 由 于 一 个 
表面 上 似乎 难以 克服 的 困难 ， 竟 长 期 阻碍 了 极限 的 清晰 理解 
和 精确 定义 。 

十 七 世纪 和 十 八 世纪 的 数学 家 ,在 研究 运动 和 变化 中 ,把 
一 个 量 * 在 连续 流动 中 持续 的 趋向 一 个 极限 值 ,的 观念 视 作 
当然 的 事 而 接受 下 来 。 联系 到 原来 就 流动 的 时 间或 性 质 像 时 
间 的 量 *>， 他 们 考察 随 着 * 运动 的 第 二 个 量 x = f(x)。 问题 
是 当 * 向 zx 运动 时 ,要 给 f(x)“ 趋 于 "或 “ 趋 近 ”一 个 固定 值 < 
这 个 观念 以 确切 的 数学 意义 . 

但 是 , 从 季 诺 (Zeno) 和 他 的 几 个 侍 论 而 后 , 连续 运动 的 
直觉 的 物理 观念 或 形而上学 的 观念 ， 都 避 开 了 作出 精确 的 数 
学 表示 的 企图 . 沿 着 一 个 离散 的 序列 61, 0 as"… 一 步 一 步 
走 下 去 是 没有 困难 的 ， 但 是 在 处 理 数 轴 上 整个 区 间 上 的 一 个 
连续 变量 x 时， 就 不 能 说 出 * 如 何 按照 区 间 上 所 有 的 值 的 大 
小 次 序 一 个 点 一 个 点 的 “ 趋 近 * 固 定 值 mx 了 .因为 直线 上 的 点 
组 成 称 密 集 ， 在 已 经 到 达 的 已 知 点 后 没有 “下 一 个 ”点 。 当 
然 , 在 人 们 头脑 中 ,连续 的 直观 观念 ,在 心理 上 是 实在 的 。 但 
是 ， 数学 上 的 不 可 能 性 并 未 因此 而 解决 ， 因此 在 直观 观念 和 数 
学 语言 〈 它 是 为 了 以 确切 的 逻辑 术语 来 描述 我 们 直觉 上 与 科 
学 有 关 的 特征 的 ) 之 间 必 然 存 在 着 不 一 致 的 地 方 ， 季 诺 的 悖 
论 尖 锐 的 指出 了 这 个 差异 . 

柯 西 的 成 就 在 于 认识 到 ,只 要 涉及 数学 概念 ,任何 关于 连 
续 运动 的 先 验 的 直观 观念 , 是 能 够 各 免 其 至 必须 避免 的 。 如 
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经 常见 到 的 那样 ,由 于 放弃 了 形而上学 方向 上 的 努力 , 转 而 只 
采用 那些 在 原则 上 相应 于 “可 观测 到 的 ”现象 的 观念 ， 从 而 开 
肝 了 科学 进步 的 途径 ， 如果 我 们 分 析 连续 趋 近 这 个 词 的 真 
正 意思 ,和 在 一 个 特定 的 情形 下 必须 如 何 对 它 进行 检验 ,那么 
就 不 得 不 接受 像 柯 西 这 样 的 定义 。 这 个 定义 是 静态 的 它 没 
有 预先 假定 运动 的 直观 观念 ,相反 只 有 这 样 一 个 静态 的 定义 ， 
才 可 能 对 时 间 上 的 连续 运动 作 精 确 的 数学 分 析 ， 并 且 就 数学 
科学 来 说 ,解决 了 季 诺 的 屠 论 . 

在 (se, 5) 定 义 中 , 自 变量 是 不 动 的 ; 它 不 以 任何 物理 意义 
去 “ 趋 于 ?或 “ 趋 近 ” 一 个 极限 x%。 然 而 这 个 词 和 符号 一 -> 仍然 
人 保留， 而 且 没 有 一 个 数学 家 需要 或 者 想 忽 视 它们 所 表示 的 只 
有 启示 性 的 直观 感觉 ， 但 当 打算 按 真正 科学 的 办 法 来 检 证 一 
个 极限 的 存在 性 时 ,必须 应 用 这 个 〈s，5) 定义 ， 究 竟 这 个 定 
义 是 否 令 人 满意 地 对 应 于 直观 “动态 ”的 趋 近 的 观念 ， 这 和 
几何 公理 是 否 满意 的 提供 了 空间 直观 观念 的 描述 是 同一 类 问 
题 。 两 方面 的 表述 都 丢掉 了 一 些 直观 认为 是 真实 的 东西 , 但 
是 它们 对 表示 这 些 概 念 的 内 容 提 供 了 一 个 合适 的 数学 结构 ， 

如 同 在 序列 极限 的 情况 那样 , 柯 西 的 定义 ,关键 是 把 考察 
变量 的 “自然 ”次序 颐 倒 过 来 .首先 我 们 把 注意 力 集中 在 因 变 
量 的 界限 。 上 ， 然 后 确定 自 变量 的 一 个 合适 的 界限 8。 语句 
“ 当 x 一 如 了 时 fx) 一 a” 只 是 对 每 个 正 数 。 都 能 这 样 作 的 一 
个 简单 说 法 .特别 是 , 这 句 话 的 任何 一 部 分 , 例如 “x 一 x.”， 
本 身 是 没有 意义 可 言 的 . 

还 有 一 点 应 该 强调 的 是 在 令 x*“ 趋 近 于 ”x 时, 我 们 可 以 
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人 允许 x 大 于 或 小 于 ,但 却 要 求 + 疡 x, 因而 明确 地 排除 了 它 
们 相等 : * 趋 近 于 x,, 而 永 不 取 值 %n， 这 样 ,这 个 定义 可 以 用 
于 xz 一 x 上 没有 定义 ， 而 当 * 趋 近 于 六 时 有 确定 极限 的 函 
数 , 例 如 第 390 页 考察 过 的 函数 


/Co = < 一生， 
要 除去 x 一 x 相应 于 这 样 的 事实 , 即 当 = 一 co 时 求 序列 6，， 
例如 一 一 的 极限 ,我 们 决 不 把 ”一 co 代入 这 个 式 子 里 . 
但 是 ， 当 * 趋 近 于 时 , f(x) 可 以 以 下 述 的 方式 趋 于 极 
限 a; 即 在 在 值 x < = 使 Kz) 一 a。 例如 ,考虑 函数 
x 


当 * 趋 于 0 时 ,我 们 不 允许 * 等 于 零 , 但 对 所 有 的 x < 0 都 有 
f(x) 一 1， 所 以 按照 我 们 的 定义 , 极限 4 存在 且 等 于 1。 


3，sx 的 极限 


如 果 * 表示 一 个 角 的 弧度 , 那么 表达 式 sx , 除 * 一 0 
外 ， es x 都 有 定义 , 当 x+ 一 0 时 ， 上 式 变 为 没有 意义 的 符 
号 二 。 利用 三 角 函 数 表 , 读者 可 以 计算 当 x 很 小 时 2 的 
值 . 这 些 表 都 是 用 和 角度 制 给 出 的 ,我 们 回忆 $ 1 第 二 小 节 
es es 
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EL 
xz 一 - 工 ) 一 0.01745 
180 7 


(这 里 到 小 数 点 后 五 位 数 ), 用 四 位 数 表 , 对 以 下 各 角 , 我 们 求 


出 
10°, x = 0.1745, sinx 一 0.1736, Si* ~ 0.9948, 
x 


5°, 0.0873 ， 0.08722， 0.9988， 
2。， 0.0349， 0.0349， 1.0000， 
Is 0.0175 ， ” 0.0175， 1.0000。 
虽然 这 里 的 数字 只 精确 到 四 位 ,但 仍 可 以 显示 出 
1 当 x 一 0 时 ， (1) 


x 


我 们 现在 对 这 个 极限 关系 作 一 个 严格 证 明 。 
由 三 角 函 数 单位 圆 的 定义 ， 如 果 
* 是 角 BOC 的 弧度 , 当 


z 
0~=x<=C— 
: 2 


图 169 时 ,我 们 有 
三 角形 0BC 的 面积 一 > 1. sinx, 


扇形 0BC 的 面积 一 二 “zx ( 见 第 365 页 )， 
三 角形 084 的 面积 一 二 1" 名 
所 以 
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siny < YY < tx 


除 以 sinx ,得 到 
jr 
sinx Cosx 
或 
cosx 一 snz 一 1 (2) 
x 
又 


1 + cosx __ 1 一 cos’x 


1 十 cosx 1 十 cosx 


1 一 cosy 一 (] 一 cosy) - 


es .2 
sin2x - 
一 一 一 -一 < sin2x 
1 十 cosx 


因为 sinx 二 x， 可 见 
1 一 cosx < x’, (3) 
或 


1—x’ < cosr, 
与 (2) 合 并 ,得 出 最 后 的 不 等 式 


1— wo Sn 


一 1。 (4) 
虽然 我 们 作 了 0 二 x 二 一 一 的 假定 ,3 这 个 不 等 式 对 


0 
2 


也 仍然 正确 ,因为 
sin(—x) 一 一 sintz sin 


(eo) 
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并 且 (一 xz)* 一 x 
极限 关系 (1) 是 (4) 的 直接 结果 ， 因为 2 与 1 的 差 小 
于 z, 选择 |z| < 5 一 Vs 就 能 使 它 小 于 任意 数 s， 


习题 : 〈1) 由 不 等 式 (3), 推导 当 *~*0 时 ,有 极限 关系 


一 Cosx 
1 0 
w 


求 下 列 函数 当 * 一 0 时 的 极限 


(2) i (3) sinx ; (4) tgx ; (5 sinax 
x x 


x(x— 1) x 
sinax xsin% 
(6) sin6x ” (7) 工 一 cosx” 


(8) Sm= (如 果 * 表 示 角度 ) 


(9) 工 一 二 (10) Bs- 


tgx sinx tg 


4 当 x 一 wm 时 的 极限 


如 果 变 量 * 充分 大 ,那么 函数 
f(x) 一 二 


变 为 任意 小 ,或 “ 趋 于 0”. 事实 上 ,这 个 函数 当 * 增加 时 的 性 
态 , 实质 上 与 序列 二 当 ” 增 加 时 的 性 态 相同 , 我 们 给 出 一 个 
一 般 的 定义 : 如 果 对 于 不 论 多 么 小 的 正 数 。， 都 能 找到 一 个 
正 数 天 (依赖 于 。), 只 要 |x| > 天 ,就 有 
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If(*) 一 al < 8， 
那么 就 说 当 * 趋 于 无 穷 大 时 函数 f(x) 有 极限 a, 记 作 
f(x)—>a 当 x 一 0 时 
(比较 第 392 页 相应 的 定义 .) 


在 函数 f(x) 一 二 的 情形 《对 它 。 ~ 0)， 读 者 可 立即 验 
证 ,选取 一 二 就行 了 。 


习题 : 1) 说 明 先 前 的 定义 
1(x)—a 当 * 一 co 时 
相当 于 
f(x)—a 当 工 一 0 时 。 


证 明 以 下 各 极限 关系 成 立 
2) 二 个 二 一 1 当 x 一 oo 时 。3) Sl 当 x 一 co 时 。 
* 站 


ed 当 x 一 co 时 。 


4) 0 当 x 一 cc 时 。 5) = 


sin x 


6) 


一 0 当 * 一 co 时 ,7) 于 王 没有 极限 , 当 x 一 oo 时 。 


xX 十 Cosx 
8) 定义 :“f(*) 王 00 当 * 一 co 时 ”, 并 举 一 例 ， 
在 函数 f(*) 的 情形 和 序列 ee 的 情形 之 间 有 一 点 不 同 。 在 序列 情 
形 , ” 只 能 增加 , 趋 于 无 穷 大 ， 但 对 于 函数 , 我们 可 以 让 x 按 正 的 方向 
或 负 的 方向 趋 于 无 穷 大 。 如 果 只 想 讨论 当 * 取 很 大 的 正 值 时 的 f(*) 
的 趋势 ,我 们 用 条 件 * > 天 代替 条 件 |*x| > 天 就 可 以 了 ， 而 当 * 取 很 大 
的 负 值 时 , 我 们 用 条 件 *< 一 K。 我 们 分 别 用 符号 * 一 十 co 和 * 人 一 5 
表示 这 两 个 “ 单 边 ” 趋 于 无 穷 的 情形 。 
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§4 连续 性 的 精确 定义 


在 $1 第 五 小 节 我 们 叙述 过 函数 的 连续 性 的 判别 准则 如 
下 ;“ 如 果 * 趋 于 时 ,还 数 (x) 趋 近 于 了 Cx), 以 f(x) 为 极 
限 ， 那 么 就 说 函数 1(x) 在 点 x 一 x 是 连续 的 . “如 果 我 们 分 
析 这 个 定义 ,我 们 知道 它 由 两 个 不 同 的 要 求 组 成 : 

a. 当 x 趋 于 zx 时 , f(x) 的 极限 4 必须 在 在 . 

b. 这 个 极限 a 必须 等 于 值 f(x,). 
如 果 在 第 392 页 的 极限 定义 中 ,我 们 令 一 fx)， 那 么 连续 
性 的 条 件 取 如 下 的 形式 ”如果 对 于 任意 不 论 多 么 小 的 正 数 
s, 总 能 找到 一 个 正 数 5 (依赖 于 e), 使 得 对 满足 不 等 式 

lz 一 2 一 5 


的 所 有 * 都 有 

|fCx) 一 f(x)| < e， 
那么 就 说 函数 f(x) 在 * 一 x 是 连续 的 . 《极限 定义 中 含有 的 
限制 x < x 在 这 里 是 不 必要 的 ,因为 不 等 式 

IfC(x) — fx)| < 
自然 是 满足 的 .) 

作为 一 个 例子 ,让 我 们 检验 函数 交 (x) 一 有 * 在 点 x 一 0 的 
连续 性 ， 我们 有 
f(x*) 一 一 0。 


现在 任意 指定 正 值 6, 例 如。 一 i 那么 必须 证 明 当 x* 限 
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图 171 在 x 一 2 不 连续 的 函数 


制 在 充分 接近 x 一 0 时 ， 对 应 的 js) 的 值 和 0 的 差 不 大 于 


1 一 了 1 
Too 即 在 1 和 1 之 间 。 立即 可 以 看 到 ， 如 果 我 们 限 


1 1 a 
制 * 和 «一 0 的 差 小 于 6 一 /105 一 南 ; 那么 它 就 不 会 直 
过 这 个 界限 ; 因为 如 果 |x| 一 地 ,那么 
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a 
1000” 


按照 同样 的 方法 我 们 可 以 用 s 一 10“，10 一 或 任何 需要 的 界 
限 来 代 蔡 


1fo1 = 1x| < 


和 
1000 
5 一 Yes 将 总 能 满足 要 求 ,因为 如 果 
lxz| <~Ye, 那么 |x)| = {#1 <e. 

以 连续 的 (e，8) 定 义 为 基础 ， 用 类 似 的 方法 能 证 明 所 有 
的 多 项 式 ,有 理 函数 和 三 角 函 数 是 连续 的 ,但 要 除去 那些 能 使 
函数 变 为 无 穷 的 * 的 个 别 值 。 

借助 函数 x = f(x) 的 图 象 , 连续 性 的 定义 可 以 用 如 下 的 
几何 方式 表示 出 来 ， 选择 任意 正 数 s， 并 画 两 条 高 度 分 别 为 
f(xi) 一 e、f(x1) 十 6 且 与 * 轴 平行 的 直线 . 那么 必然 可 以 找 
到 一 个 正 数 8, 使 得 位 于 以 * 为 中 心 宽度 为 28 的 竖 直 带 域内 
的 那 部 分 图 象 ， 也 同样 包含 在 以 (x) 为 中 心 宽度 为 2 的 水 
平 带 域内 ， 图 170 表明 函数 在 连续 , 而 图 171 表明 函数 在 
x 不 连续 ， 在 后 一 种 情形 , 不 论 以 x 为 中 心 的 竖 直 带 域 取 得 
多 窄 ， 带 内 总 含有 一 部 分 图 象 在 对 应 于 所 选 的 。 的 水 平 带 域 
之 外 . 

如 果 我 断言 ,已 知 函数 上 = 1(*) 在 值 x = 处 是 连续 的 ,就 是 说 我 
准备 和 你 一 起 履行 如 下 的 约定 . 你 可 以 选择 任意 正 数 6， 小 到 你 所 要 
的 程度 ， 但 必须 是 固定 的 。 那么 我 一 定 能 找到 一 个 正 数 5, 使 得 当 
Ix 一 x|<65 时 ,有 |1(x) 一 f(x1)|<s， 我 不 是 一 开始 先 提出 数 5, 来 满 
足 你 后 来 任意 选择 的 6, 我 所 选择 的 6 依赖 于 你 所 选择 的 8。 如 果 你 能 
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找到 一 个 。 使 我 不 能 提出 一 个 适当 的 5, 那么 就 积 我 的 断言 矛盾 了 . 因 
此 为 了 证 明 对 一 个 函数 x = 1(x) 的 任何 具体 情形 都 能 履行 我 的 约定 。 
通常 雷 要 构造 一 个 明显 的 正 函 数 
6 = 9p(8), 
它 对 每 个 正 数 。 都 有 定义 ， 用 它 我 能 证 明 当 lx 一 x| <5 时 ,总 有 
I(x) 一 fx)| < se。 对 函数 = fx) = *# 在 值 * = 0 的 情形 , 函数 
5 一 p(s) 就 是 5= Ms. 
习题 ，1) 证明 sinx， cos* 是 连续 函数 . 


2) 证 明 和 二 和 VI + 二 是 连续 的 . 


现在 很 清楚 ,连续 性 的 (s, 5) 定义 ,与 我 们 所 能 看 到 的 有 
关 函 数 的 事实 是 一 致 的 。 近代 科学 判别 一 个 概念 是 否 有 用 ， 
或 者 一 个 现象 是 否 在 “科学 上 存在 ”, 其 标准 要 看 能 否 观测 它 
(至 少 在 原理 上 )， 或 能 否 转化 为 可 观测 的 事实 ， 就 这 一 方面 
来 说 ,连续 性 的 定义 是 和 近代 科学 的 一 般 原理 相 一 致 的 . 


85 ”有关 连续 函数 的 两 个 基本 定理 
1. 布尔 查 诺 定理 


B. 布尔 查 诺 〈B. Bolzano) 《1781 一 1848), 一 个 受 经 院 哲 
学 教育 的 天 主教 牧师 ， 是 最 早 把 严格 的 近代 概念 引入 数学 分 
析 中 的 人 之 一 ， 他 的 重要 著作 “无穷 的 悖 论 " 在 1850 年 出 版 . 
从 这 里 人 们 首次 认识 到 ， 许 多 有 关连 续 函 数 的 表面 上 很 明显 
的 命题 ,如 果 想 得 到 普遍 利用 , 就 必须 加 以 证 明 , 而 且 是 能 够 
证 明 的 ， 下 面 关 于 一 元 连续 函数 的 定理 是 一 个 例子 . 
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如 果 一 元 连续 函数 在 连续 的 闭 区 间 4 之 x 之。 上, 对 x 
的 某 个 值 它 是 正 的 ,而 对 另 一 个 值 它 是 负 的 ,那么 必定 有 :> 的 
某 个 中 间 值 使 函数 值 为 零 . 这 样 ， 如 果 当 x 由 a 变 到 2 时 
1(x) 是 连续 的 , 且 f(a) < 0, f(2) > 0, 那么 在 a 和 2 之 间 存 
在 * 的 一 个 值 a, a 二 a 二 56, 使 f(a) 一 0. 

布尔 查 诺 定 理 完全 符合 连续 曲线 的 直观 观念 ， 即 如 果 一 
条 连续 曲线 要 由 * 轴 下 面 的 一 个 点 ,到 x* 轴 上 面 的 一 个 点 , 那 
么 这 条 连续 曲线 必然 在 某 一 处 穿 过 * 轴 ， 对 于 不 连续 函数 这 
就 不 一 定 正确 ,如 第 364 页 图 157。 


“2， 布尔 查 诺 定 理 的 证 明 


这 里 将 给 出 这 个 定理 的 严格 证 明 (我 们 可 以 像 高 斯 和 另外 一 些 伟 
大 的 数学 家 那样 , 不 加 证 明 地 接受 和 利用 这 个 事实 )。 我 们 的 目的 是 把 
这 个 定理 化 为 实数 系 本 身 的 基本 性 质 。 特别 是 化 为 有 关 区 间 套 的 戴 特 
金 - 康 托 公 理 (第 101 页 )。 为 此 ， 我 们 考察 函数 人 x*) 的 定义 区 间 7， 


a<*x<b， 然 后 取 中 点 一 人 二 “， 平 分 这 个 区 间 。 如果 在 这 个 中 点 


我 们 发 现 人 *1) = 0, 那 么 就 无 需 再 证 明了 。 如 果 1(x1) 半 0, 那么 1x ) 
必 或 大 于 零 或 小 于 零 。 无 论 那 一 种 情形 , 在 7 的 两 半 中 有 一 个 仍 有 下 
述 的 性 质 : 和 *) 在 它 的 两 个 端点 符号 相反 .我 们 称 这 个 区 间 为 .继续 
这 个 过 程 ,平分 5; 那么 或 者 在 的 中 点 , 作 *) 二 0; 或 者 我 们 可 以 选择 
一 个 区 闻 7, 它 是 7 的 一 半 , 在 这 个 区 间 的 两 个 端点 , 1(*) 的 符号 相反 . 
.重复 这 个 过 程 ,或 者 在 有 限 次 平分 区 间 后 求 得 一 点 *， 使 (x) 二 0, 或 
者 得 到 一 个 区 间 套 序列 1, 1, 1,,…*。 在 后 一 种 情形 , 戴 特 金 - 康 托 公 
理 保 证 在 7 内 有 一 点 “ 属于 所 有 这 些 区 间 。 我 们 将 断定 万) = 0, 由 
于 这 个 点 “的 存在 就 证 明了 定理 。 


。404 。 


图 172 ”布尔 查 诺 定 理 


直到 现在 为 止 还 没有 用 到 连续 性 的 假定 。 现在 要 用 一 点 间接 推 
理 ， 以 确定 我 们 的 结论 。 我 们 通过 反 设 并 引出 矛盾 来 证 明 f(&«) = 0， 
假定 f(«) 关 0, 例 如 fa) = 28>0。 因 为 f(x*) 是 连续 的 我 们 能 找到 
(可 能 很 小 ) 一 个 以 为 中 点 ,长 为 25 的 区 间 J, 使 得 Kx) 在 区 间 了 上 
的 所 有 值 与 Ke) 的 差 都 小 于 s。 因为 f(«) = 2s, 所 以 我 们 能 保证 区 
闻 了 内 处 处 都 有 1(x)>e, 也 就 是 在 7 内 1(*)>0。 但 是 区 闻 J 是 固定 
的 ,又 因为 1 是 收缩 趋 于 0 的 所 以 如 果 ”充分 大 ,小 区 间 1 必然 落 到 
J 内 。 这 就 产生 了 矛盾 ; 因为 由 选择 1 的 方法 知道 函数 1(*) 在 每 个 
区 间 1 的 两 个 端点 符号 相反 ， 那 么 f(x) 在 区 间 j 内 的 某 些 点 必 是 负 
值 。 这样, 由 f()>0 的 不 合理 与 Ke)< 0 的 不 合理 (用 同样 的 方法 证 
明 ), 就 证 明了 Kx) = 0. 


3. 维尔 斯 特 拉 斯 极 值 定理 


关于 连续 函数 另 一 个 重要 而 直觉 上 可 信和 的 事实 ， 是 由 维 
尔 斯 特 拉 斯 (1815 一 1897) 建立 的 ,在 使 数学 分 析 趋 于 更 加 严 
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格 方面 ,他 的 贡献 或 许 比 任何 人 都 大 .这 个 定理 叙述 如 下 : 如 
果 函 数 在 一 个 区 间 1，a 入 * 委 8 上 连续 (包括 区 间 的 端点 
a 和 2), 那么 在 区 间 了 内 必然 至 少 存 在 一 点 , 在 这 点 f(x) 取 
得 最 大 值 M , 而 且 有 另 一 个 点 ,使 f(x) 取得 最 小 值 mw. 说 得 
直观 些 , 这 就 是 连续 函数 a 一 f(x) 的 图 象 必然 至 少 有 一 个 最 
高 点 和 一 个 最 低 点 . 

重要 的 是 要 了 解 到 :， 如果 函数 f(x) 在 7 的 端点 不 连续 ，. 
那么 这 个 命题 不 一 定 正确 ， 例 如 ,函数 

f(x) 一 二 


在 整个 区 间 0 <* < 1 内 部 是 连续 的 ,但 在 此 区 间 上 f(x) 却 

没有 最 大 值 ， 一 个 不 连续 函数 (即使 它 是 有 界 的 ) 也 不 一 定 有 

最 大 值 或 最 小 值 ， 例 如 ,在 区 间 0 和 * 1 上 ,定义 
f(x)=x 当 是 无 理 数 ， 


fo) 一 寺 当 * 是 有 理 数 ， 


考虑 这 个 很 不 连续 的 函数 js)， 这 个 函数 取 值 总 在 0 和 1 之 
间 。 事 实 上 ,如 果 选 择 x 为 充分 接近 0 和 1 的 无 理 数 ,那么 函 
数值 可 以 任意 接近 于 (只 要 我 们 愿意 ) 0 或 1， 但是, f(x) 不 
能 等 于 1 或 0, 因为 对 于 有 理 数 *, 有 f(x) 一 二 ,而 对 于 无 理 
数 , 有 f(x) 一 *。 所 以 0 和 1 都 不 能 达到 . 


* 维 尔 斯 特 拉 斯 定理 能 用 证 明 布 尔 查 诺 定理 的 同样 方法 证 明 。 我 
们 把 了 分 为 两 半 , 且 都 是 闭 区 间 , 设 为 x 和 7"。 我 们 集中 考虑 可 以 在 其 
中 找到 人 x) 的 最 大 值 的 区 间 7 ,除非 在 1" 内 存在 一 点 “, 使 4) 超过 
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7 内 f(x) 的 一 切 值 ; 在 后 一 种 情形 我 们 选取 7 。 被 选取 的 区 间 叫 作 
1。 我 们 用 分 割 ! 的 同样 方法 分 割 h， 得 到 一 个 区 间 1!;、 如 此 继续 下 
去 . 这 个 过 程 将 确定 一 个 闭 区 间 套 序列 LAS lss bs Da，。 它 包含 一 个 
点 zx。 我 们 将 证 明 值 Kz) = M 是 1(x) 在 区 间 1 上 取得 的 最 大 值 即 在 
1 内 不 能 有 一 个 点 ,使 Ke)> M。 假 设 有 这 样 一 个 点 5, 使 f(s) 二 MM 十 
28, 其 中 s 是 一 个 正 数 (可 能 很 小 )。 由 于 1(*) 的 连续 性 ,以 > 为 心 ,在 
z 的 附近 可 以 标 出 一 个 小 区 间 K ,使 :在 它 的 外 面 ,并 且 在 K 内 使 Kz) 
的 值 和 i(z) = M 的 差 小 于 s, 也 就 是 在 内 一 定 有 f(x)<M + 6. 但 
是 当 z 充分 大 时 , 1, 将 进入 k 内 ,而 1 是 这 样 定义 的 ，1; 外 部 的 x 所 对 
应 的 x*) 值 不 能 超过 1 内 的 所 有 * 对 应 的 值 ， 因 为 :是 在 1 的 外 面 ， 
且 Ks)>M + 6, 而 在 * 内 ,因而 在 1 内 ,我 们 有 x)<M + 8 于 是 引 
出 了 矛盾 . 

最 小 值 w 的 存在 性 可 以 用 同样 的 方法 证 明 ， 也 可 以 直接 利用 刚才 
证 明 的 结果 ,因为 f(x) 的 最 小 值 是 a(x*) = 一 1(*) 的 最 大 值 . 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 二 元 或 多 元 *,y*… 连续 函数 的 维尔 斯 特 拉 
斯 定理 。 代替 带 有 端点 的 区 间 , 我 们 考察 闭 区 域 , 例如， 在 *、y- 平 面 
上 的 带 有 边界 的 矩形 。 

习题 : 在 布尔 查 诺 和 维尔 斯 特 拉 斯 定理 的 证 明 中 ,什么 地 方 用 到 了 
1(*) 在 整个 区 间 a 三 x 6 上 (而 不 是 在 区 间 4a <x* 乏 2 或 a<xy<8 
上 ) 有 定义 且 是 连续 的 假定 ? 

布尔 查 诺 和 维尔 斯 特 拉 斯 定理 的 证 明 有 一 个 明显 的 非 构 
造 性 的 特点 。 它 们 没有 提供 一 个 方法 ， 使 得 通过 有 限 步骤 能 
实际 求 出 符合 指定 精确 程度 的 函数 零 值 点 、 函 数 最 大 值 点 或 
最 小 值 点 .证 明 的 仅 是 我 们 所 希望 的 值 的 存在 性 ， 或 者 倒 不 
如 说 ， 证 明了 不 存在 是 不 合理 的 . 这 是 “直觉 主义 者 ”所 反对 
的 ( 见 第 121 页 ) 另 一 个 重要 例子 ,有 些 人 甚至 坚持 这 样 的 定理 
应 当 从 数学 中 清除 掉 . 初学 数学 的 人 ， 大 可 不 必 像 批评 家 们 
那样 ， 把 这 些 看 的 过 于 严重 ， 
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*4. 有 关 序 列 的 一 个 定理 ” 紧 致 集 


设 x x zx 是 任意 一 个 全 部 都 包含 在 闭 区 间 7, “ 和 
x < 内 的 无 穷 数列 ; 取 值 可 以 相同 或 不 相同 .这 个 序列 可 
能 有 极限 也 可 能 没有 极限 。 但 在 任何 情况 下 , 我 们 总 可 以 从 
这 样 的 序列 中 ,通过 删 掉 某 些 项 ,而 抽出 一 个 以 区 间 工 内 某 个 
y 为 极限 的 无 穷 子 序列 ,73, 7;，,*… 来 . 

要 证 明 这 个 定理 , 我 们 用 工 的 中 点 和 二 二， 把 了 分 为 丙 


个 闭 子 区 间 7',。 和 7”; 


了 <xz< 人， 
1": < 和 rb. 


这 两 个 区 间 中 ,至 少 有 一 个 含有 原 序列 的 无 穷 多 项 +,, -我们 
称 它 为 有. 在 1 内 任 选 x 中 的 一 项 ,例如 xa, 称 它 为 加 ， 现 
在 以 同样 的 方法 来 处 理 I， 因为 在 内 有 无 穷 多 项 xs, 那么 
在 1 的 两 半 中 至 少 有 一 个 有 无 穷 多 项 , 称 它 为 1,, 因 此 我 们 一 
定 能 在 1 内 找到 之 几 的 项 zw, 在 这 些 项 中 任 选 一 个 叫 它 为 
为， 这 样 进行 下 去 ,我 们 能 找到 一 个 区 间 套 序 列 1,12,1,,…， 
和 一 个 原 序列 的 子 序列 思 , y, 沁 ，"…… ,使 得 对 每 个 4, 都 有 9 
在 1, 内 。 这 个 区 间 套 最 后 退缩 到 了 的 一 点 7, 显然 序列 ， 
力 , "有 极限 y。 这 就 是 所 要 证 明 的 。 
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以 上 的 讨论 , 可 以 按照 近代 数学 的 典型 方法 进行 推广 。 让 我 们 孝 
察 变 化 范围 为 的 变量 xX, 其 中 s 是 定义 了 某 个 “距离 ” 杉 念 的 一 般 集 . 
5 可 以 是 平面 的 或 空间 的 点 集 , 但 这 不 是 必须 的 ,例如 5 可 以 是 平面 上 
所 有 三 角形 组 成 的 集 。 如 果 * 和 Y 是 两 个 三 角形 , 4, B,C 和 4 , B'， 
5' 分 别 是 它们 的 顶点 , 那么 我 们 可 以 定义 两 个 三 角形 的 “距离 ”是 这 样 
的 数 


d(x, y) 一 44 + BB’ 十 CC 
其 中 44' 等 表示 点 4 和 4' 之 间 的 普通 的 距离 。 只 要 在 集 s 上 有 这 样 
一 个 距离 ”的 概念 ,我 们 就 可 以 定义 5 的 元 素 的 序列 Xi，Xs，X，… 趋 
于 (3 内 的 ) 极 限 元 素 X 的 概念 。 这 就 是 指 当 x 一 oo 时 , 4(X， Xs) 一 0。 
如 果 从 5 的 任意 一 个 元 素 序 列 Xi，X:，X:，…， 中 ,总 能 抽出 一 个 趋 于 某 
个 $ 内 的 极限 元 素 工 的 子 序列 来 ,那么 我 们 就 说 这 个 集 5 是 紧 致 的 .在 
上 一 段 我 们 已 经 证 明 , 闭 区 闻 a < x < 6 在 这 个 意义 上 是 紧 致 的 。 所 
以 紧 致 集 的 概念 可 以 认为 是 数 轴 上 闭 区 间 的 推广 。 注意 整个 数 轴 不 是 
紧 致 的 ,因为 整数 集 1， 2, 3 ,4,5…… 即 不 趋 于 任何 极限 , 它 的 任意 子 序 
列 也 都 没有 极限 。 不 包含 端点 的 开 区 间 ，, 像 0 < x < 1 也 不 是 紧 致 集 ， 


因为 序列 二 ， 二 ， 十 ，… 或 它 的 任 一 个 子 序列 都 趋向 极限 0, 而 0 不 


是 这 个 开 区 间 的 点 。 用 同样 的 方法 可 以 证 明 由 正方 形 或 矩形 内 部 点 组 
成 的 平面 上 的 这 域 不 是 紧 致 的 , 但 是 如 果 加 上 边界 点 就 成 为 紧 致 的 了 ， 
还 有 ,顶点 在 一 个 已 知 圆 的 内 部 或 圆周 上 的 所 有 三 角形 的 集 是 紧 致 的 . 

如 果 变 量 X 的 变 域 是 在 任 一 已 定义 有 极限 概念 的 集 5 上 ， 我 们 可 
以 把 连续 性 的 概念 推广 到 这 种 情形 。 函数 = F(X)， 其 中 * 是 实数 ， 
如 果 对 于 以 xX 为 极限 的 任 一 元 素 序 到 X,，X,，X,,*……*， 对 应 的 数列 
F(X1), F(X,),… 趋 于 极限 F(X), 那么 就 说 该 函数 在 元 素 X 处 是 连续 
的 (也 可 以 给 一 个 对 应 的 〈s,6) 定义 )， 对 一 个 定义 在 任 一 紧 致 集 上 的 
一 般 连 续 函 数 很 容易 证 明 维 尔 斯 特 拉 斯 定理 也 成 立 : 

如 果 “* 一 F(X) 是 定义 在 紧 致 集 5 上 的 任 一 连续 函数 ,那么 在 5 中 
总 有 一 个 元 素 , 使 F(X) 取 得 最 大 值 ,也 有 一 个 元 素 , 使 F(X) 取得 最 小 
值 。 
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掌握 住所 涉及 的 一 般 克 念 ,证 明 便 很 简单 , 但 是 我 们 将 不 进一步 讨 
论 这 些 了 。 它 在 第 七 章 中 还 要 出 现 , 在 那里 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 的 普遍 定 
理 , 在 极 大 和 极 小 值 理论 中 是 很 重要 的 。 


8 6 布尔 查 诺 定理 的 一 些 应 用 
1 几何 上 的 应 用 


布尔 查 诺 这 个 简单 而 普遍 的 定理 ， 可 以 用 来 证 明 许多 初 
看 不 很 明显 的 事实 ， 我 们 先 证 明 : 如 果 4 和 是 平面 内 的 任 
意 两 个 区 域 ,那么 在 平面 内 一 定 存在 一 条 直线 ,该 直线 同时 平 
分 4 和 B。 所 谓 一 个 “区 域 ”, 是 指 平面 内 一 条 简单 闭 曲 线 所 
包围 的 部 分 . 

让 我 们 先 在 平面 上 选择 某 一 固定 点 P, 并 且 从 P 引出 一 条 
射线 PR 当 作 度 量 角度 的 始 边 . 如 果 作 与 PR 的 夹 角 为 * 的 任 
一 射线 PS, 那 么 在 平面 上 会 有 一 条 与 PS 同方 向 且 平 分 区 域 4 
的 有 向 直线 .因为 ,如 果 我 们 作 一 条 与 PS 同方 向 的 有 向 直线 
4, 但 它 整 个 在 4 的 一 侧 , 然后 平行 地 移动 这 条 直线 , 直到 直 
线 处 在 位 置 i;( 见 图 173), 那么 由 区 域 4 在 直线 右 侧 ( 如 果 直 
线 指 北 , 则 东 向 是 右 侧 ) 的 面积 减 去 4 在 直线 左 侧 的 面积 所 定 
义 的 函数 ,其 值 对 4 是 负 的 ,对 是 正 的 .因为 这 个 函数 是 连 
. 续 的 ,由 布尔 查 诺 定理 , 必 有 某 个 中 间 位 置 :使 它 为 零 , 也 就 
是 /平分 了 4. 辣 此 ,对 于 x* 由 x 一 0° 到 x 一 360° 的 每 个 
值 x, 平 分 4 的 直线 /都 是 唯一 确定 的 ， 
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图 173 同时 平分 两 个 区 域 


现在 把 函数 y 一 f(x) 定义 为 了 在 直线 1, 右 侧面 积 减 去 


8 在 1; 左 侧 的 面积 。 假设 直线 ,与 PR 同方 向 且 平分 了 4， 
并 且 B 在 4 右 侧 的 面积 大 于 左 侧 ; 则 对 x 一 0", ?是 正 的 .如 
果 x* 增加 到 180°, 那么 直线 lw 和 RP 平行 , 它 虽 然 和 一样 
的 分 割 4, 但 与 1, 方向 相反 , 右 和 左 互 换 ,因此 7》 在 x = 180” 
时 和 在 x 一 0° 时 的 数值 相同 , 但 符号 相反 , 所 以 是 负 的 ， 当 
/旋转 时 , y 是 x 的 连续 函数 , 那么 在 0” 和 180° 之 间 , 存在 
x 的 某 个 值 w, 使 y 等 于 零 . 因此 方向 线 1 同时 平分 4 和 B. 
到 此 证 明 完毕 . 

注意 , 虽然 我 们 证 明了 具有 所 需要 的 性 质 的 直线 的 存在 ， 
但 没有 说 明 怎 样 真 正 作出 这 条 直线 与 构造 性 定理 比较 , 这 
又 一 次 显示 了 数学 在 在 性 证 明 的 不 同 之 处 ， 

一 个 类 似 的 问题 如 下 : 在 平面 内 只 给 出 一 个 区 域 ， 要 求 
用 两 条 相互 垂直 的 直线 把 它 分 割 为 四 个 相等 的 部 分 ， 为 了 证 
明 这 总 是 可 能 的 ,我 们 回 到 前 面 对 任 意 角 x 定义 了 i; 的 情形 ， 
但 不 再 去 管 B， 我 们 取 litw, lz+w 与 1: 垂直 ， 且 也 平分 4， 
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Leg 


一 


如 果 4 的 四 片 如 图 174 所 示 , 那 么 有 
Ai+ A;= A;+ A 
和 A;+ A; = A t+ A 
由 此 ,由 第 一 个 等 式 减 去 第 二 个 等 式 , 则 
Ai— A;= A;— Ai, 
即 
Ai = A;, 
并 因此 有 


A; = Ai, 
所 以 如 果 我 们 能 证 明 在 在 一 个 角 a, 使 得 对 1。 有 
dai(o) 一 dz(o)， 
那么 定理 就 得 到 证 明 ,因为 对 这 样 的 角 , 四 个 面积 都 相等 .为 
此 ,通过 作 1; 定义 一 个 函数 7 一 f(x), 设 
jz) 一 Ai(x) 一 da(x)。 
当 * 一 0° 时 ,1(0) 一 4(0) 一 4:(0) 可 能 是 正 的 .在 这 种 情 
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况 下 , 当 * 一 90? 时 ， 

A.(90) 一 490) 一 400) 一 40) = 40) 一 400) 
就 将 是 负 的 。 因 为 当 * 由 0° 增加 到 90 ”时 f(x) 是 连续 变动 
的 ,所 以 在 0" 和 90° 之 间 在 在 某 个 值 a, 使 

f(a) = 4i(o) — A:(0) 一 0。 
直线 1,。 和 1.sm 就 把 这 个 区 域 分 成 了 四 个 相等 的 部 分 ， 
有 趣 的 是 这 些 问题 可 以 推广 到 三 维和 更 高 维 空 间 去 .在 
三 维 情形 ,第 一 个 问题 变 为 : 已 知 空间 的 三 个 立体 , 求 同 时 平 
分 三 个 立体 的 平面 。 找 出 这 个 平面 ,永远 是 可 能 的 , 它 的 证 明 
要 再 次 利用 布尔 查 诺 定 理 。 高 于 三 维 的 情形 ， 定 理 也 是 正确 
的 ,但 其 证 明 露 要 更 高 深 的 方法 ， 


*2. 力学 问题 上 的 一 个 应 用 


作为 本 节 的 结束 ， 我 们 将 讨论 一 个 表面 看 来 很 困难 的 力 
学 问题 ,但 在 连续 性 概念 的 基础 上 加 以 讨论 , 它 却 很 容易 解决 
《这 是 惠 特 尼 提 出 的 ). 

设 列 车 由 4 站 沿 直线 轨道 行驶 到 了 站 ， 且 其 行程 不 一 定 
是 匀速 或 匀 加 速 的 . 列车 在 到 达 8 以 前 能 以 任意 方式 行驶 ， 
或 加 速 ,或 减 慢 , 或 暂时 停止 , 甚至 倒退 一 会 儿 。 但 是 列车 的 
确切 的 运动 情况 ,假定 事先 已 经 知道 , 即 函数 * 一 f(z) 是 已 知 
的 ,其 中 * 是 列车 与 4 站 的 距离 , : 是 时 间 ， 它 由 起 动 的 瞬间 
开始 计算 . 在 一 车 箱 的 底板 上 , 用 枢 轴 装置 一 竿 ,假定 在 倒 在 
底板 上 以 前 它 可 以 在 无 产 掠 力 的 情况 下 或 前 或 后 地 转动 〈 如 
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果 竿 一 磁 到 底板 ,就 假定 以 后 它 总 停留 在 底板 上 ;也 就 是 假定 
竿 不 会 弹 距 起 来 )。 试 问 能 否 把 笔 置 于 某 一 位 置 ,在 列车 开动 
的 瞬间 把 竿 放 开 ,让 它 只 在 重力 和 列车 运动 的 影响 下 移动 ,使 
在 由 4 到 8 的 整个 行程 中 ,这 午 不 倒 落 在 底板 上 ? 


图 175 


对 任 一 已 知 的 运动 过 程 ,在 重力 和 反作用 力 的 作用 下 ,只 
靠 适 当选 择 笔 的 初始 位 置 这 一 条 件 , 就 能 使 竿 保持 这 种 平衡 ， 
这 一 点 似乎 是 不 可 能 的 。 但 我 们 马上 将 说 明 这 样 一 个 位 置 总 
是 存在 的 . 

这 个 论断 初 看 起 来 似乎 是 荡 雇 的， 但 只 要 集中 在 事情 的 
主要 拓扑 性 质 上 就 容易 证 明了 .不 需要 很 多 动力 学 定律 的 知 
识 ; 只 需要 承认 如 下 一 个 物理 性 质 的 简单 假定 : 竿 的 运动 连 
续 依赖 于 它 的 初始 位 置 . 设 用 竺 与 底面 的 初始 夹 角 * 来 刻画 
竿 的 初始 位 置 ， 且 用 y 表示 在 行程 终了 时 ， 即 列车 到 达 如 点 
时 竿 与 底面 的 夹 角 ， 假 如 竿 落 在 底面 上 , 则 ?一 0 或 ?一 。 
对 一 个 已 知 初始 位 置 *, 那么 根据 我 们 的 假设 ,终点 位 置 ? 由 
一 个 函数 y 二 g(x) 唯一 确定 ， 这 个 函数 是 连续 的 并 且 当 
xz 一 0 时 ,7 一 0; 当 * 二 z+ 时 , 》 一 x, 《这 后 面 的 断言 , 简 
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单 的 表示 为 如 果 竺 一 开始 就 在 底面 上 ， 那 么 就 保持 平 放 在 底 
面 上 ). 现 在 作为 区 间 0 志 * 和 7 的 连续 函数 g(x), 它 的 全 部 
取 值 在 g(0) 一 0 和 g(x) 一 < 之 间 ; 结 果 是 对 任意 ? 值 ,例如 


y= 本 必 有 xz 的 特定 的 值 ,使 得 g(x) = 》, 特别 是 , 必 存 在 


一 个 初始 位 置 ， 使 到 B 站 时 竿 的 终点 位 置 生 直 于 底面 。〈 注 
意 : 在 这 个 论证 中 , 不 要 忘记 列车 的 运动 一 经 确定 就 不 再 改 
变 ). 
当然 ,推理 完全 是 理论 性 的 ， 如 果 行 程 是 很 长 的 过 程 ,或 
列车 运行 (表示 为 :== f(z)) 是 很 不 规律 的 ， 那 么 对 于 那些 使 
最 终 位 置 g(x) 与 0， 不 同 的 初始 位 置 * 来 说 其 范围 是 很 小 
的 ,任何 试图 使 针 在 可 以 感觉 到 的 时 间 内 ,保持 和 板 垂直 的 人 
们 是 都 会 明白 这 一 点 的 . 我 们 的 推理 即使 对 讲 实用 的 人 来 说 
仍然 有 价值 ,因为 它 说 明了 如 何 无 需 技 巧 性 的 处 理 ,只 是 用 简 
单 推理 ,就 能 得 到 动力 学 中 定性 的 结果 ， 
习题 1) 利用 第 408 页 的 定理 , 说 明 上 面 的 推理 可 以 推广 到 
行程 时 间 是 无 限 的 情形 . 1 
2) 推广 到 列车 沿 平 面 上 任 一 曲线 运动 , 笔 可 以 向 任何 方向 下 
落 的 情形 (提示 : 使 圆周 上 每 一 点 都 不 动 的 映射 把 一 圆 盘 连续 映 
射 到 它 的 圆周 上 是 不 可 能 的 . 〈 见 第 327 页 ))。 
3) 证 明 当 车 是 平稳 的 , 而 且 竿 是 在 与 垂直 位 置 的 夹 角 为 s 时 
放 开 的 条 件 下 , 当 。 趋 于 零 时 , 竿 落 在 底面 上 所 需要 的 时 间 趋 于 无 穷 。 
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第 六 章 补充 极限 和 
连续 的 一 些 例 题 


$1 极限 的 例题 
1 一 般 说 明 


在 很 多 情形 中 ， 序 列 e。 的 收 剑 性 能 用 下 面 一 类推 理 证 
明 . 我们 找 另外 两 个 序列 5 和 cs, 它们 的 项 的 结 鬼 比 原来 的 
序列 简单 , 且 对 每 个 * 有 

bs < an SE cn. (1) 

这 时 ,如 果 我 们 能 证 明 序列 5, 和 <,, 都 收敛 于 同一 个 极限 w， 
那么 。 也 就 收敛 于 极限 a， 我 们 把 这 个 命题 的 证 明 留 给 读 
者 . 

很 清楚 , 若 要 运用 这 个 方法 ,就 要 用 到 不 等 式 ， 所 以 最 好 
复习 一 下 不 等 式 的 算术 运算 应 遵循 的 几 个 基本 法 则 ， 

1. 如 果 a 之 5, 那么 a 十 c 之 5 十 c( 不 等 式 两边 可 以 同 
时 加 上 任意 一 个 数 ). 

2. 如 果 a 之 5 且 数 。 是 正 的 ,那么 ac > 5c (一 个 不 等 式 
可 以 同 乘 以 任意 一 个 正 数 )， 

3. 如 果 a 过 5, 那 么 一 5 < 一 。 (两 端 同 乘 以 一 1, 则 不 等 
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式 反 号 ). 例如 2 一 3, 但 一 3 一 一 2. 
4. 如果 a 和 & 有 同样 的 符号 ,并 且 a 二 5, 那么 


5. la 十 2| 委 lol 十 12|。 


2.4 的 极限 


如 果 9 是 大 于 1 的 数 , 那么 g" 将 无 限 增 大 , 即 能 超过 任 
意 大 的 界限 , 像 9 = 2 的 序列 2, 27, 2，.… 就 是 这 样 ， 这样 
的 序列 * 趋 于 无 穷 大 ”( 见 377 页 )。 一 般 情况 下 的 证 明 是 根据 
一 个 重要 的 不 等 式 (第 27 页 已 证 过 ) 

(1+h">1+n > nh, (2) 
其 中 是 任意 正 数 , 我 们 令 9g 一 1 十 有 ,其 中 之 0; 那 么 
gqg'=(l+)">nh 
如 果 丰 是 任意 一 个 正 数 ,不 论 它 多 么 大 ,那么 对 所 有 ”> 二， 
就 有 
和 全 MD 
所 以 9" 一 co。 

如 果 4 一 1, 那么 序列 g" 的 项 都 等 于 1, 因 此 1 是 这 个 序 
列 的 极限 。 如 果 4 是 负 的 ,那么 9 将 交错 变 为 正 值 和 负 值 ， 
并 且 如 果 g 过 一 1, 它 没有 极限 ， 

习题 : 对 最 后 的 一 句 话 给 出 严格 证 明 。 

在 第 93 页 我 们 已 说 明 如 果 一 1 < 4 < 1 那么 g 一 0， 
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我 们 可 以 对 这 个 事实 给 出 另 一 个 非常 简单 的 证 明 . 首先 考察 
0 二 4g < 1 的 情形 ， 这 时 数 g, ,9 … 组 成 一 个 以 0 为 下 界 
的 单调 减少 的 序列 ， 所以， 按照 第 378 页 ， 这 个 序列 必 趋 
于 一 个 极限 :gq 一 a。 这 个 关系 式 的 两 端 同 乘 以 4， 得 到 
4 一 a9， 

但 gt! 和 gq" 应 有 同一 个 极限 ， 因 为 增加 的 指数 用 ”或 
n 十 1 表示 是 没有 关系 的 . 所 以 ag 一 a, 或 (9 一 1) 一 0 
因为 1 一 94 关 0, 这 就 推出 < 一 0. 

如 果 4 一 0, 命题 ?一 0 是 显然 的 . 如 果 一 1 二 4g < 到 0， 
那么 0< 14| < 1; 所 以 由 前 面 的 讨论 ,有 14"| 一 141" 一 0， 
由 此 可 见 当 |9| < 1, 总 有 gq” 一 0。 至 此 证 明 完 毕 ， 

习题 : 证 明 当 ”一 co 时 : 


(3) ( 2 ;) 当 * > 2 时 趋 于 无 穷 , 当 |z| < 2 时 趋 于 0 
3.%p 的 极限 


对 任意 国定 的 正 数 p, 序列 os 一 VP，、 即 序列 p, VP ， 
Mp，YYp,.…. 有 极限 1: 

"Jp >1, no0, (3) 

符号 VP 是 指正 4 次 根 ， 对 于 负数 p, 当 是 偶数 时 , 没有 
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实 的 = 次 根 . i 

要 证 明 关系 式 (3), 我 们 首先 设 p > 1: 那么 /? 也 将 大 
于 1， 这样 我 们 可 以 令 

/Pp = 1 h,, 
其 中 加 是 依赖 于 = 的 正 量 ， 由 不 等 式 (2) 知 
p=(l+ hi) > nhn, 
两 边 除 以 4, 得 
0 二 二 二 。 


又 因为 序列 名 一 0 和 <, 一 过 都 以 0 为 极限 , 由 第 一 小 节 的 
讨论 知道 , 当 增加 时 ，h。 也 以 0 为 极限 .因此 , 当 p> 1 
时 , 就 证 明了 我 们 的 论断 ， 这 里 我 们 得 到 这 样 一 个 典型 的 例 
子 , 即 ， 要 了 解 一 个 极限 关系 ,这 里 是 如 -> 0, 就 把 h 夹 在 两 
个 界限 之 间 , 而 这 两 个 界限 比 如 更 容易 求 得 极限 . 

附带 地 , 我 们 已 经 导出 了 Vp 和 1 之 间 的 差 如 的 一 个 
估计 值 , 这 个 差 必定 总 小 于 二 


如 果 0 二 p 二 1, 那么 /Pp < 1， 我 们 可 以 令 


7 /一 一 1 
V 和 
其 中 %, 仍 是 依赖 于 ? 的 正 数 . 由 上 面 得 到 
本 1 下 
六 《1 十 hy nh 
从 而 0 =h, a 
np 
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从 这 里 我 们 断定 当 ” 增加 时 , 有 趋 于 0。 所 以 ,由 
/5 ~ 


+ hs 

求 得 Vp 一 1. 

开 =” 次 方 有 等 值 化 的 效果 。 当 # 增加 时 , 任 一 个 正 数 开 
2 次 方 趋 于 1, 它 的 效果 其 至 更 强 , 即 如 果 被 开 方 数 不 是 一 个 
常数 ,在 某 些 情况 下 也 能 使 极限 是 1。 我 们 将 证 明 序列 

i 
趋 拉 1, 即 当 ”增加 时 
V >” 一 1 
用 一 点 技巧 ,利用 不 等 式 (2) 就 可 以 证 明 这 个 事实 . 代替 ”的 
2 次 方 根 ,我 们 来 讨论 V * 的 # 次 方 根 ， 如 果 我 们 令 
VV7 1+ hk, 
其 中 心 是 依赖 于 ” 的 正 数 ,那么 由 不 等 式 得 出 
V za = (1 +k) > ak, 


Vn 1 
从 而 k, = 3 | 
An Va 

所 以 EL 
十 已 <<1 十 一 十 二. 


不 等 式 右 端 当 ”增加 时 趋 于 1， 从 而 Y = 也 必 趋 于 1。 
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4. 不 连续 函数 当 作 连续 函数 的 极限 


我 们 可 以 考察 这 样 一 种 序列 a。 的 极限 ， 其 中 os 不 是 
固定 数 , 而 是 依赖 于 变量 x 的 函数 : oa 一 fa(*)。 如 果 当 
= ->co 时 ， 这 个 序列 收 剑 ， 那 么 它 的 极限 也 是 * 的 函数 ， 

-fxz) = limf,(*). 
这 种 把 函数 1(*) 当 作 另 一 些 函 数 的 极限 的 表示 方法 ,在 把 “高 
等 "函数 f(x) 化 为 初等 函数 f(x) 时 ,常常 是 有 用 的 . 
i nn 例如 ,让 我 


们 考察 序列 (x) 一 十 二 去。 当 1z| 一 1 时 ， 我 们 有 一 
1, 因此 对 每 个 > 有 ， 

je) 一 于， 
从 而 

fo 一 过 


当 |x| 二 1, 我 们 有 x” 一 0, 因此 扣 (x) 一 1, 而 当 1x| > 1 
我 们 有 x” 一 co, 因此 f(x) 一 0。 总 的 概括 为 : 

当 lz| < 1， 

当 |x| 一 1， 

当 |x| > 1， 


1 一 和 本 二 全 一 


on 
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这 里 , 不 连续 函数 f(x) 被 表示 为 一 列 连续 的 有 理 隙 数 的 航 限 
了 . 
另 一 个 有 趣 的 有 类 似 特点 的 例子 由 序列 


f(x) J + pe 
给 出 。 当 x = 0 时 , f(x) 的 值 都 是 零 ,因此 
f(0) = limf,.(0) = 0。 

当 * 关 0 时 ,表达 式 

二 

l1+x’ 
是 正 的 且 小 于 1; 利用 等 比 级 数 的 结果 可 以 保证 当 w >00 时 
fs《*) 是 收敛 的 。 它 的 极限 , 即 无穷 等 比 级 数 的 和 ,是 
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1 一 9 1 一 1 


等 于 1 十 w*， 这 样 我 们 看 出 ， 当 x 关 0 时 ， 刀 (x*) 赵 于 函数 
f(x) 一 1 十 2, 而 当 x 一 0 时 , f(x) 一 0, 这 个 函数 在 * 一 0 
有 一 个 可 去 的 不 连续 点 。 


“5. 极限 的 又 代 求 法 


有 的 序列 的 项 常常 是 以 这 样 的 方式 得 到 的 。 由 a, 得 到 
an+l 和 由 as-i 得 到 a 的 法 则 是 一 样 的 ; 按 同样 的 法 则 ， 无 
限 次 的 重复 作 下 去 ， 可 从 一 个 已 知 的 首 项 开始 ， 产 生 … 个 序 
列 。 这 种 情形 我 们 叫 作 “又 代 ”求法 ， 
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例如 ,序列 


i i a 
有 这 样 一 个 形成 的 法 则 ,第 一 次 以 后 的 每 一 项 ,都 是 1 加 上 前 
一 项 后 的 平方 根 ， 这 样 , 公 式 
4 一 1 Qntl = MI 十 mw 
确定 了 整个 序列 . 让 我 们 求 它 的 极限 ， 显 然 对 x > 1， 有 
an > 1, 并 且 a 是 单调 增加 序列 ,因为 
obi — ob (1 + es) — (1 + a0.1) 
所 以 只 要 o > ai 就 有 os > ww。 但 我 们 知道 
wa—a=V2—1>0, 
因此 利用 数学 归纳 法 ,可 知 对 所 有 7, 都 有 ow > os 即 序列 
是 单调 增加 的 。 再 者 , 它 是 有 界 的 ,因为 由 前 面 的 结果 我 们 
有 


上 十 aa 一 工 十 and 一 ] 十 1 一 2， 


由 单调 序列 原理 , 知 当 ”一 2 时 ,ov 一 a, 其 中 是 1 与 2 之 
间 的 某 个 数 。 我 们 易 知 这 个 a 是 二 次 方程 ,x* == 1 十 * 的 正 
根 ， 因 为 当 =” 一 co 时 ,方程 x+: 一 1 十 on 成 为 四 一 1 十 a。 
解 这 个 方程 ,我 们 求 得 正 根 是 


Qntl 一 


这 样 我 们 可 以 用 一 个 登 代 过 程 解 这 个 二 次 方程 ， 只 要 耸 代 过 
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程 继续 足够 长 , 它 就 能 够 以 任意 接近 的 程度 给 出 根 的 值 ， 

用 类 似 的 方法 ,通过 登 代 法 可 以 解 很 多 其 它 的 代数 方程 ， 
例如 , 我 们 可 以 把 三 次 方程 2 一 3* 十 1 一 0 改写 为 如 下 形 
A . 

1 


a 
3—x? 


我 们 现在 任意 选择 a 的 值 例如 o 一 0, 并 且 定 义 
1 


Qn+i 一 . 
3— a2 


得 到 序列 
9 
而 二 二 一 03333.…， a 一 闻 一 0.3461.…， 
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ai -一 0.3472.….， 
1947 
， 等 等 .可 以 证 明 这 种 方式 得 到 的 序列 a 收敛 于 极限 
a = 0.3473.…， 


这 就 是 给 定 的 这 个 三 次 方程 的 一 个 解 ， 像 这 样 的 又 代 法 在 纯 
数学 和 应 用 数学 中 都 很 重要 , 在 纯 数 学 中 , 它 能 给 出 “存在 性 
的 证 明 ”, 而 在 应 用 数学 中 , 它 对 许多 类 型 问题 的 求解 提供 了 
近似 方法 . 
习题 当 = 一 co 时 
1) 证 明 Wz TI 一 Vz 一 0. 
[提示 : 把 差 改写 为 如 下 形式 


-war 


2) 求 V 二 + 一 + 2 的 极限 。 
3) 求 V 天 二 om 二 和 一 2 的 极限 。 


:1 
ye 的 极限 。 


5) 证 明 Mw 十 1 的 极限 是 1， 

6) 如 果 “> > 0， 以 实 十 中 的 极限 是 什么 ? 

7) 如 果 a>28>e>0A/ 十 吕 十 拉 的 极限 是 什么 ? 

8) 如 果 4>5>c> 0, /0 十 erer 十 Vr 的 极限 是 什么 ? 
9) 我 们 在 以 后 将 见 到 (第 567 页 ) 。 ~ lim(1 + +) ,那么 


lim (1 + 让) 是 什么 ? 


§2 连续 性 的 例题 


为 了 对 函数 的 连续 性 作 严 格 的 证 明 需 要 对 第 400 页 的 定 


义 作 确切 的 验证 。 有 了 时 这 是 一 个 很 元 长 的 手续 , 然而 幸运 的 
是 我们 在 第 八 章 中 将 见 到 )， 连 续 性 是 可 微 性 的 必然 结果 。 
因为 以 后 我 们 将 对 所 有 的 初等 通 数 系统 地 证 明 其 可 微 性 ， 所 
以 我 们 可 以 按 通 常 的 进程 省 去 连续 性 的 乏味 的 证 明 ， 但 为 进 


一 步 解释 一 般 定义 ,我 们 将 再 分 析 一 个 例子 , 通 数 


1 
十” 


f(x) 一 


我 们 可 以 限制 * 在 一 个 固定 区 闻 |x| < M 内 ,其 中 M 是 任意 


选择 的 一 个 数 ， 写 下 
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1 1 ri— x? 


1 T+ (Otr)(l+x) 

(xz x) 
(+x) (1 十 好) 
对 |x| 志 M, lx| < M ,我 们 有 

(fx) OO— fro—xllr+xl Ix—r|.2M 

因此 ,很 清楚 ,只 要 | 一 *| < 5 一 一, 左 瑞 的 差 将 小 于 任 
意 正 数 s。 

应 当 指 出 , 我 们 所 作 的 估计 是 很 宽裕 的 ,对 于 * 和 x 的 
较 大 的 值 , 读 者 很 容易 看 到 取 一 个 更 大 的 5 就 行 了 。 


f(x0) — f(x) 一 


一 (xz 一 2) 
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第 七 章 极 大 与 极 小 
引言 


直线 段 是 它 的 端点 间 的 最 短 连 线 。 球面 上 大 圆 的 一 段 弧 
是 球面 上 连接 两 点 的 最 短 曲 线 . 在 所 有 等 长 的 平面 闭 曲 线 
中 , 圆 所 包围 的 面积 最 大 ,在 所 有 等 面积 的 闭 曲 面 中 , 球面 所 
包围 的 体积 最 大 . 

这 一 类 的 极 大 与 极 小 性 质 ,希腊 人 已 经 发 现 了 ,不 过 他 们 
常常 只 是 提 到 这 些 结果 , 而 并 未 真正 证 明 过 ， 希腊 的 一 个 最 
有 意义 的 发 现 ， 要 归功 于 公元 一 世纪 亚历山大 的 科学 家 赫 伦 
(Heron)， 人 们 很 早 就 知道 , 由 点 了 发 出 的 一 条 光线 ， 磁 到 平 
面 镜 工 上 的 点 RR, 会 朝 2 点 的 方向 射 去 ,使 得 PR 和 OR 对 此 
镜面 成 等 角 . 赫 伦 发 现 , 如 果 R' 是 镜面 上 任意 其 它 的 一 点 ， 
那么 距离 PR' 十 R'O 必 大 于 距离 PR 十 RO.。 我 们 目前 要 
证 明 的 定理 就 是 ， 光 线 所 走 的 实际 路 径 PRO, 是 由 了 经 镜面 
再 到 9 的 所 有 可 能 路 径 中 的 最 短路 径 。 这 一 发 现 可 以 看 作 是 
几何 光学 理论 的 萌芽 . 

很 自然 地 , 数学 家 对 这 一 类 的 问题 将 会 感到 兴趣 . 在 日 
常生 活 中 ,常常 会 发 生 极 大 与 极 小 “最 好 ”与 最 坏 ” 的 问题 。 
很 多 重要 的 实际 问题 都 是 以 这 种 形式 表现 出 来 的 ， 例 如 : 小 
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船 应 怎样 造形 ， 才 能 使 其 在 水 中 遇 到 的 阻力 最 小 ? 数量 一 定 
的 材料 作成 怎样 的 圆柱 形容 器 才能 获得 最 大 容积 ? 

从 十 七 世纪 以 来 ， 极 值 的 一 般 理论 一 一 极 大 与 极 小 
已 成 为 科学 上 系统 的 完整 的 原理 之 一 ， 费 尔 玛 微分 法 的 第 一 
步 就 是 希望 能 用 一 般 的 方法 研究 极 大 和 极 小 问题 ， 十 七 世纪 
以 后 ,由 于 变 分 法 ”的 发 明 ， 使 这 些 方法 的 范围 大 大 扩展 了 ， 
同时 逐渐 了 解 到 自然 界 的 物理 规律 很 适 于 用 极 小 原理 来 表 
示 ; 这 个 极 小 原理 提供 了 一 个 很 自然 的 方法 ,使 我 们 差不多 能 
完全 解决 各 种 特殊 问题 ， 近 代数 学 最 显著 的 成 就 之 一 就 是 平 
稳 值 理论 ,一 一 这 是 极 值 概念 的 一 种 推广 , 它 把 分 析 和 拓扑 结 
合 在 一 起 了 . 不 过 我 们 要 讨论 的 全 部 内 容 都 是 很 初等 的 


$1 初等 几何 中 的 问题 
1。 两 边 给 定 求 面 积极 大 的 三 角形 


给 定 两 条 线段 < 和 5, 要 找 出 一 个 以 a 和 2 为 边 的 面积 极 
大 的 三 角形 .解答 很 简单 ,就 是 以 < 和 2 为 直角 边 的 直角 三 角 
形 .考虑 任意 一 个 以 a 和 2 为 边 的 三 角形 ,如 图 176. 如 果 4 


PN 


图 176 
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是 底 边 < 上 的 高 ,那么 三 角形 的 面积 是 


4 一 于 ob 


很 明显 , 当 h 取 最 大 值 时 ， 广 o% 也 最 大， 这 只 有 当下 与 5 重 
合 时 才能 发 生 , 而 这 时 就 是 一 个 直角 三 角形 。 因此 最 大 面积 


1 
ab, 
是 二 a 


2. 赫 伦 定理 。 ”光线 的 极 值 性 质 


给 定 一 条 直线 工 ,以 及 工 同 侧 的 两 点 P 和 9 ,试问 工 上 的 
哪 一 点 RR 能 使 PR 十 RQ 是 由 P 经 工 再 到 8 的 最 短路 径 2 这 
就 是 赫 伦 的 光线 问题 (如果 工 是 小 溪 的 河岸 ,有 一 个 人 要 到 
工 打 一 桶 水 从 P 尽 可 能 快 地 走 到 0， 那 么 他 要 解决 的 恰好 是 
这 个 问题 ). 为 了 解决 这 个 问题 ,我 们 把 工 当 作 一 面 镜子 ,然后 
求 出 P 在 工 中 的 反 影 点 PP， 这 样 就 使 工 垂 直 平 分 PP'， 直 线 
P'Q 与 工 的 交点 RR 就 是 所 求 的 点 。 对 工 上 的 其 它 任 意 点 R'， 
要 证 明 PR 十 RO 小 于 PR' 十 RO 是 很 简单 的 。 因为 
PR 一 PR,， 以 及 PR' 一 PR'， 所 以 ， 

PR+-RO=~PR+RO=P'O, 

并 且 PR 十 R'O 一 P'R' 十 R'0, 但 是 PR'+ RO 比 PO 大 
《因为 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 )， 因 此 ，PR' 十 R'O 比 
PR 十 RQ 大 ， 这 就 是 所 要 证 的 。 在 下 面 的 讨论 中 我 们 假设 
P 和 9 都 不 在 直线 LL 上， 
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图 177 赫 伦 定理 


由 图 177 可 以 看 出 ， 人 3 = 2， 并且 人 2 二 和 1 所 以 
达 3 二 和 1. 换 名 话说 , R 是 使 PR、QR 与 世 成 等 角 的 点 .由 
此 可 见 ,光线 在 工 反射 的 时 候 ( 由 实验 知 ， 人 射 角 与 反射 角 相 
等 ), 实 际 上 要 走 由 了 P 经 工 到 2 的 最 短路 径 。 这 和 引言 中 所 提 
过 的 一 样 . 

这 个 问题 可 以 推广 到 包含 若干 条 直线 工 、M …… 的 情形 
上 去 ,例如 ,假设 有 两 条 直线 L、M 和 两 个 点 P、92， 如 图 178 


图 178 两 镜面 之 间 的 反射 
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所 示 , 试 求 由 P 经 工 ,然后 经 M, 最 后 到 达 98 的 最 短路 径 。 设 
9' 是 2 对 于 对 的 反 影 点 ，9” 是 2 对 于 工 的 反 影 点 . 画 PO 
交工 于 R, 画 RO' 交 M 于 $; 那么 R 和 3 就 是 所 求 的 点 ,它们 
使 PR 十 RS 十 50 是 由 P 经 工 ,再 经 M， 最 后 到 2 的 最 得 
路 径 ， 这 个 事实 的 证 明 , 和 前 一 个 问题 的 证 明 很 相似 ,我 们 把 
它 留 给 读者 作 练 习 。 如 果 工 和 M 是 两 面 镜子 , 由 P 发 出 经 工 
反射 到 M 再 经 M 反 射 到 2 的 光线 ， 将 和 工交 在 R， 和 MM 交 在 
5; 因此 , 光线 仍然 是 最 短路 径 ， 


图 179 


人 们 或 许 要 找 出 由 了 先 经 M ,再 经 工 , 到 9 的 最 短路 径 ， 
这 也 给 出 一 条 路 径 PRS0( 见 图 179), 确 定 它 和 确定 前 一 条 路 
径 的 方法 类 似 ， 第 一 条 路 径 的 长 度 可 以 大 于 、 等 于 或 小 于 第 
二 条 路 径 

*# 习 题 : 证 明 如 果 0 和 在 直线 ?9 的 同一 侧 ， 那 么 第 一 条 路 径 的 
长 度 小 于 第 二 条 路 径 。 又 在 什么 条 件 下 ,两 条 路 径 的 长 度 相等 ? 
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3. 三 角形 问题 上 的 应 用 


利用 赫 伦 定理 ,下 面 两 个 问题 很 容易 解决 ， 

a) 给 定 三 角形 的 面积 4 和 一 边 c = PO; 在 所 有 这 样 的 
三 角形 中 ， 试 求 其 它 两 边 “、2 的 和 为 最 小 的 三 角形 。 因 为 
4 一半 je， 所 以 给 定 三 角形 的 边 “和 面积 4, 与 给 定 边 “以 
及 。 上 的 高 4 是 一 样 的 .看 一 下 图 180 就 能 知道 ， 问 题 是 求 
一 个 点 R， 使 R 到 直线 PO 的 距离 等 于 已 知 的 ,并 且 要 使 总 
和 a 十 5 为 最 小 ， 由 第 一 个 条 件 ， 可 知 R 必 在 与 PO 距离 为 
下 的 平行 直线 上 .把 赫 伦 定理 应 用 于 P 和 2 与 等 距 的 这 种 
特殊 情形 就 得 出 了 答案 所 求 的 三 角形 PRO 是 等 腰 三 角 
形 . 


图 180 给 定 底 和 面积 , 周 长 最 短 的 三 角形 | 
b) 在 三 角形 中 , 设 给 定 一 边 c 以 及 其 它 两 边 的 和 a 十 &; 
在 所 有 这 样 的 三 角形 里 , 求 面积 为 最 大 的 三 角形 。 这 刚好 是 
a) 的 逆 问 题 ， 这 个 问题 的 答案 仍然 是 a 一 b 的 等 腰 三 角形 . 
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因为 刚才 已 经 证 明 ， 在 等 面积 三 角形 中 ， 这 个 等 腰 三 角形 使 
4 十 5 为 最 小 ;也 就 是 说 ,任何 其 它 以 < 为 底 具 有 同样 面积 的 
三 角形 , a 十 2 都 较 大 。 并且 由 a) 显然 知道 ,任意 以 “为 底 
的 三 角形 ,面积 若 大 于 这 个 等 腰 三 角形 的 话 , a 十 b 的 值 也 较 
大 . 因此 ,任何 其 它 具 有 相同 的 a 十 和 和 的 三 角形 ,必然 面 
积 较 小 ,所 以 在 给 定 “ 以 及 a 十 。 的 条 件 下 ,这 个 等 腰 三 角形 
是 具有 最 大 面积 的 三 角形 。 


4. 精 圆 和 双 曲 线 的 切线 性 质 “ 相 应 的 极 值 性 质 


赫 伦 问题 和 某 些 重要 的 几何 定理 有 着 密切 的 关系 . 我们 
已 经 证 明 过 , 若 R 是 工 上 使 PR 十 RO 为 极 小 的 点 , 那么 PR 
和 R9 与 蕊 成 等 角 。 下 面 我 们 把 这 个 极 小 总 距离 记 作 2a。 设 
pz 和 4g 分别 表示 平面 上 任 一 点 到 P 了 和 8 两 点 的 距离 ， 我 们 考 
虑 平面 上 所 有 使 p 十 4 一 2e 的 点 的 轨迹 .这 个 轨迹 是 一 个 
椭圆 , 它 以 P 和 2 为 焦点 , 并 且 过 直线 上 的 R 点 . 另外 , 工 


还 必须 在 R 点 和 椭圆 相 切 。 如 果 工 除外 , 还 交 椭圆 于 男 一 
点 R', 那么 IL 有 一 段 应 在 椭 贺 内 部 ;因为 容易 知道 ,对 于 椭圆 


R 


图 181 椭 贺 的 切线 性 质 
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内 部 的 点 , p 十 9 小 于 24， 外 部 的 点 ， 大 于 24， 所 以 这 段 上 
的 每 一 点 的 p 十 9, 要 小 于 2a。 又 因为 我 们 已 知 工 上 的 点 有 
p 十 49 之 2a， 因 此 工 与 椭圆 男 有 交点 是 不 可 能 的 。 所 以 工 必 
在 FR 与 椭圆 相 切 。 但 我 们 知道 , PR、RQ 与 工 的 夹 角 是 相等 
的 ; 因此 我 们 附带 的 证 明了 一 个 重要 的 定理 : 椭圆 的 切线 与 


Pp’ 


NA-~~ 十 


182 |PR 一 0R| = 极 大 值 


下 面 一 个 问题 和 上 面 的 讨论 密切 有 关 : 给 定 一 条 直线 工 

和 它 两 侧 的 两 点 P 和 2( 见 图 182), 求 TL 上 的 一 点 R, 使 量 
jp 一 49| 即 由 P, 9 到 R 的 距离 之 差 的 绝对 值 为 极 大 (我们 将 
假定 工 不 是 PO 的 垂直 平分 线 ; 因为 这 时 对 工 上 的 任意 点 R 
都 使 p 一 9 等 于 0, 问 题 没 有 意义 ). 要 解决 这 个 问题 , 首先 求 
P 对 工 的 反 影 点 , 得 到 与 2 同一 侧 的 点 已 。 对 于 工 上 任意 点 
R', 我 们 有 pp 一 RP 一 RP', g 一 RO. 因为 R ,0 和 P' 可 以 
看 作 一 个 三 角形 的 顶点 ， 所 以 量 |p 一 g| 一 [RP' 一 ROI 决 
:会 比 PO 大， 这 是 由 于 三 角形 两 边 之 差 不 大 于 第 三 边 的 原 
故 . 如果 R', P' 和 98 都 在 一 条 直线 上 , 如 图 所 示 , |p 一 91 应 
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等 于 P'9, 所 以 所 要 求 的 点 R 是 过 P' 与 2 的 直线 和 工 的 交点 ， 
和 前 面 的 情况 一 样 ,很 容易 知道 RP、ROQ 与 工 成 等 角 , 因为 三 
角形 RPR' 和 RP'R' 是 全 等 的 . 

这 个 问题 还 和 双 曲 线 的 切线 性 质 有 关 ， 正 如 上 一 问题 和 
椭圆 有 关 一 样 。 如 果 差 的 极 大 值 |PR 一 CR| 是 24, 我 们 可 
以 考察 平面 上 所 有 使 |p 一 9| 为 24 的 点 的 轨迹 .这 是 以 了 和 
0 为 焦点 ,通过 R 点 的 双 曲 线 ， 容易 知 道 ,就 双 曲 线 两 支 之 间 
的 区 域内 的 点 来 说 , ? 一 9 的 绝对 值 是 小 于 24 的 ， 而 对 焦点 
所 在 的 双 曲 线 两 侧 的 区 域内 的 点 来 说 ， 一 & 的 绝对 值 是 大 
于 2a 的 . 用 与 椭圆 情形 相同 的 论证 ,可 知 工 一 定 和 双 曲 线 在 
及 点 相 切 .究竟 工 与 两 支 中 的 哪 一 支 相 切 , 要 看 忆 和 2 哪 一 点 
更 接近 工 而 定 ; 如 果 P 较 近 ,P 附近 的 那 一 支 将 与 世相 切 , 同 
样 ,对 8 也 是 如 此 ,( 见 图 183). 如 果 P 了 和 9 与 工 的 距离 相等 ， 
那么 工 与 双 曲 线 的 任 一 支 都 不 相 切 ， 取 而 代 之 的 情形 是 工 成 
为 双 曲 线 的 一 个 渐 近 线 . 只 要 我 们 注意 到 在 这 种 情况 下 , 前 
面 的 作 图 中 因为 直线 P'Q 将 平行 于 工 ， 所 以 不 会 产生 (有 限 ) 


图 183 ” 双 曲 线 的 切线 性 质 
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点 R,， 就 会 觉得 这 个 结果 是 有 道理 的 了 . 

和 前 面 一 样 ， 以 上 讨论 已 证 明了 如 下 的 熟知 的 定理 : 双 
昌 线 任 一 点 的 切线 ， 平 分 这 个 切 点 和 双 曲 线 两 焦点 连 线 毛 张 
成 的 角 ， 

使 人 们 有 点 奇怪 的 是 ,如 果 P 和 92 在 工 的 同 侧 ,我 们 要 解 
决 的 是 一 个 极 小 问题 ,而 如 果 P 和 98 在 工 的 异 侧 , 却 要 考虑 极 
大 问题 。 但 是 立刻 可 以 看 到 这 是 很 自然 的 。 在 第 一 个 问题 
里 ， 如 果 工 向 两 端 (不 论 那个 方向 ) 无 限 延 伸 的 话 ,那么 每 一 
个 距离 请 和 9, 因而 十 49， 将 无 限制 地 增 大 . 因此 无 法 求 
请 十 4 的 极 大 值 ， 而 只 可 能 讨论 极 小 问题 .第 二 种 情形 就 大 
不 相同 了 ,这 里 了 和 9 在 工 的 两 人 出 ， 在 这 里 为 了 避免 混 清 ,我 
们 把 差 p 一 9， 它 的 负 值 4 一 p， 以 及 绝对 值 |p 一 4| 区 分 开 
来 ;对 于 绝对 值 , 可 以 有 极 大 问题 。 这 种 情形 最 好 这 样 理解 : 
如 果 我 们 令 尺 沿 直 线 工 运动 ， 并 通过 不 同 的 位 置 ，R:，R,， 
R;,"……。 于 是 必 有 一 点 使 差 ? 一 4 是 零 . 这 就 是 P, 9 的 垂 
直 平 分 线 与 工 的 交点 ， 这 个 点 就 给 出 了 绝对 值 |p 一 4| 的 极 
小 值 ， 但 是 , 在 这 个 点 的 一 边 ,了 比 4 大 , 而 在 这 个 点 的 男 一 
边 ,了 比 4 小 ; 因此 , 量 p 一 4 在 这 个 点 的 一 边 , 是 正 的 ,而 在 
另 一 边 则 是 负 的 。 所 以 在 lp 一 9| 一 0 的 这 个 点 ， 即 不 是 
p 一 9 的 极 大 值 也 不 是 ? 一 4 的 极 小 值 ， 可 是 ,使 |p 一 41 取 
得 极 大 值 的 点 实际 上 是 一 4 的 极 值 . 如 果 p > q, 得 到 的 
是 ?一 4 的 极 大 值 ; 如 果 4 > p, 得 到 的 是 4 一 ?的 极 大 值 ， 
因而 是 ?一 4 的 极 小 值 ，? 一 4 的 极 大 值 或 极 小 值 能 否 求 
得 ,要 看 两 个 给 定点 P、 8 对 直线 工 的 位 置 而 定 。 
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我 们 已 经 知道 , 如 果 P, 9 与 工 等 距离 ,上述 的 极 大 问题 
是 无 解 的 ,因为 那 时 图 182 中 的 直线 已 将 平行 于 工 。 这 相当 
于 无 论 沿 工 的 哪个 方向 趋 于 无 穷 远 时 ,数量 |p 一 9| 趋 于 一 
个 极限 值 。 这 个 极限 值 等 于 PQ 在 工 上 的 垂直 投影 * 的 长 度 
(读者 可 以 作为 练习 来 证 )， 如 果 P、9 和 工 等 距离 ， 那 么 
lz 一 91 总 小 于 这 个 极限 , 而 不 存在 极 大 值 , 这 是 因为 对 每 一 
点 ,我 们 总 能 找到 更 远 的 点 ,使 |p 一 4| 更 大 ,但 它 仍然 不 等 
于 


*5. 到 给 定 曲 线 的 距离 的 极 什 


首先 ， 我们 来 确定 由 定点 了 到 给 定 曲 线 C 的 最 短 和 最 长 
距离 。 为 了 简单 起 见 , 我 们 假设 C 是 每 一 点 都 有 切线 的 简单 
闭 曲线 ,如 图 184 所 示 ( 这 里 在 直观 基础 上 承认 了 曲线 的 切线 
概念 ,这 个 概念 将 在 下 一 章 进行 分 析 ). 答案 是 很 简单 的 : 如 
果 曲 线 C 上 的 一 点 RR 使 距离 PR 是 极 小 值 或 极 大 值 , 则 必然 
使 得 直线 PR 垂直 于 C 在 R 点 的 切线 ; 换 句 话说 ，PR 垂直 于 
C. 证 明 如 下 : 以 P 为 贺 心 并 过 R 点 的 圆 必 与 曲线 相 切 。 因 
为 如 果 R 是 具有 最 短 距离 的 点 , C 必然 全 部 在 圆 外 ,那么 曲线 
不 能 在 R 点 穿 过 圆 ,而 如 果 R 是 具有 最 长 距离 的 点 ,C 必然 全 
部 在 圆 内 ， 曲 线 也 不 能 在 R 点 穿 过 《这 是 由 于 下 面 明显 的 事 
实 ; 任意 在 圆 内 部 的 点 ,到 P 的 距离 小 于 RP, 而 如 果 点 在 圆 
的 外 部 ， 它 到 了 的 距离 一 定 大 于 RP)。 因此 圆 和 5C 相 接 于 R 
并 在 RR 有 闻 一 切线 .现在 直线 PR 是 圆 的 半径 ， 它 垂直 于 圆 
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在 KR 点 的 切线 ,所 以 必 在 R 点 垂直 于 曲线 C。 


图 184 到 曲线 的 极 值 距离 


附带 指出 ,这 样 一 个 闭 曲 线 的 直径 , 即 它 最 长 的 弦 , 必然 
在 它 的 两 个 端点 垂直 于 C。 这 个 证 明 留 给 读者 作 练 习 ， 在 三 
维 空间 中 有 类 似 的 命题 和 证 明 . 

习题 : 证 明 连 接 两 个 不 相交 的 闭 曲 线 的 最 短 和 最 长 线段 在 其 端点 
处 垂直 于 这 两 条 曲线 。 

第 四 小 节 中 有 关 距 离 的 和 或 差 的 问题 现在 可 以 作 推 广 
了 。 代替 直线 工 ， 现 在 考虑 一 条 每 点 都 有 切线 的 简单 闭 曲 线 
C， 并 且 给 出 两 个 不 在 C 上 的 点 P、92. 设 上 和 9 分 别 表示 曲 
线 C 上 任意 点 到 了 P 和 2 的 距离 ， 我 们 打算 在 C 上 求 出 使 和 
p 十 4 以 及 差 p 一 4 具有 极 值 的 特定 点 。 为 解决 现在 的 问 
题 ,用 在 C 是 直线 时 所 用 过 的 反射 作 图 的 简单 方法 就 不 行 了 . 
但 是 我 们 可 以 用 椭 贺 和 双 曲 线 的 性 质 来 解决 现在 的 问题 。 因 
为 C 是 闭 曲 线 ,不 再 是 延伸 到 无 穷 远 的 直线 ,所 以 极 大 和 极 小 
问题 在 这 里 都 有 意义 .这 是 因为 我 们 把 下 面 事实 看 作 是 当然 
的 : 在 一 条 曲线 的 任意 有 限 曲 线段 上 ,特别 是 在 闭 曲线 上 , 量 
pp 十 4 和 2 一 4g 有 最 大 值 和 最 小 值 ( 见 $7)。 
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对 于 和 十 4 的 情形 ， 设 R 是 C 上 使 p 十 4 为 极 大 值 的 
点 ， 并 且 记 24 为 R 点 的 p 十 4 的 值 ， 考虑 焦点 在 P、9 处 的 
椭圆 , 它 是 满足 证 4 一 24 的 点 的 轨迹 . 这 个 椭圆 在 尺 必 与 
C 相 切 (这 个 证 明 留 给 读者 作 练 习 ). 但 我 们 已 知 直线 PR、 OR 
在 RR 处 与 椭圆 成 等 角 ;因为 椭圆 与 C 切 于 R, 所 以 直线 PR 和 
QR 在 RR 处 与 C 也 必 成 等 角 ， 如 果 靖 十 9 在 尺 是 极 小 值 ， 同 
样 的 方法 可 知 PR、0OR 在 RR 处 与 C 成 等 角 ， 因此 我 们 得 到 定 
理 : 给 定 一 条 闭 曲 线 C， 以 及 C 同 侧 的 两 点 了 和 0; 那么 若 
R 是 C 上 使 和 十 4 取得 最 大 值 或 最 小 值 的 点 , 则 直线 PR 和 
QR 在 R 处 与 曲线 C《 即 与 它 的 著 线 ) 成 等 角 ， 


图 183 PR + OR 的 最 大 信和 最 小 值 图 186 PR 一 9 R 的 最 小 值 


如 果 P 在 C 的 内 部 而 8 在 外 部 ， 这 个 定理 对 十 9 的 最 
大 值 也 是 成 立 的 ,但 对 最 小 值 不 成 立 , 因 为 这 时 椭圆 退化 为 一 
条 直线 了 。 . 
以 双 曲 线 的 性 质 代 蔡 椭圆 ,那么 用 完全 类 似 的 方法 ,读者 
可 以 证 明 下 面 的 定理 :给 定 闭 曲线 C 以 及 C 蜡 侧 的 两 点 P 和 
Q; 车 C 上 的 点 是 使 ? 一 4 取得 最 大 值 或 最 小 值 的 点 ,那么 
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直线 PR、9R 与 5 成 等 角 . 我 们 再 一 次 强调 ,， 闭 曲线 的 问题 
和 无 限 长 的 直线 不 同 ,后 一 个 问题 要 找 的 是 绝对 值 |p 一 ?| 的 
最 大 值 ， 而 前 一 个 问题 中 一 9 的 最 大 值 (以 及 最 小 值 ) 是 存 
在 的 ， 


$2 基本 极 值 问题 的 一 般 原则 
1 原 则 


前 面 所 讲 的 那些 问题 ， 是 那 种 能 用 分 析 语 言 很 好 地 描述 
的 一 般 问题 的 特例 。 在 求 ? 十 4 的 极 值 问题 中 , 如 果 我 们 用 
*,y 表示 点 R 的 坐标 , zi, 表示 定点 了 的 坐标 ,xi, 为 是 2 点 
的 坐标 ,那么 
六 一 VC 一 xz 十 (一 加 2 
qg = V(x — x) + (7 —»), 
于 是 问题 就 变 成 求 函数 
f(x, y)~—~p+g 
的 极 值 了 .这 是 平面 内 处 处 连续 的 函数 , 但 具有 坐标 x，y 的 
点 是 限制 在 给 定 曲线 C 上 的 . 这 条 曲线 可 由 一 个 方程 g(x， 
y) 一 0 来 表示 ; 例如 ， 如 果 曲 线 是 一 个 单位 圆 ， 则 方程 是 
十 关 一 1 一 0。 于 是 我 们 的 问题 是 ， 在 x, 》 被 条 件 g(x， 
二 0 所 限制 的 情况 下 ,求人 x, 7) 的 极 值 ,我 们 将 考虑 这 种 
一 般 形 式 的 问题 。 
为 了 了 解 解 的 特性 ,我 们 考虑 方程 为 f(x,Y) 一 。 的 一 族 
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曲线 ;也 就 是 对 任意 的 常数 c, 所 有 以 这 种 方程 所 定义 的 曲线 ， 
而 对 于 族 中 任意 一 条 曲线 的 所 有 点 来 说 ,< 是 相同 的 。 我 们 
假设 对 平面 上 每 一 点 ,曲线 族 xz， y) 一 。 中 有 一 条 且 仅 有 
一 条 曲线 通过 它 ,( 至 少 在 曲线 C 的 邻近 是 这 样 的 . ) 那 么 当 。 
变动 时 ,曲线 f(x,y) 一 。 将 扫 过 平面 的 一 部 分 ,并 且 这 部 分 
中 没有 一 个 点 在 扫 的 过 程 中 被 扫 过 两 次 . (曲线 x*? 一 六 一 c， 
* 十》 一 c, 和 xz = < 都 是 这 样 的 曲线 族 .) 特别 , 族 中 有 一 条 
曲线 会 通过 R, 点 ,这 里 Ri 点 是 在 曲线 C 上 使 x,y) 取 到 最 
大 值 的 地 方 , 同时 另 一 条 曲线 将 通过 C 上 使 x,y) 取 到 最 小 
值 的 点 R;。 设 最 大 值 记 为 。， 最 小 值 记 为 4。 在 曲线 fx， 
y) 二 a 的 同一 侧 , fx, y) 的 值 将 小 于 。， 而 在 另 一 侧 则 大 于 
a。 因为 在 C 上 各 点 fx, y) 二。，C 必 全 部 在 曲线 f(x， 
) 一 4 的 一 侧 ; 因此 它 必 和 曲 线 在 R, 处 相 切 ， 类似, C 必 和 
曲线 (x, y) 一 5 在 R; 处 相 切 。 这 样 我 们 就 得 到 一 个 一 般 性 
的 定理 : 如 果 曲 线 C 上 的 一 点 R， 使 函数 fx, y) 具有 极 什 


图 187 ”函数 在 曲线 上 的 极 值 
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4, 那么 曲线 fx, y) 一 切 曲 线 C 于 R。 


2， 例 题 


容易 看 出 ,前 一 节 所 述 的 那些 结果 ,是 这 个 一 般 性 定理 的 
特殊 情形 .假若 P 十 9 要 有 极 值 , 涵 数 Hx, 7) 是 p 十 9, 并 且 
曲线 族 天 +,7) 一 “ 是 以 P、9 为 焦点 的 共 焦 点 椭圆 ， 由 这 个 
一 般 性 定理 可 知 ， 过 在 C 上 使 人 x, y) 取得 极 值 的 点 的 椭圆 ， 
要 在 这 些 点 与 曲线 C 相 切 . 而 在 求 * 一 4 的 极 值 的 情形 , 函 
数 亿 x,y) 是 p 一 9, 曲线 族人 x,y) 一 “是 以 P、9 为 焦点 的 
共 焦 点 双 曲 线 , 并 且 过 长 x, y) 的 极 值 点 的 双 曲 线 是 和 C 相 切 


188 共 焦 点 椭 贺 


另 一 个 例子 如 下 : 给 定 直 线段 P0, 和 男 一 条 与 它 不 相交 
的 直线 工 。 试 问 对 着 工 上 的 哪 一 点 , PO 所 张 的 角 最 大 ? 

这 里 要 找 极 大 值 的 函数 是 PO 对 工 上 各 点 所 张 的 角 6。 
对 于 顶点 为 平面 上 的 任 一 点 R, PQ 所 张 的 角 是 点 RR 的 坐标 的 
阔 数 9 = f(x, y》)， 由 初等 几何 学 ,我 们 知道 曲线 族 9 ~ f(x， 
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图 189 共 焦 点 双 曲 线 


y) 一 “是 过 P、9 的 圆 族 。 这 是 因为 在 弦 同 一 侧 的 所 有 圆周 
角 都 相等 的 原故 。 在 一 般 情况 下 ,如 图 190 所 示 , 这 些 圆 中 有 
两 个 圆 与 世相 切 , 它们 的 圆心 在 PO 的 两 人 出， 其 中 一 个 切 点 
给 出 6 的 绝对 最 大 值 ,而 另 一 个 切 点 产生 “相对 * 最 大 值 ( 即 在 
这 点 的 某 个 邻 域内 , 任 一 点 的 值 小 于 该 点 的 6 值 )， 给 出 两 个 
最 大 值 中 较 大 的 一 个 , 即 绝对 最 大 值 的 切 点 位 于 PO 延长 线 
与 直线 工 组 成 的 锐角 内 ;而 给 定 另 一 个 较 小 最 大 值 的 切 点 ,位 
于 这 两 条 直线 组 成 的 钝 角 内 《线段 PO 的 延长 线 与 工 的 交点 
给 出 0 的 极 小 值 ,等 于 零 )。 
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图 190 世上 使 P9 所 张 的 角 为 最 大 的 点 


作为 这 个 问题 的 推广 ,我 们 可 以 用 曲线 C 代替 工 ,并 且 求 
C 上 的 点 R, 使 对 着 这 一 点 ,给 定 与 C 不 相交 的 直线 段 PO 所 
张 的 角 最 大 或 最 小 。 女 以 前 一 样 ， 过 P、 9 以 及 R 的 贺 必 和 
C 相 切 于 R。 


$3 驻 点 与 微分 学 
1. 极 值 和 驻 点 


在 前 面 的 讨论 中 ,没有 用 到 微分 学 的 方法 .事实 上 ,我 们 
的 初等 方法 比 起 微 积分 来 更 为 简单 而 直接 . 就 科学 思维 的 法 
则 来 说 ， 尽 管 直 接 考 虑 问题 的 各 自 特征 比 只 依靠 一 般 方法 要 
更 好 些 ， 但 是 每 一 个 问题 都 应 以 能 说 明 其 所 用 的 特殊 方法 的 
含义 的 一 般 原理 为 指导 .这 就 是 微分 学 在 极 值 问题 上 的 真正 
作用 . 追求 一 般 化 的 近代 研究 只 表示 事情 的 一 个 方面 ， 因 为 
数学 的 活力 主要 来 自 各 个 问题 的 特色 及 其 方法 . 
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在 微分 学 的 历史 演变 中 ,有 一 些 极 大 、 极 小 问题 曾 给 它 以 
很 大 影响 . 极 值 和 微分 学 的 联系 是 这 样 引起 的 ,第 八 章 我 们 
将 详细 研究 函数 f(x) 的 导数 了 (x) 及 其 几何 意义 ， 简单 地 说 ， 
导数 (x) 是 ?一 f(x) 在 点 (x,》) 处 的 切线 的 斜率 .从 几何 
上 看 ,光滑 曲线 》 = f(x) 在 极 大 或 极 小 值 处 的 切线 必 是 水 平 
的 ,也 就 是 说 ,其 斜率 必 等 于 0. 这 样 ，f(*) 的 极 值 必 具 有 条 件 
f(x) 一 0。 


191 承 数 的 驻 点 


为 搞 清 f(x) 等 于 零 的 定义 ,让 我 们 来 考察 图 191 中 的 曲 
线 . 这 里 有 五 个 点 ，4，B，C, D, ,曲线 在 这 些 点 的 切线 都 
是 水 平 的 ; 设 f(x) 在 这 些 点 的 值 分 别 是 a, 5, ce。 4,e。 在 所 
画 的 区 间 内 , f(x) 的 极 大 值 在 D, 极 小 值 在 4。 虽然 靠近 DD 的 
那些 点 的 f(x) 的 值 要 比 5 来 得 大 ,但 5 却 比 3 的 邻 域内 其 它 
所 有 点 的 f(x) 值 要 大 , 在 这 个 意义 下 , 点 B 也 是 极 大 点 ， 由 
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此 ; 我 们 称 B 为 相对 极 大 , DD 表示 绝对 极 大 , 类 似 地 ，C 表示 
相对 极 小 , 4 表示 绝对 极 小 ， 最 后 , 我 们 观察 B, 在 点 虽然 
f(x) 一 0, 但 f(x) 既 不 是 极 大 值 ,也 不 是 极 小 值 。 由 此 可 见 ， 
f(x) 等 于 零 是 光滑 函数 1(x) 有 极 值 的 必要 条 件 ,而 不 是 充分 
条 件 ; 换 句 话说 ,任何 一 个 极 值 ,不 论 是 相对 极 值 或 绝对 极 值 ， 
都 有 f(x) 一 0, 但 不 是 任何 使 f(x) = 0 的 点 定 有 极 值 。 导 
数 等 于 零 的 点 ,不 论 它 有 极 值 还 是 没有 ,都 叫做 驻 点 ， 通 过 更 
精密 的 分 析 , 用 比较 复杂 的 以 (x) 的 高 阶 导 数 表 示 的 条 件 , 可 
以 完全 显示 出 极 大 \ 极 小 以 及 驻 点 的 其 它 特征 来. 


2. 多 元 函数 的 极 大 和 极 小 ”鞍点 


有 一 些 极 值 问题 是 不 能 用 一 元 函数 帮 x) 来 表述 的 ， 其 中 
最 简单 的 情形 就 是 求 二 元 函数 * = 1(x,y) 的 极 值 . 

我 们 可 以 把 人 x, y) 解释 成 一 个 曲面 在 xy 平面 上 的 高 度 
z。 比 方 说 我 们 可 以 把 它 解 释 成 像 一 座 山 那样 。 f(x, y) 的 极 
大 对 应 山顶 ; 极 小 对 应 谷底 或 湖底 ， 在 这 两 种 情形 下 ， 只 要 
曲面 是 光滑 的 ,其 切 平面 就 是 水 平 的 ， 但 除了 山顶 和 谷底 外 ， 


图 192， 山 的 隘口 图 193 ”相应 的 等 高 线 地 图 
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还 有 另外 的 点 ,其 切 平面 也 是 水 平 的 :这 就 是 两 山峰 中 间 的 隘 
口 对 应 的 点 。 让 我 们 更 详细 的 考察 这 些 点 。 考察 如 图 192 所 
示 的 两 座 山 4 和 互 的 山脊 以 及 山崖 异 侧 的 两 点 C 和 Ds; 假设 
我 们 希望 由 C 走 到 D。 首 先 让 我 们 考察 过 C 和 DD 的 平面 截 此 
曲面 而 得 到 那些 由 C 到 DD 的 路 径 。 每 一 条 这 样 的 路 径 都 有 一 
个 最 高 点 ， 若 改变 稚 平 面 的 位 置 , 路 径 也 就 随 之 改变 。， 这 些 
路 径 中 有 一 条 路 径 ， 其 最 高 点 在 所 有 路 径 的 最 高 点 中 是 最 低 
的 这 条 路 径 的 最 高 点 是 山 的 一 个 隘口 ,数学 上 叫做 鞍点 ，。 
显然 , 既 不 是 极 大 值 也 不 是 极 小 值 ,因为 我 们 可 随意 在 的 
邻近 的 地 方 找到 比 瑟 高 以 及 比 五 低 的 点 .刚才 我 们 把 路 径 限 
制 在 平面 内 ,去 掉 这 个 限制 我 们 可 以 同样 的 去 考虑 任意 路 径 ， 
鞍点 的 性 质 仍 是 相同 的 . 

类 似 地 ,如 果 我 们 要 由 山顶 4 到 山顶 B, 那 么 任意 一 条 特 
殊 的 路 径 都 有 一 个 最 低 点 ; 如 果 我 们 仍 只 考虑 截 平面 ， 那 么 
存在 一 条 .4B 路 径 ,其 最 低 点 在 所 有 路 径 的 最 低 点 中 是 最 高 
的 。 这 条 路 径 的 极 小 值 处 仍 是 上 面 所 找到 的 E 点 。 这 样 , 通 
点 具有 最 高 极 小 或 最 低 极 大 的 性 质 ; 也 就 是 一 个 极 大 极 
小 值 或 极 小 极 大 值 . 在 互 处 的 切 平面 是 水 平 的 ; 因为 E 是 
48 的 极 小 点 ,那么 4B 在 E 点 的 切线 一 定 是 水 平 的 ,类 似 的 ， 
因为 了 是 CD 的 极 大 点 ，CD 在 E 处 的 切线 也 必 是 水 平 的 . 
所 以 由 这 些 切 线 所 确定 的 切 平面 也 是 水 平 的 。 这 样 , 我 们 找 
到 了 有 水 平 切 平面 的 三 种 不 同类 型 的 点 ， 极 大 点 , 极 小 点 和 
鞍点 ,相应 这 些 点 ,我 们 有 f(x, 7) 的 不 同类 型 的 平稳 值 . 

表示 函数 f(x, y) 的 另 一 个 方法 是 画 等 值 线 ， 就 像 地 图 
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中 用 以 表示 高 度 的 等 高 线 一 样 ( 见 第 367 页 ). 等 值 线 是 *， 
? -平面 内 使 函数 具有 一 定 值 的 曲线 ; 这 样 ， 这 些 等 值 线 与 曲 
线 族 Kx, y) 一 c 是 一 样 的 ,平面 上 任 一 寻常 点 恰 有 一 条 等 值 
线 通 过 , 极 大 点 或 极 小 点 是 由 很 多 的 闭 等 值 线 围绕 着 ,而 在 鞍 
点 则 有 若干 条 等 值 线 在 此 交叉 图 193 的 等 值 线 表 示 了 图 
192 的 图 象 ， 这 里 明显 看 出 互 的 极 大 - 极 小 性 质 : 联结 4 和 
3 且 不 经 过 五 的 任意 一 条 路 径 , 必须 通过 f(x, y) 二 人 E) 的 
区 域 , 而 图 192 的 路 径 4EB 在 瑟 点 为 极 小 ， 同 样 可 以 看 出 ， 
/Kx, y) 在 互 点 的 值 是 所 有 联结 C, D 路 径 中 的 极 小 极 大 


3. 极 小 极 大 点 和 拓扑 学 


驻 点 的 - 般 理 论 和 拓扑 概念 之 间 有 着 密切 的 联系 ， 我 们 
这 里 只 能 举 一 个 简单 的 例子 对 这 种 思想 作 一 简短 的 介绍 . 

让 我 们 考虑 在 边界 为 C 和 C 的 一 个 环形 岛 B 上 的 山脉 。 
如 果 我 们 仍 用 x 一 fx， y) 表示 海拔 高 度 , 在 C 和 C 上 f(x， 
y) 一 0, 而 在 8 的 内 部 从 x*, 7) > 0， 那 么 这 个 孤岛 上 必须 至 


图 194 
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少 存在 一 个 山 的 隘口 ， 如 由 图 194 中 等 值 线 的 交点 所 表示 ， 
从 直观 上 看 ,这 好 象 一 个 人 试图 从 C 走 到 C' 而 尽 可 能 的 不 去 
疏 高 所 必须 经 过 的 点 . 由 C 到 C' 的 每 一 条 路 径 必 有 一 个 最 
高 点 ,如 果 我 们 选择 的 是 使 其 最 高 点 尽量 低 的 路 径 , 那 么 这 条 
路 径 的 最 高 点 就 是 * 一 x, 》) 的 一 个 鞍点 (一 座 环 绕 此 岛 的 
山脉 的 山顶 有 一 水 平 切 平面 的 情形 ,是 一 个 简单 的 例外 )， 一 
般 来 说 ， 以 了 条 曲线 为 界 的 区 域 必定 至 少 存在 ?一 1 个 极 小 
极 大 型 的 驻 点 。 莫 尔 斯 (M. Morse) 发 现 , 在 更 高 维 空间 内 
也 成 立 着 类 似 的 关系 ， 在 高 维 空间 内 有 更 多 的 拓扑 可 能 性 以 
及 更 多 种 类 型 的 驻 点 。 这 些 关系 形成 了 近代 驻 点 理论 的 基 
础 。 


4. 点 到 曲面 的 距离 


对 一 点 了 到 一 条 闭 曲 线 的 距离 来 说 , (至 少 ) 有 两 个 平稳 
值 ， 极 小 值 和 极 大 信 ， 如 果 我 们 考虑 的 只 是 与 球 拓扑 等 价 的 
曲面 C， 例 如 一 个 椭 球 面 ， 把 这 个 结果 推广 到 三 维 空 间 就 不 
会 出 现 什 么 新 现象 ， 但 如 果 是 有 较 高 亏 格 的 曲面 ,例如 环 面 ， 
就 会 产生 新 的 现象 ， 由 了 到 环 面 C 仍然 有 最 短 了 距离 和 最 长 距 
离 ,而 且 这 两 条 线段 垂直 于 C。 现 在 增加 的 是 ,我 们 找 出 不 同 
类 型 的 极 值 表示 极 小 极 大 或 极 大 极 小 ， 为 了 找到 它们 (如 图 
195 所 示 ), 我 们 在 环 画 上 画 一 条 闭 “ 子 午 线 ”, 即 贺 工 ,并 县 我 
们 找 出 工 上 最 接近 P 的 点 0。 然后 , 我 们 移动 工 , 使 距离 PO 
成 为 : a) 最 小 ， 这 个 8 就 是 C 上 最 接近 了 的 点 ; b) 最 大 ， 这 
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图 195 图 196 


就 得 到 了 另 一 个 驻 点 。 我 们 可 以 像 刚才 那样 , 在 工 上 找到 距 
P 最 远 的 点 ， 然 后 移动 工 使 这 个 最 大 距离 成 为 : c) 最 大 , 这 
就 得 到 C 上 距 了 最 远 的 点 。 d) 最 小 。 这 样 我 们 就 得 到 了 距 
离 函 数 的 四 个 不 同 的 平稳 值 . 
* 习 题 : 如 图 196 所 示 * 用 C 上 另 一 类 不 能 收缩 为 一 个 点 的 线 
上 ， 重复 上 文 的 推理 。 


384 施 瓦 茨 的 三 角形 问题 
1. 施 瓦 茨 的 证 明 


施 瓦 蒋 〈H.、A. Schwarz) 《1843 一 1921) 是 柏林 大 学 的 
杰出 数学 家 ， 是 一 位 在 近代 函数 论 和 分 析 方 面 有 巨大 贡献 的 
学 者 。 但 他 并 不 轻视 初等 的 题目 , 他 有 一 篇 论文 讨论 过 下 面 
的 问题 : 给 定 一 个 锐角 三 角形 ， 求 内 接 于 它 且 周 长 最 短 的 三 
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角形 (内 接 三 角形 的 意思 是 指 它 的 顶点 分 别 在 原 三 角形 的 每 
一 边 上 ). 我 们 将 看 到 , 确实 只 存在 一 个 这 样 的 三 角形 , 并 且 
它 的 顶点 是 给 定 三 角形 的 高 线 在 边 上 的 垂 足 ， 我 们 叫 这 个 三 
角形 为 垂 足 三 角形 . 

施 瓦 获 利 用 反射 法 和 初等 几何 学 中 的 下 述 定理 证 明了 垂 
足 三 角形 的 极 小 性 质 ( 见 图 197): 在 每 个 顶点 , P, 8, R 处 ， 
垂 足 三 角形 两 条 边 和 原 三 角形 的 那 条 边 的 两 个 夹 角 相 等 ， 且 
等 于 原 三 角形 中 这 个 边 所 对 的 项 角 . 例如 ， 角 4RO 和 角 
BRP 都 等 于 角 C， 等 等 . 


B 
图 197 ”标明 了 等 角 的 垂 足 三 角形 4BC 

为 了 证 明 这 个 预备 定理 . 我 们 注意 人 OPB 和 二 ORB 
都 是 直角 ， 所 以 四 边 形 OPBR 可 以 内 接 于 一 个 圆 . 于 是 
LPBO 二 LPRO， 这 是 因为 它们 对 着 外 接 圆 的 同一 弧 PO 
的 原故 . 因为 C08B 是 直角 ， 因 此 人 PBO 是 人 么 C 的 余 角 ,又 
LPRO 是 人 PRB 的 余 角 ，、 所 以 一 PRB 等 于 一 C。 用 同样 的 
方法 ,利用 四 边 形 OOR4 ,可知 COR4 一 人 C; 等 等 . 

这 个 结果 使 我 们 能 够 说 明 垂 足 三 角形 的 反射 性 质 如 下 : 
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例如 ,因为 <49R 一 COP, 则 RO 对 4C 边 的 反射 映像 是 
P9 的 延长 线 , 反 过 来 也 对 ;而 其 它 的 边 也 是 如 此 . 

我 们 现在 来 证 明 垂 足 三 角形 的 极 小 性 质 ， 设 在 三 角形 
4BC 中 ,除了 重 足 三 角形 之 外 ， 还 有 任意 另 一 个 内 接 三 角形 
UVW。 整 个 图 形 首先 对 4BC 的 4C 边 进行 反射 , 所 得 到 的 
三 角形 再 对 它 的 48B 边 反 射 ,然后 同样 对 BC 反射 ,再 对 4C， 
最 后 对 48B 反射 。 用 这 个 方法 , 我 们 总 共 得 到 了 六 个 全 等 三 
角形 ， 且 每 个 三 角形 中 都 有 垂 足 三 角形 和 另外 那个 内 接 三 角 
形 ， 最 后 那个 三 角形 的 BC 边 平行 于 原 三 角形 的 BC 边 ， 因 
为 在 第 一 次 反射 中 ,BC 顺 时 针 旋 转 了 一 个 角 2C。 然 后 再 顺 


图 198 施 瓦 荡 对 垂 足 三 角形 具有 最 小 周 长 的 证 明 
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时 针 转 一 个 角 28; 第 三 次 反射 对 它 没有 作用 , 在 第 四 次 中 它 
反 时 针 旋 转 一 个 角 2C ,在 第 五 次 中 它 反 时 针 旋转 一 个 角 28. 
这 样 总 起 来 转 过 的 角 是 零 . 

由 垂 足 三 角形 的 反射 性 质 可 知 ， 线 段 PP' 等 于 垂 足 三 角 
形 周 长 的 两 倍 ; 因为 PP' 是 六 条 线段 组 成 的 ,它们 依次 是 这 个 
三 角形 的 第 一 个 边 ， 第 二 个 边 和 第 三 个 边 ， 且 每 一 边 出 现 两 
次 .。 类 似 地 由 品 到 UV' 的 折线 是 另 一 个 内 接 三 角形 周 长 的 两 
倍 , 这 条 折线 不 短 于 UV"' 间 的 直线 段 ， 因 为 直线 UU' 平行 于 
PP ，V7Z 间 的 折线 不 短 于 PP ,所 以 垂 足 三 角形 是 任意 内 接 三 
角形 中 周 长 最 短 的 ， 这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 这 样 我 们 同时 证 
明了 存在 一 个 极 小 值 , 且 它 由 垂 足 三 角形 给 出 ， 我 们 将 马上 
看 到 再 没有 其 它 的 (内 接 ) 三 角形 其 周 长 等 于 垂 足 三 角形 了 。 


2. 另 一 种 证 法 


也 许 施 瓦 茨 问题 的 最 简单 的 解法 是 下 面 这 种 方法 ， 方 法 
的 基础 是 本 章 早先 证 明 过 的 一 个 定理 : 设 P，92 为 不 在 直线 
LL 上 生 在 工 的 同 侧 的 两 点 ， 在 LK 上 使 P 经 工 到 9 的 距离 为 最 
短 的 点 R, 必 在 该 处 使 PR、RL 与 工 成 等 角 ， 我 们 假定 三 角 
形 POR 内 接 于 三 角形 48C, 且 是 这 个 极 小 问题 的 解 . 那么 
尺 必 是 4B 边 上 使 p 十 9 为 极 小 值 的 点 ， 因 而 4RCO 和 
一 BRP 必 相 等 ;类 似 , 人 40R 一 上 COP, 人 BPR = 人 CPO， 
这 样 ,最 小 的 三 角形 如 果 存 在 的 话 , 必 具 有 施 瓦 茨 证 法 中 所 用 
到 的 等 角 性 质 . 剩 下 需要 证 明 的 是 ,只 有 垂 足 三 角形 具有 这 个 
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性 质 ， 此 外 ,因为 证 明 依据 的 定理 是 假定 P.9 不 在 48 上 的 ， 
所 以 当 P、9、R 中 有 一 点 是 原 三 角形 的 一 个 顶点 时 ， 证 明 不 
能 成 立 。〔 在 这 种 情形 ， 最 小 三 角形 将 退化 为 对 应 高 线 的 二 
倍 . ) 所 以 为 了 得 到 完整 的 证 明 , 我 们 还 必须 证 明 垂 足 三 角形 
的 周 长 小 于 任意 一 条 高 线 的 二 倍 ， 


图 199 图 200 


为 了 解决 第 一 点 ,我 们 注意 ,一 个 内 接 三 角形 如 果 具 有 上 


面 指出 的 等 角 性 质 的 话 ,那么 在 P, 9 和 处 的 这 些 等 角 将 分 
别 等 于 之 4，B 和 一 C。 不 然 的 话 ,比如 假设 ， 
ZARO= LC+56., 
那么 , 因为 三 角形 内 角 和 等 于 180。， 为 了 使 三 角形 4RO 和 
BRP 的 三 个 内 角 和 都 等 于 180°, 则 在 9 处 的 角 必 为 B-6, 在 
P 处 的 角 为 4-5。 于 是 ,三 角形 CPO 的 内 角 和 是 
A-6+ B-8++ C= 180°— 26; 
另 一 方面 ,这 个 和 又 必须 是 180°, 因此 8 应 该 等 于 0. 我 们 已 
经 知道 型 足 三 角形 有 这 个 等 角 性 质 ， 因 此 任意 一 个 具有 这 种 
性 质 的 三 角形 的 边 应 当 平 行 于 垂 足 三 角形 的 对 应 边 ; 换 句 话 
说 ,两 个 三 角形 相似 , 且 取 向 相同 .读者 可 以 自己 证 明 : 没 有 其 
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图 201 
它 这 样 的 三 角形 能 够 内 接 于 原来 给 定 的 三 角形 ( 见 图 200). 
最 后 , 我 们 将 证 明 , 假若 原 三 角形 的 内 角 都 是 锐角 的 话 ， 
垂 足 三 角形 的 周 长 小 于 任意 高 线 的 二 倍 。 我 们 延长 OP 和 
QR, 并 且 由 向 9P, 9R 和 PR 作 垂 线 , 这 样 得 到 点 工 .M 和 
N。 这 时 9 和 92M 分 别 是 高 线 88 在 直线 OP 和 2R 上 的 投 


影 所 以 9L + 9M < 298. 现在 0 工 十 0M 等 于 p, 这 
里 是 垂 足 三 角形 的 局 长 . 因为 角 MRB 和 NRB 相等 ， 
且 在 M 和 六 处 的 角 是 直角 ，, 所 以 三 角形 MRB 和 NRB 全 等 . 
于 是 RM 一 RN, 所 以 8GM 一 9R 十 KN。 同 理 ， 可 知 
PN 一 PL, 因此 8L 一 8P + PN。 所 以 我 们 有 

QL+OM=— OP+OR+PN+NR 

-= 0P+OQOR+PR= Dp, 

但 我 们 已 经 证 明了 29 > 8L 十 0M. 所 以 ?小 于 高 线 0 
的 二 倍 ,由 完全 同样 的 方法 可 以 证 明 小 于 任意 高 线 的 二 倍 . 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 于 是 ， 垂 足 三 角形 的 极 小 性 质 就 完全 证 
了 明了 。 
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附带 指出 ,前 面 的 作 图 使 我 们 可 以 直接 计算 馆 我 们 已 知 C<P8C 和 
和 R84 等 于 人 Bs, 所 以 LPQB 一 LRQ8B = 90° 一 38。 因而 
cos (POB) = sinB。 
根据 初等 三 角 学 ， QM 二 8L = 8BsinB,， 并且 有 2 一 28BsinB。 按 同 
样 方法 ,可 以 证 明 p = 2P4sin4 = 2RCsinC。 由 三 角 学 , 我们 知道 
RC = asinB = bsin4, 等 等 ,由 此 得 到 


p= 24sinBsinC 一 22sinCsin4 = 2csindsinB., 
最 后 ， 因 为 a = 2rsin4, 5b = 2rsinB, c 一 2rsinC。 其 中 + 是 外 接 贺 的 
半径 ,我 们 得 到 对 称 表达 式 ， 


p= 47sindsinBsinC。 


3. 钝 角 三 角形 


前 面 的 两 个 证 明 都 是 假定 角 4、 角 8B 和 和 角 C 全 是 锐角 .。. 
如 果 如 图 202 所 示 , 设 C 是 钝 角 , 则 点 P 了 和 8 将 落 在 三 角形 的 
外 部 。 严 格 地 说 , 垂 足 三 角形 将 不 是 原 三 角形 的 内 接 三 角形 ， 
除非 我 们 将 内 接 三 角形 的 含义 推广 为 : 一 个 三 角形 的 顶点 在 
原 三 角形 的 边 或 边 的 延长 线 上 . 不 管 怎 样 ， 现 在 垂 足 三 角形 
不 能 给 出 最 小 的 周 长 ， 这 是 因为 PR > CR, 且 QR > CR; 
所 以 p= 二 PR 十 OR 十 P9 > 2CR 的 缘故 . 由 第 二 个 证 明 


图 202 钝 角 三 角形 的 垂 足 三 角形 
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的 第 一 部 分 中 的 推理 知道 ， 如 果 最 短 周 长 不 由 重 足 三 角形 给 
出 , 必 是 某 条 高 线 的 二 倍 , 于 是 我 们 得 出 结论 , 就 钝 角 三 角形 
来 说 ， 具 有 最 短 周 长 的 “内 接 三 角形 ”是 最 短 高 线 的 二 倍 , 虽 
然 这 并 不 是 真正 的 三 角形 。 不 过 ,人们 可 以 找到 真正 的 三 角 
形 , 其 周 长 与 最 短 高 线 的 二 倍 之 差 可 以 任意 的 小 。 对 于 锐角 
三 角形 和 钝 角 三 角形 的 分 界 , 即 直 角 三 角形 的 情形 ,这 两 个 解 
(二 倍 最 短 高 线 和 垂 足 三 角形 ) 是 一 致 的 . 

关于 钝 角 三 角形 的 垂 足 三 角形 是 否 有 某 种 类 型 极 值 性 质 
这 个 有 趣 的 问题 我们 这 里 不 能 讨论 了 ,而 仅 能 指出 : 垂 足 三 
角形 不 给 出 边 之 和 (p 十 4 十 +) 的 最 小 值 , 但 却 给 出 表达 式 
(p 十 g 一 7?) 的 极 小 极 大 型 的 平稳 值 ,这 里 7 表示 内 按 三 角形 
中 对 着 钝 角 的 边 ， 


4. 由 光线 形成 的 三 角形 


如 果 三 角形 4BC 代表 一 间 三 面 墙壁 都 能 反射 光线 的 房 
子 ， 那 么 垂 足 三 角形 是 房 内 光线 行进 的 唯一 可 能 的 三 角形 路 


图 203 三 角形 镜 内 的 封闭 光线 路 径 
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径 。 当然 可 能 有 另外 闭 的 多 边 形 路 径 , 如 图 203 所 示 , 但 垂 足 
三 角形 是 唯一 有 三 个 边 的 这 种 多 边 形 . 

我 们 可 以 把 这 个 问题 推广 为 : 在 由 一 条 或 几 条 光滑 曲线 
所 围 成 的 任意 区 域内 , 求 可 能 的 “光线 三 角形 ”; 也 就 是 ,所 求 
的 三 角形 的 顶点 都 在 边界 曲线 上 ， 并 且 它 的 相 邻 两 边 分 别 与 
曲线 的 夹 角 相等 .在 $ 1 中 ,我 们 已 知 , 角 的 相等 性 是 两 边 之 和 
为 极 大 或 极 小 的 条 件 , 由 此 我 们 可 以 根据 不 同情 况 , 找 出 不 同 
类 型 的 光线 三 角形 ， 例如 , 如 果 我 们 考察 的 是 一 简单 光滑 曲 
线 C 的 内 部 ， 那 么 极 小 周 长 的 内 接 三 角形 必 是 光线 三 角形 . 
或 者 像 M, 莫 尔 斯 建议 作者 的 那样 ,我 们 可 以 考察 三 条 光滑 闭 
曲线 的 外 部 。 一 个 光线 三 角形 4BC 的 特点 是 它 的 长 度 有 平 
稳 值 ;这 个 值 可 以 对 于 所 有 三 点 4、B、C 都 是 最 小 ;也 可 以 对 
任意 一 组 点 ,例如 4 和 B 是 最 小 ,而 对 于 第 三 点 C 是 最 大 ; 也 


多 人 A 
A 


图 204 一 207 ”三 圆 之 间 光 线 三 角形 的 四 种 类 型 
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可 以 是 对 于 一 个 点 是 最 小 ,而 对 于 其 它 两 个 点 是 最 大 ;最 后 也 
可 以 对 于 所 有 的 三 个 点 都 是 最 大 。 因为 这 三 个 点 中 每 一 点 都 
可 以 独立 的 取 最 大 或 最 小 ， 所 以 总 起 来 至 少 保证 存在 2 一 8 
种 光线 三 角形 . 


“5. 有 关 反 射 和 遍历 运动 的 说 明 


找 述 在 无 限 长 的 时 间 里 质点 在 空间 的 “ 轨 线 ”或 光线 的 运 
动 路 径 , 这 是 动力 学 和 光学 中 比较 感 兴趣 的 一 个 问题 。 如 果 ， 
用 某 种 物理 装置 使 质点 或 光线 限制 在 空间 的 有 限 范 围 内 ， 一 
个 特别 有 趣 的 问题 是 要 知道 ,在 极限 的 时 候 , 轨 线 能 否 以 几乎 
是 相等 的 分 布 来 充满 这 一 范围 。 这 样 一 种 轨 线 叫做 遍历 的 ， 
遍历 线 存在 的 假定 ,是 近代 力学 和 原子 论 中 统计 方法 的 基础 . 
但 是 ,能 给 出 “遍历 假设 ”以 严格 数学 证 明 的 有 关 例 子 ,现在 还 
知道 得 很 少 . . 

最 简单 的 例子 ,是 关于 平面 曲线 C 的 内 部 的 运动 .这 里 C 
假设 为 能 起 完全 反射 作用 的 一 面 墙 ， 而 自由 质点 碰 到 它 的 表 
面 时 ,以 等 角 反 射出 去 ， 例 如 , 一 个 长 方形 箱子 (一 个 理想 化 
的 能 够 完全 反射 的 台球 桌子 ,质点 就 像 台球 .) 一 般 都 能 引出 
一 条 遍历 线 ;除了 对 某 些 特殊 的 初始 位 置 的 方向 外 ,这 个 理想 
化 的 永远 继续 运动 的 台球 , 将 到 达 每 一 点 的 附近 。 虽然 从 原 
则 上 讲 证 明 并 不 困难 ,但 是 我 们 还 是 略 去 了 它 ， 

特别 有 趣 的 是 ,以 F, 和 F, 为 焦点 的 椭圆 桌面 的 情况 . 
因为 椭圆 的 切线 和 苇 点 与 两 焦点 的 连 线 成 等 角 ， 每 一 条 过 一 
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个 焦点 的 轨 线 反射 后 将 经 过 另 一 焦点 , 如 此 继续 不 停 。 不 难 
看 出 ,不管 初始 方向 怎样 ,反射 几 次 后 的 轨 线 , 随 ” 的 增加 , 必 
逐渐 接近 于 长 轴 F,F,。 如 果 初 始 射 线 不 通过 焦点 , 则 将 有 两 
种 可 能 。 如 果 它 穿 过 焦点 之 间 , 则 所 有 的 反射 线 也 将 穿 过 焦 
点 之 间 , 而 且 全 都 和 以 Fi，P: 为 焦点 的 某 个 双 曲 线 相 切 。 如 
果 初 始 射线 不 分 隔 F, 和 F,, 则 没有 一 条 反射 线 把 F,F, 分 开 ， 
它们 将 全 和 以 F,、F, 为 焦点 的 另 一 个 椭圆 相 切 ， 因 此 就 椭圆 
整体 而 论 , 没 有 任何 一 种 情况 使 运动 是 遍历 的 . 
”习题 : 1) 证 明 : 如 果 初 始 射线 通过 椭圆 的 一 个 焦点 ， 则 当 > 
增加 时 初始 光线 经 = 次 反射 后 将 趋 近 于 主轴 . 
2) 证 明 ， 如 果 初 始 光线 通过 两 个 焦点 之 间 ， 则 所 有 的 反射 线 
也 都 如 此 ,并 且 它 们 全 将 和 以 F,， Fs 为 焦点 的 某 个 双 曲 线 相 切 .类 
似 地 ， 如 果 初 始 光线 不 通过 焦点 之 间 ， 则 所 有 的 反射 线 也 将 如 此 ， 
且 它 们 全 将 和 以 FF; 为 焦点 的 某 个 椭圆 相 切 (提示 : 先 证 明 在 R 
点 ， 反 射 前 和 反射 后 的 光线 分 别 与 直线 RE, 和 RF, 成 等 角 , 然 后 证 
明 共 焦点 的 二 次 曲线 的 切线 具有 这 种 特性 )。 


85 施 泰 纳 问 题 
二 问题 及 解答 


十 九 世 纪 初 时 ,柏林 大 学 几何 方面 的 著名 学 者 施 泰 纳 , 研 
究 了 一 个 非常 简单 但 却 很 有 启示 性 的 问题 : 将 三 个 村 庄 用 总 
长 为 极 小 的 道路 连接 起 来 .从 数学 上 来 说 ,就 是 在 平面 内 给 
三 个 点 4、,B、C 找 出 平面 内 第 四 个 点 P, 使 得 和 数 s。 十 2 十 < 
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为 最 短 ， 这 里 a、.5、c 分 别 表示 了 到 4、B、5C 的 距离 。 问 题 
的 答案 是 : 如 果 三 角形 4BC 的 每 个 内 角 都 小 于 120°, 那么 
P 就 是 使 边 48B、BC、C4 对 该 点 所 张 的 角 都 是 120? 的 点 。 
但 是 如 果 4BC 有 一 个 角 , 例 如 C 角 , 大 于 或 等 于 120? , 那么 
点 P 和 顶点 C 重合 。 


A 


图 208 到 三 点 的 距离 之 和 最 小 


如 果 我 们 利用 前 面 有 关 极 值 的 那些 结果 ， 这 个 解 是 很 容 
易 得 到 的 .假设 P 是 所 求 的 最 小 点 , 则 只 能 有 两 种 可 供 选 择 的 
不 同情 况 , 或 者 了 与 顶点 4、B、C 中 的 某 一 个 重合 ,或 者 了 与 
这 些 顶 点 都 不 同 .在 第 一 种 情形 ,显然 P 必 是 4BC 的 最 大 角 
C 的 顶点 ,因为 C4 十 CB 比 三 角形 4BC 的 任意 其 它 两 边 的 
和 者 小， 这样 ,要 完成 我 们 命题 的 证 明 ,就 必须 分 析 第 二 种 情 
形 . 设 天 是 一 个 以 c 为 圆心 < 为 半径 的 圆 .那么 P 必须 是 天 
上 使 P4 十 PB 为 最 小 的 点 .如 果 4 和 在 K 外 ,如 图 209 所 
示 , 那 么 ,根据 $ 1 的 结果 , P4 和 PB 与 圆 玉 的 夹 角 应 该 相等 
因此 与 半径 PC 所 夹 的 角 相等 , 这 里 半径 PC 是 垂直 于 天 的 . 
用 以 为 半径 4 为 圆心 的 圆 ， 对 了 作 同 样 的 推理 ， 就 得 到 ， 
P4、PB、PC 所 成 的 三 个 角 都 相等 且 等 于 120°, 正 如 前 面 所 述 
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的 一 样 。 这 个 论证 基于 4 和 好 同时 在 入 外 的 假设 , 而 这 一 点 
还 需要 证 明 。 现 在 ,如 果 4、B 中 至 少 有 一 点 ,比如 4, 是 在 天 
上 或 在 玉 内 ,那么 因为 假设 P 不 与 4 或 也 相 重合 ,我 们 应 该 有 
a 十 2 之 48. 但 4 不 在 K 外 , 知 4C 委 c<， 因 此 
ao 二 pbTec 二 4B3 二 4C 

这 就 是 说 , 当 P 了 与 4 重合 时 , 我 们 才 得 到 最 短 的 距离 和 ,而 这 
与 假设 矛盾 。 这 就 说 明 4 与 了 3 是 间 时 在 圆 玉 外 的 。 用 其 它 组 
合 (8,C 对 于 以 4 为 半径 4 为 圆心 的 圆 ,以 及 4, C 对 于 以 5 
为 半径 8 为 圆心 的 贺 ) 同 样 地 可 以 证 出 其 它 的 相应 结果 ， 


图 209 


2. 两 种 不 同情 况 的 分 析 


要 想 知 道 了 实际 在 两 种 情形 中 的 哪 一 种 情形 出 现 ， 就 必 
须 考查 P 的 作 图 法 .为 了 找到 P, 我 们 只 需 画 两 个 圆 K,, K;， 
使 两 个 边 (比如 4C 和 BC) 对 着 120° 的 弧 。 这 时 , 4C 把 天， 
分 割 成 两 部 分 ， 对 K, 短 弧 上 任意 一 点 ，4C 所 张 的 角 都 是 
120°, 但 对 长 弧 上 任 一 点 , 4C 所 张 的 角 都 是 60"，K， 天 : 的 
两 个 短 弧 的 交点 如 果 在 在 ， 那 么 它 就 是 所 求 的 点 P， 因 为 这 
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210 


211 


时 不 只 是 4C 和 BC 对 了 所 张 的 角 是 120°, 而 且 4B 所 张 的 
角 也 是 120"， 这 是 因为 这 三 个 角 的 总 和 等 于 360。 的 原故 . 
如 图 210 所 示 , 若 三 角形 48C 中 没有 一 个 角 大 过 120°， 
则 两 个 短 弧 的 交点 在 三 角形 内 部 。 另 一 方面 ， 如 果 三 角形 
4BC 中 的 一 角 , 例 如 C, 大 于 120°, 那 么 K, 和 K, 的 两 个 短 弧 
将 不 相交 ,如 图 211 所 示 . 在 这 种 情形 ,不 存在 使 三 个 边 所 对 
的 角 都 是 120° 的 点 P。 然 而 , Ki 和 K; 确定 一 个 交点 已 ,对 于 
该 点 , 4C 和 BC 所 张 的 角 各 都 是 60°, 而 钝 角 的 对 边 48B 所 
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张 的 角 却 是 120?， . 

三 角形 车 有 一 角 大 于 120°, 那么 就 没有 使 每 个 边 所 张 的 
角 都 是 120° 的 点 . 因此 具有 最 小 值 的 点 P 必 和 一 个 顶点 重 
合 ， 由 于 这 是 仅 能 有 的 另 一 种 情形 ， 所 以 它 必 定 是 钝 角 的 项 
点 。 从 另 一 方面 来 看 , 若 三 角形 所 有 的 角 都 小 于 120*， 我 们 
能 够 作出 点 而 使 每 边 对 P 所 张 之 角 为 120"。 但 是 为 了 完 
成 我 们 定理 的 证 明 ， 还 必须 证 明 这 个 a 十 b 十 。 确实 比 P 与 
任意 一 个 顶点 重合 时 要 小 ， 因 为 我 们 以 前 只 证 明了 如 果 不 能 
从 顶点 之 一 得 到 最 短 总 长 的 话 , 则 P 给 出 最 小 值 ， 因 此 ,我 们 
必须 证 明 a 十 2 十 “小 于 任意 两 边 的 和 ,比如 4B 十 4C. 为 
了 作 到 这 一 点 ， 我 们 延长 BP， 并 且 把 4 投影 在 这 条 直线 上 ， 
得 到 点 D (图 212)。 因为 入 4PD = 60°, 射影 PD 的 长 度 是 


现在 BD 是 4B 在 过 8 和 P 的 直线 上 的 射影 ， 所 以 


BD 二 4B. 但 3D 一 十 立 o 所 以 4 十 4 二 48， 同 
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理 ,投影 4 于 PC 延长 线 上 ,我 们 知道 + 过 a < 4C， 加 起 


来 ， 我 们 得 到 不 等 式 a 十 5 十 c 二 4B 十 4C。 因 为 我 们 已 
经 知道 , 如 果 最 小 点 不 是 一 个 顶点 , 它 必 定 是 P, 所 以 最 后 看 
出 这 个 己 确 实 是 使 十 2 十 “为 最 小 值 的 点 ， 


3. 一 个 补充 问题 


数学 上 的 形式 方法 往往 会 使 人 得 到 出 乎 意料 的 结果 ， 例 
如 ,和 角 C 如 果 大 于 120°, 上 述 的 几何 作 图 作出 的 不 是 解 P( 在 
此 情况 ， 解 就 是 点 C 本 身 ) 而 是 男 一 点 P。 对 着 PP， 三 角形 
4BC 的 大 边 48B 所 张 的 角 为 120”， 并 且 两 个 较 小 的 边 所 张 
的 角 为 60°. P 当然 不 解决 我 们 的 极 小 问题 ,但 我 们 可 以 猜想 
它 和 这 个 问题 有 某 种 联系 ， 其实 已 是 下 述 问题 的 解 : 求 使 表 
达 式 4 十 5 一。 为 最 小 的 点 ， 这 个 证 明和 上 面 对 于 4 十 5 十 
< 所 给 出 的 证 明 完 全 类 似 ， 这 里 要 用 到 $ 1 第 五 小 节 的 结果 ， 
我 们 把 它 作为 练习 留 给 读者 。 结合 前 面 的 结果 , 我 们 得 到 一 
个 定理 : 


图 213 ce 二 2 一 c 王 极 小 值 
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如 果 三 角形 48BC 的 角 都 小 于 120"， 那 么 使 分 别 到 4， 
8,C 的 距离 a, 5, < 之 和 为 最 小 的 点 是 在 使 得 三 角形 的 每 一 
边 所 张 的 角 是 120° 的 地 方 ,而 a 十 & 一。 在 顶点 C 处 最 小 如 
果 三 角形 有 一 个 角 , 设 为 C， 大 于 120°, 那么 在 顶点 C 处 , a 
十 5 十 c 最小， 而 使 < 十 5 一 < 为 最 小 的 点 使 三 角形 的 两 个 
短 边 所 张 的 角 是 60° ,长 边 所 张 的 角 是 120°， 

这 样 , 这 两 个 极 小 问题 , 一 个 总 是 可 以 由 圆 的 作 图 解决， 
男 一 个 , 顶点 就 是 解 ， 当 一 C = 120° 时 ,每 一 个 问题 的 两 个 
解 和 这 两 个 问题 的 解 是 一 致 的 ， 因 为 那 时 由 作 图 法 所 得 到 的 
点 恰好 是 顶点 C。 


4. 说 明 与 习题 


如 果 在 等 边 三 角形 UVW 内， 由 点 已 作 三 条 重 钱 P4， 
PB, PC, 如 图 214 所 示 , 于 是 4、B, C 和 P 就 组 成 上 面 所 讨 
论 的 图 形 。 这 个 说 明 能 用 于 解决 施 泰 纳 问 题 ， 先 由 点 4, 8， 


图 214 施 泰 纳 解 的 另 一 种 证 法 
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2 开始 ,然后 找 UVW， 

习题 : 1) 等 边 三 角形 内 任 一 点 到 三 边 的 垂 线 的 和 是 常数 且 等 于 高 
线 , 利 用 这 个 事实 ,按照 上 面 说 明 的 方案 ,作出 问题 的 解答 . 

2) 利用 点 了 在 UVwW 之 外 时 相应 的 事实 ,讨论 补充 问题， 

在 三 维 情形 ， 我 们 可 以 研究 类 似 的 问题 : 给 定 四 点 4， 了 By Cy D 求 
第 五 个 点 P, 使 得 a + 6 二 ec 十 4 是 极 小 值 

* 习 题 : 利用 $ 1 中 的 方法 ,或 利用 正四 面体 , 研究 这 个 问题 以 及 它 

的 补充 问题 。 


5. 推广 到 道路 网 问题 


施 泰 纳 问 题 中 ,给 定 了 三 个 固定 点 4,3,C。 很 自然 地 可 
以 把 这 个 问题 推广 到 给 定 = 个 点 4，4:，…，4 的 情形 ; 我 
们 要 求 出 平面 内 的 点 了 , 使 距离 和 oa 十 o 十 … 十 an 为 极 
小 , 其 中 ai 是 距离 PA4; 《对 如 图 215 中 所 排 定 的 四 个 点 ,点 P 


PR 4 


A 4 


图 215 列 四 个 点 的 距离 之 和 的 最 小 值 


就 是 四 边 形 4,4,4;44 对 角 线 的 交点 ;读者 可 以 当 作 练习 去 证 
明 )。 施 泰 纳 也 处 理 过 这 个 问题 。 但 这 个 问题 没有 导出 什么 
有 趣 的 结果 . 这 是 在 数学 文献 中 不 难 见 到 的 一 种 肤浅 的 推 
广 ， 为 了 求 得 施 泰 纳 问题 真正 有 价值 的 推广 . 我 们 必须 放 
弃 寻 找 一 个 单独 的 点 P, 而 代 之 以 具有 最 短 总 长 的 “道路 网 *. 
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数学 上 表述 成 : 给 定 = 个 点 A 4 ,dp 试 求 连 接 此 = 个 
点 ,总 长 最 短 的 直线 段 连接 系统 ,并 且 任 意 两 点 都 可 由 系统 中 
的 直线 跋 组 成 的 折线 连接 起 来 。 


A 


Ae 


A - 


图 216 一 218 连接 三 个 以 上 的 点 的 最 短 网 络 


显然 ， 问 题 的 解 与 给 定点 的 排列 位 置 有 关 ， 读 者 可 以 在 
施 泰 纳 问题 的 解 的 基础 上 , 对 这 问题 作 有 益 的 研究 。 我 们 在 
这 里 将 只 指出 图 216-8 中 的 典型 情况 的 解答 。 在 第 一 种 情 
形 , 解 是 由 五 条 线段 组 成 的 ， 其 中 有 两 个 复 接点 ,在 那里 有 三 
条 线段 相交 且 相 互 间 的 交角 都 为 120"。 第 二 种 情形 的 解 含 
有 三 个 复 接点 ,如 果 点 按 另 外 的 方式 排列 , 象 这 样 的 解 也 许 是 
不 可 能 的 .如 第 三 种 情形 ,一 个 或 几 个 复 接点 可 能 退化 ,或 被 
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一 个 或 几 个 给 定 的 点 所 代替 . 
在 给 定 # 个 点 的 情形 ,最 多 将 有 7 一 2 个 复 接点 ,在 每 个 
交点 处 都 有 三 条 相互 夹 角 为 120° 的 线段 相交 ， 


图 219 一 220 ”连接 四 点 的 两 个 最 短 网 络 


这 类 问题 的 解 并 不 总 是 唯一 确定 的 ， 对 于 形成 正方 形 的 
四 个 点 4，B, C, D， 如 图 219-20 所 示 , 我 们 有 两 个 等 价 的 
解 ， 如果 点 41,，4;,*"…，44 是 简单 多 边 形 的 顶点 , 多边形 的 
内 角 又 是 足够 大 的 ,那么 多 边 形 本 身 就 给 出 极 小 ， 


$6 极 值 与 不 等 式 


” 不等式 起 着 重要 的 作用 是 高 等 数学 的 特色 之 一 ， 从 原则 
上 说 , 极 大 问题 的 解 总 能 导出 一 个 不 等 式 ,这 个 不 等 式 表示 出 
所 考虑 的 变量 小 于 或 最 多 等 于 解 所 给 出 的 极 大 值 . 在 许多 情 
况 下 ,这 样 的 不 等 式 具 有 独立 的 意义 ， 作 为 一 个 例子 ,我 们 将 
考虑 算术 平均 和 几何 平均 之 间 的 一 个 重要 的 不 等 式 ， 
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1 两 个 正 量 的 算术 平均 和 几何 平均 


我 们 由 一 个 在 纯 数学 及 其 应 用 中 常见 的 简单 极 大 问题 开 
始 。 这 个 间 题 用 几何 语言 写 出 来 是 :在 指定 周 长 的 所 有 和 矩形 
中 , 求 具有 面积 最 大 的 一 个 ， 人 们 可 能 想到 这 个 解 是 正方 形 . 
证 明 这 问题 的 推理 如 下 . 设 24 是 矩形 的 指定 周 长 . 那么 ,两 
个 相 邻 边 的 长 x 与 7 的 和 x 十》 是 固定 的 ， 同时 要 使 面积 变 
量 xy 尽 可 能 地 大 ,x 和 y 的 “算术 平均 ”就 是 指 


m= ty 


2 
我 们 再 引进 一 个 量 
d= <}, 
2 
则 
+*=m+d, y=m—d, 
因此 
y= (m+d)m—d)=m— a 
(t+y7 da’, 
4 
因为 除 4 == 0 外 , 2 大 于 零 , 我 们 立即 得 到 不 等 式 
Vy < (1) 


其 中 的 等 号 仅 当 4 一 0, x 一 y 二 m 时 成 立 . 
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因为 x 十 y 是 固定 的 ， 可 见 Vxy (因此 面积 xy)， 当 

+ 一》 时 为 极 大 。 表 达 式 
g 一 Vzy 

(这 里 表示 的 是 正平 方 根 ) 就 叫 作 二 个 正 数 * 和? 的 “几何 平 
均 ”， 不 等 式 〈1) 表示 了 算术 平均 和 几何 平均 之 间 的 基本 关 
系 。 

不 等 式 (1) 也 可 以 由 

(Vx 一 W3y 一 zx 十 》 一 2Vzy 

必须 是 非 负 的 这 一 事实 直接 得 到 〈 这 式 子 左 端 是 一 个 平方 )， 
并 且 仅 当 x 一 ”时 是 零 。 

用 几何 方法 也 可 以 导出 这 个 不 等 式 。 在 一 个 平面 内 我 们 
考察 固定 直线 * 十 y 一 2m 和 曲线 族 zy 一 c, 其 中 < 对 于 这 
些 曲线 的 每 一 条 , 即 双 曲线 ,都 是 常数 ,但 要 随 曲线 不 同 而 变 。 
从 图 221 中 ,明显 地 看 出 ,和 给 定 直线 有 公共 点 且 使 。 为 最 大 
值 的 曲线 ,是 和 直线 在 x 一 y 一 m 相 切 的 那 条 双 曲 线 ; 对 于 


i 


Te 


x 二 y=2m 
图 221 给 定 x+y 时 ，xy 的 极 大 值 
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这 条 双 曲 线 ， 有 e 一 入。 所 以 
< 人 
应 该 注意 的 是 ， 对 于 任意 一 个 不 等 式 
f(x,y) < g(x,y), 
能 够 从 两 方面 看 ,因此 它 既 给 出 一 个 极 大 ,也 同样 地 给 出 一 个 
极 小 ， 例 如, (1) 也 可 以 表示 在 面积 给 定 的 所 有 甜 形 中 ,正方 
形 的 周 长 最 小 。 


2. 推广 到 w 个 变量 


二 个 正 量 的 算术 平均 和 几何 平均 之 间 的 不 等 式 (1) 可 以 
推广 到 任意 7 个 正 量 , 设 7 个 正 量 为 x1, x，*** ,xn， 我 们 
称 
Xi 十 3 十 .…' 十 xnr 


为 它们 的 算术 平均 值 ,而 
8 一 MW zza: “Xn 
是 它们 的 几何 平均 值 ， 这 里 8 是 正 的 ”次 方 根 . 一 般 定 理 叙 
述 为 


m= 


gm, (2) 
并 且 仅 当 所 有 x; 相等 时 才 有 g 一 ， 1 

这 个 一 般 结 果 已 经 有 各 种 巧妙 Rs 最 简单 的 方 
法 是 把 它 归 结 为 解决 下 面 提出 的 极 大 问题 ， 然 后 对 它 应 用 第 
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一 小 节 已 用 过 的 同样 的 推理 ， 该 问题 是 : 把 给 定 的 正 量 C 分 

_ 为 = 个 正 部 分 ，C 一 x 十 入 十 .… 十 mm 要 使 乘积 

1 P= rx Xp 

尽 可 能 的 大 ,我们 开始 可 假设 P 的 极 大 值 存在 一 这 是 显然 

的 ,但 在 后 面 $7, 仍 将 作 分 析 一 并且 是 在 一 纪 数 什 
人 

处 取得 ， 我 们 需要 证 明 的 只 是 :a 一 a; 一 .… 一 aw, 因为 在 

这 种 情况 下 就 有 g 一 m。 假设 这 是 不 对 的 。 例如 ,ai 闪 on。 

我 们 考虑 ”个 量 


Mi 一 YX 一 YX3 一 0 Mo 一 01》 


其 中 


a 二 a 
| 2 


， 换 名 话说 ,我 们 用 另 一 组 数值 来 代替 a;, 这 组 数值 只 有 前 两 个 
改变 而 使 之 相等 ,同时 总 和 仍然 不 变 ， 我 们 可 令 


ai 一 5 十 dd 0 一 5 一 0 
其 中 
d= 
2 
这 个 新 彝 积 是 
P= 6. a ary 
而 原来 的 乘积 是 


人 
显然 ,除非 4 = 一 0, 我 们 有 
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PP : 
这 与 忆 是 极 大 值 的 假设 矛盾 . 因此 只 能 2 一 0; a 一 aj, 用 
同样 的 方法 ,我 们 可 以 证 明 w 一 w， 其 中 4; 是 这 些 4 中 的 任 
何 一 个 ;可 见 所 有 这 些 a 都 是 相等 的 。 因 为 当 所 有 的 x; 都 相 
等 时 , g 一 wm, 并且 我 们 已 证 明 过 仅 只 在 这 时 8 取得 极 大 ,可 
见 在 其 它 情 形 g < mw。. 这 正如 定理 中 所 述 的 那样 。 


3. 最 小 二 乘法 


?2 个 数 x ，,……,xs《 在 本 小 节 中 不 需要 假定 都 是 正 的 ) 的 
算术 平均 有 一 个 重要 的 极 小 性 质 . 假 设 * 是 一 个 未 知 量 ,我 们 
需要 用 某 种 测量 仪器 尽 可 能 精确 地 测定 它 . 为 了 这 个 目的 ,我 
们 测量 ”次 ,由 于 各 种 实验 误差 ,这 ?个 读数 可 能 略 有 不 同 ， 
设 为 如 ,'…… xs， 这 时 间 题 发 生 了 :; w 取 什么 值 才 最 可 信 ? 习 


惯 上 是 采用 算术 平均 w 一 于 二 一 二 各 为 4 的 “ 真 " 值 或 


“最 住 ” 值 . 若 要 真正 地 去 证 明 这 个 真实 ,我 们 必须 要 先 对 概率 
论 加 以 详细 研究 。 但 是 ,我 们 至 少 能 够 指出 mw 具 有 极 小 性 质 ， 
从 而 是 一 种 合理 的 选择 , 令 x 是 测量 中 的 任 一 个 可 能 数值 . 那 
公差 4 一 如 ，'…,w 一 xs 是 这 个 值 和 不 同 读数 间 的 偏差 ,这 
些 偏差 可 能 一 部 分 是 正 的 ,一 部 分 是 负 的 , 自然 的 想法 是 , 就 
某 种 意义 说 使 总 偏差 最 小 的 值 为 * 的 最 佳 值 . 按 高 斯 的 想法 ， 
习惯 上 把 偏差 的 平方 (w 一 *;)( 不 是 偏差 本 身 ) 作 为 不 精确 性 
的 适当 的 度量 ,并 且 在 * 的 所 有 可 能 值 中 ,选取 使 偏差 平方 和 
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(az 一 zx 十 (一 2 十 十 (一 2 
尽 可 能 小 的 x 作为 最 佳 值 。 这 个 * 的 最 佳 值 恰好 是 算术 平均 
m, 正 是 这 个 事实 构成 了 高 斯 重要 的 “最 小 二 乘法 ”的 出 发 点 。 
我 们 可 以 用 一 个 巧妙 的 方法 来 证 明 加 着 重点 的 命题 。 把 
& 一 xi 写成 

(4 — x)= (mo— zx) + (uC—m), 


(uo—x) = (m— x) + (uO— my) 

- 十 2(m— xi) (zx — m), 
现在 对 所 有 i 二 1,2,*… ,7 把 这 些 等 式 加 起 来 ， 最 后 一 项 加 
起 来 的 结果 是 2C4 一 m) (wm 一 太一 … 一 xs)， 由 民 的 定 
义 , 知 道 它 是 零 ， 最 后 我 们 有 

(uO—x + tx) = mr) 

+ (m— xa) + nm CO— wy), 

这 就 说 明 

(zz 一 xz 十 .十 (一 xz 过 (一 和 有 十 和 

十 (m 一 xn)， 

并 且 等 号 只 有 当 x = m 时 才 成 立 , 这 恰 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

在 比较 复杂 的 情况 ， 当 要 在 相差 很 少 的 不 相 容 的 测量 值 
中 确定 比较 合理 的 结果 时 ， 最 小 二 乘法 就 以 这 个 结果 为 其 指 
导 原 则 .例如 ,假定 我 们 测 得 一 条 理论 直线 上 的 2 个 点 ,坐标 为 
xi yi 并 且 假 设 这 些 测 得 的 点 不 正好 在 一 条 直线 上 .我 们 怎 
样 画 一 条 直线 使 它 最 适合 于 个 观测 点 呢 ? 前 面 的 结果 提示 
我 们 应 按 如 下 的 步骤 (用 同样 合理 的 变量 来 代替 ,这 步 又 也 是 
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对 的 ). 设 y 一 ax 十 表示 这 直线 方程 , 那么 问题 就 是 求 系 
数 a 和 2。 这 条 直线 沿 y 方向 到 点 rr, y; 的 距离 是 

yi — (axi; + 6) = y;— ori 一 0 
其 正 负 号 要 由 点 是 在 直线 上 方 或 下 方 而 定 。 因 此 这 个 距离 的 
平方 是 (y; 一 or; 一 5)?, 而 这 个 方法 仅仅 就 是 确定 e, 5, 使 表 
达 式 


(入 一 oa 一 2 十 二 (一 atn 一 人) 
取 最 小 值 . 这 里 我 们 有 一 个 含 两 个 未 知 量 “和 2 的 极 小 问 
题 ， 这 个 解 的 详细 讨论 虽然 很 简单 ,但 这 里 从 略 、 


87 极 值 的 存在 性 犹 里 替 菜 原理 
1. 一 般 说 明 


在 前 面 的 某 一 些 极 值 问题 中 ,我 们 是 直接 去 证 实 问题 的 
“ 解 ” 比 其 它 情形 给 出 的 结果 更 好 。 一 个 明显 的 例子 是 施 瓦 
茨 三 角形 问题 的 解 ， 在 那里 我 们 能 立刻 看 出 不 存在 周 长 比 垂 
足 三 角形 短 的 内 接 三 角形 。 另外， 其 解 依 赖 于 一 个 明显 的 不 
等 式 (例如 算术 平均 和 几何 平均 之 间 的 关系 ) 的 极 小 或 极 大 问 
题 也 是 这 种 情形 ， 但 是 在 其 它 一 些 问题 中 , 我 们 采用 男 一 种 
办 法 首先 假定 解 已 经 找到 ， 然 后 分 析 这 个 假定 ， 并 且 引 出 结 
论 , 从 而 最 终 得 到 解 的 性 质 和 构造 ， 例如, 施 泰 纳 问 题 的 解 以 
及 施 瓦 茨 问题 的 第 二 种 处 理 方法 , 就 是 这 种 情形 。 这 两 种 方 
法 在 逻辑 上 是 不 同 的 . 第 一 种 方法 从 方式 上 来 说 比较 完备 ， 
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因为 它 或 多 或 少 地 给 出 了 解 的 构造 性 的 证 明 . 第 二 种 方法 好 
像 更 简单 些 (如 我 们 在 三 角形 问题 中 所 见 ). 但 是 它 不 那么 直 
接 ， 并 且 最 主要 的 是 在 其 构造 上 是 有 条 件 的 ， 因 为 一 开始 就 
假定 了 问题 的 解 是 存在 的 ， 只 有 当 存 在 性 被 承认 或 被 证 明了 
时 , 才能 得 到 这 个 解 。 没 有 这 个 假定 , 它 仅 只 是 说 , 如 果 一 个 
解 存在 ,那么 它 必 有 某 些 性 质 ?. 

因为 在 某 些 问题 中 解 的 存在 是 很 显然 的 ， 所 以 直到 十 九 
世纪 末 ， 数 学 家 仍然 把 极 值 问题 中 解 的 存在 性 的 假定 视 作 当 
然 的 事 , 而 没有 注意 其 中 所 涉及 的 还 辑 问 题 ， 十 九 世纪 一 些 
最 伟大 的 数学 家 一 一 高 斯 、 狄 里 赫 菜 和 黎 曼 一 一 把 这 个 假定 
不 加 考虑 地 当 作 数 学 物理 和 函数 论 中 某 些 深奥 、 难 懂 的 定理 
的 基础 。 1849 年 , 当 黎 曼 发 表 他 的 复 变 函数 论 基础 的 博士 论 
文 的 时 候 ， 问 题 达 到 了 高 潮 。 这 篇 写 得 简洁 的 论文 一 一 近代 
数学 伟大 的 开拓 性 成 就 之 一 .一 一 在 处 理 问题 时 采取 了 完全 
不 合 传统 的 方法 , 以 至 于 很 多 人 都 容易 忽略 它 。 维尔 斯 特 拉 
斯 ， 是 当时 柏林 大 学 最 著名 的 数学 家 ， 并 且 是 建立 严格 的 通 
数论 方面 的 公认 的 权威 .他 对 这 篇 文章 印象 很 深 , 但 也 有 其 
些 疑 问 . 不久 他 发 现 论 文中 有 一 个 逻辑 上 的 漏洞 而 作者 却 没 
有 去 加 以 补 全 .维尔 斯 特 拉 斯 的 严厉 批评 虽然 并 没有 使 黎 曼 
动摇 , 但 却 使 人 们 普遍 地 忽视 了 黎 曼 的 理论 . 几 年 后 黎 曼 因 
肺病 死去 ,突然 地 结束 了 他 慧 星 般 的 一 生 . 但 他 的 理论 却 一 


1) 如 下 的 错误 命题 , 说 明了 在 逻辑 上 确定 极 值 存在 的 必要 性 。 证明 1 是 最 
大 的 整数 . 证 : 设 * 为 最 大 整数 如果 * > 1 那么 **>>*， 因 此 * 不 可 能 
是 最 大 整数 ,所 以 * 必 等 于 1。 
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直 有 一 些 热心 的 追随 者 ， 在 他 的 文章 发 表 50 年 后 , 希 尔 伯 特 
终于 成 功 地 为 完全 解答 黎 曼 所 遗留 的 未 解决 的 问题 开辟 了 一 
条 道路 ， 数学 和 数学 物理 中 的 这 整个 进展 , 是 近代 数学 分 析 
史 中 的 一 个 伟大 胜利 . 

在 黎 曼 的 论文 中 , 遭 到 批评 和 站 击 的 地 方 ,是 极 小 值 的 存 
在 性 问题 ， 黎 曼 把 他 的 理论 的 大 部 分 建立 在 他 所 谓 的 狄 里 赫 
莱 原 理 的 基础 上 ( 狄 里 赫 莱 是 黎 曼 在 哥 丁 根 时 的 老师 ,他 讲述 
过 这 个 原理 ,但 从 来 没有 写 过 有 关 这 原理 的 文章 )， 例 如, 我 
们 假设 ， 平 面 或 任意 曲面 的 一 部 分 铺 上 锡 稍 ， 并 且 在 锡 销 上 
的 某 两 点 接 上 电池 的 两 极 , 使 得 在 锡 稍 层 上 有 稳定 电流 。 毫 
无 疑问 , 这 个 物理 实验 可 以 得 出 确定 的 结果 。 但 与 此 对 应 的 
数学 问题 又 如 何 呢 9 这 个 问题 在 函数 论 和 另 一 些 领域 中 极为 
重要 .根据 电学 理论 ,这 个 物理 现象 可 以 用 “ 偏 微分 方程 的 边 
值 问题 "来 描述 ， 与 我 们 有 关 的 就 是 这 个 数学 问题 ;由 于 假想 
它 和 一 个 物理 现象 一 样 , 它 的 可 解 性 好 像 是 合理 的 。 但 这 决 
不 是 数学 证 明 .。 黎 曼 分 两 步 来 处 理 这 个 数学 问题 。 首先 他 
证 明 这 个 问题 等 价 于 一 个 极 小 问题 : 表示 电流 的 能 量 的 基 个 
量 , 在 给 定 条 件 下 , 比 起 其 他 的 电流 来 , 实际 通过 的 电流 使 该 
量 为 极 小 ， 然 后 作为 “ 狄 里 赫 莱 ”原理 ,他 说 这 样 的 极 小 问题 
有 解 ， 对 第 二 个 论断 , 黎 曼 一 点 没 作证 明 。 而 这 正 是 维尔 斯 
特 拉 斯 所 攻击 的 地 方 。 不 仅 极 小 的 在 在 性 完全 不 是 显然 的 ， 
而 且 它 的 提出 就 是 一 个 极其 微妙 的 问题 ， 这 种 问题 因为 当时 
的 数学 还 未 具备 条 件 , 所 以 只 有 在 几 十 年 的 努力 研究 后 ,最 后 
才 得 以 解决 ， 
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2 例 是 


我 们 用 两 个 例子 来 解释 所 涉及 到 的 这 种 困难 ， 

1) 我 们 在 一 条 直线 上 标 出 距离 为 4 的 4、B 两 点 , 要 
找 由 4 点 开始 , 始 边 垂直 工 , 而 最 后 到 达 B 的 最 短 的 折线 . 直 
线段 48 是 连结 4、B 之 间 所 有 路 径 中 的 最 短路 程 ;因此 长 为 
d 的 路 径 只 有 直线 段 48, 而 它 不 符合 在 4 点 的 方向 的 条 件 ， 
所 以 它 不 在 问题 所 要 求 的 范围 之 内 .这 样 我 们 可 以 肯定 ,能 进 
行 比较 的 任意 一 条 路 径 的 长 度 必 大 于 4。 另 一 方面 ， 考 察 图 
222 所 示 的 -条 合乎 条 件 的 路 径 40B。 如 果 我 们 用 离 4 足 
够 近 的 点 0' 代替 0， 我 们 可 以 得 到 另 一 条 合 于 条 件 的 路 径 ， 
其 长 度 与 4 相差 可 以 任意 的 小 ;因此 ,如 果 最 短 合 于 条 件 的 路 
径 存 在 的 话 , 其 全 长 不 能 超过 d, 而 必须 恰好 为 4。 但 我 们 已 
知 长 为 的 只 有 路 径 48, 它 又 是 不 合 条 件 的 ， 所 以 ,符合 条 
件 的 路 径 中 不 可 能 存在 最 短 的 .上述 的 极 小 问题 没有 解 。 


由 
= = r 


如 £B 


222 


2) 如 图 223, 设 C 是 一 个 圆 ， 并 且 5 是 在 圆心 上 方 距 圆 
心 为 1 的 一 个 点 。 考虑 所 有 以 C 为 界 的 一 类 曲面 : 过 点 5， 
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在 c 的 上 方 ， 且 曲面 上 任意 不 同 的 两 点 在 C 所 在 的 平面 上 有 
不 同 的 垂直 投影 。 试 问 这 类 曲面 中 那个 

表面 积 最 小 ? 这 个 问题 看 来 自然 是 没有 

解 的 。 “不 存在 具有 最 小 面积 的 这 种 曲 

面 。 如 果 不 指定 曲面 必须 过 8 这 个 条 

件 ， 那 么 这 个 解 显然 是 以 C 为 边界 的 平 

面 圆 盘 ， 设 我 们 用 4 表示 加 盘面 积 ， 任 

何其 它 以 C 为 边界 的 曲面 面积 一 定 比 4 

人 大 ， 但 是 我 们 可 以 找到 一 个 面积 和 4 相 
差 任意 小 的 合 于 条 件 的 曲面 ， 为 了 作 到 这 一 点 , 我 们 取 一 个 
高 为 1 的 圆锥 形 曲 面 ， 使 它 很 细 以 至 于 它 的 面积 小 于 任意 事 
先 指定 的 界限 ， 我 们 把 这 个 圆锥 放 在 圆 盘 上 ， 使 其 顶点 在 5， 
并 且 考 察 由 圆锥 面 和 圆 盘 在 圆锥 底 外 的 部 分 组 成 的 全 曲面 。 
显然 立即 可 以 看 出 ， 这 个 曲面 和 圆 盘 平面 的 差 仅 是 靠近 中 心 
的 那 一 部 分 ,超过 4 的 那 部 分 面积 的 值 小 于 事先 给 定 的 界限 ， 
又 这 个 界限 可 以 按 我 们 的 愿望 ,选取 得 任意 的 小 ,可 见 符合 条 
件 的 曲面 面积 的 最 小 值 如 果 存 在 的 话 只 能 是 圆 盘 的 面积 4. 
但 在 所 有 以 C 为 界 的 曲面 中 ,只 有 圆 盘 本 身 的 面积 为 4, 而 加 
盘 不 通过 5, 不 符合 所 要 求 的 条 件 ， 所 以 问题 没有 解 . 

我 们 不 用 再 举 出 维尔 斯 特 拉 斯 给 出 的 那些 复杂 例子 了 . 
刚才 所 举 的 两 个 例子 已 经 足够 说 明 ， 最 小 值 的 存在 性 不 是 数 
学 证 明 中 无 关 紧 要 的 部 分 ， 让 我 们 再 用 更 一 般 化 和 更 抽象 化 
的 术语 解释 一 下 ， 考 察 确定 的 一 类 对 象 ， 例 如 一 族 曲 线 或 曲 
面 ,对 其 中 的 每 一 个 对 象 都 赋予 一 个 确定 的 数值 ,例如 长 度 或 
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面积 , 它 成 为 这 类 对 象 的 一 个 函数 . 如 果 这 类 对 象 中 只 有 有 
限 个 ， 显 然 在 对 应 的 数值 中 必 有 一 个 最 大 的 和 一 个 最 小 的 ， 
但 如 果 在 这 类 对 象 中 有 无 穷 多 个 ， 那 么 即使 所 有 这 些 数 都 包 
含 在 一 定 的 上 下 界限 之 间 , 也 可 能 既 没有 最 大 的 数 ,也 没有 最 
小 的 数 。 一 般 地 说 ， 这 些 数 将 组 成 数 轴 上 的 一 个 无 限 点 集 . 
为 简单 起 见 , 我 们 假设 所 有 这 些 数 都 是 正 的 。 那么 这 个 集 有 
一 个 “最 大 的 下 界 ”( 下 确 界 ), 即 有 一 点 ,集合 中 的 数 没有 比 
它 小 的 , 它 或 者 本 身 是 集合 的 元 素 , 或 者 不 属于 该 集 , 但 可 以 
由 集合 中 的 数 以 任意 的 精确 度 去 逼近 .如果 属于 这 个 集 ， 
它 就 是 该 集 的 最 小 元 素 ; 否则 该 集 显 然 不 含有 最 小 元 素 。 例 


如 , 数 集 !， 二， 于，… 不 含 最 小 元 素 ， 因 为 下 界 0 不 属于 这 


个 集 ， 这 些 例 子 以 抽象 的 方式 解释 了 有 关 在 在 性 问题 的 逻辑 
困难 .所 以 ,在 明确 地 或 暗含 地 给 出 与 问题 有 关 的 数 集 包 含有 
最 小 元 素 这 一 证 明 以 前 , 极 小 问题 的 解 是 不 完整 的 . 


3. 初等 极 值 问题 


在 初等 问题 研究 中 ， 只 需要 对 解 的 存在 性 问题 所 包含 的 
基本 概念 作 认 真 的 分 析 就 可 以 了 . 在 第 六 章 $5 中 讨论 过 紧 
致 集 的 一 般 概念 ;定义 在 紧 致 集 上 的 连续 函数 ,总 可 以 在 集合 
内 的 某 处 取得 最 大 值 与 最 小 值 ， 在 以 前 讨论 过 的 每 一 个 初等 
问题 中 ， 进 行 比较 的 值 都 可 以 被 看 作 是 在 某 个 区 域 上 定义 的 
一 元 或 多 元 函数 的 值 ， 而 这 个 区 域 或 者 是 紧 致 集 ， 或 者 能 很 
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容易 地 使 它 成 为 紧 致 集 而 不 使 问题 有 实质 的 变化 ， 在 这 种 情 
形 , 可 以 保证 最 大 值 与 最 小 值 的 存在 。 例如 , 在 施 泰 纳 问 题 
中 ,所 考察 的 量 是 三 个 距离 之 和 , 它 是 连续 地 依赖 于 动 点 的 位 
置 的 。 由 于 动 点 的 区 域 是 整个 平面 , 我 们 若 用 一 个 大 圆 把 图 
形 围 起 来 ,并 限制 这 点 只 在 圆 的 内 部 和 边界 上 的 话 , 对 问题 的 
解 不 会 有 什么 影响 。 因为 只 要 动 点 离 这 三 个 给 定点 足够 远 ， 
那么 它 到 这 些 点 的 距离 的 和 一 定 会 超过 43 十 4C， 面 
48 十 4C 是 愿 函数 中 的 一 个 容许 值 。 所 以 如 果 点 限制 在 大 
圆 域 上 有 一 个 最 小 值 ,那么 没有 这 个 限制 时 ,也 一 定 是 这 个 最 
小 值 . 但 很 容易 知道 ， 由 圆 以 及 它 的 内 点 组 成 的 区 域 是 紧 臻 
集 ; 因此 施 泰 纳 问 题 的 最 小 值 是 存在 的 . 

自 变 量 的 变 域 是 紧 致 集 这 个 假设 的 重要 性 ， 可 以 由 下 面 
的 例子 看 出 .给 定 两 条 闭 曲线 C; 和 C;, 在 C, 和 C; 上 ,总 分 别 
存在 距离 最 近 的 两 点 P, 和 和 P,, 以 及 距离 最 远 的 两 点 0 和 8;， 
因为 C: 上 的 一 点 4 和 C: 上 的 一 点 4; 之 间 的 距离 是 一 个 紧 
致 集 上 的 连续 通 数 ,而 这 个 紧 致 集 是 由 所 考察 的 有 序 点 对 4， 
4; 组 成 的 . 但 是 ,如 有 果 两 条 曲线 是 无 界 的 , 即 可 以 伸展 到 无 限 
远 的 话 ,那么 问题 就 可 能 没有 解 .在 图 224 所 示 的 情形 下 ,这 两 


图 224 相互 闻 不 存在 最 长 和 最 短 距离 的 两 条 曲线 
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条 曲线 之 间 既 没有 最 长 距离 也 没有 最 短 距离 。 距 离 的 下 界 是 
零 , 上 界 是 无 穷 ,两 者 都 不 能 达到 . 在 某 些 情 形 , 最 小 值 存在 
而 最 大 值 不 存在 ， 在 双 曲 线 的 两 支 之 间 (〈 第 107 页 图 17), 只 
能 利用 4 与 4' 得 到 最 短 距 离 , 而 相距 最 远 的 两 个 点 显然 是 不 
存在 的 . . 

我 们 可 以 人 为 地 限制 自 变量 的 变 域 ， 从 而 解释 这 种 性 质 
上 的 差异 。 选取 任意 一 个 正 数 R,， 并 只 讨论 把 x 限制 在 
lx| 三 的 情形 。 那么 以 上 两 个 问题 都 存在 最 大 值 和 最 小 
值 . 在 第 一 个 问题 中 ,用 这 种 方法 限制 边界 ,保证 了 最 长 和 最 
短 距离 的 存在 ,但 两 个 都 是 在 边界 上 取得 的 。 如 果 R 增 加 , 极 
值 点 仍然 在 边界 上 取得 。 因 此 , 随 着 R 的 增加 ,这 些 极 值 点 将 
趋 于 无 穷 而 消失 .在 第 二 个 问题 中 , 极 小 的 距离 在 内 点 获得 ， 
不 管 尺 怎 样 增 加 ,距离 极 小 的 两 点 保持 不 变 。 


4. 比较 复杂 情形 中 所 存在 的 困难 


在 含 一 个 \ 两 个 或 任意 有 限 个 自 变 量 的 初等 问题 中 ,存在 
性 问题 并 不 是 太 重 要 的 ,但 对 于 狄 里 赫 莱 原理 ,以 及 类 似 的 其 
至 是 比较 简单 的 问题 ,就 大 不 相同 了 .原因 是 在 这 些 情 形 中 ， 
或 者 自 变 量 的 区 域 不 是 紧 致 集 , 或 者 函数 不 是 连续 的 。 在 第 
二 小 节 第 一 个 例子 中， 我 们 有 一 系列 路 径 40'B， 其 中 0' 是 
趋 于 点 4 的 . 其 中 每 一 路 径 都 满足 所 要 求 的 条 件 . 但 路 径 
40' 了 3 趋 近 于 直线 段 48 时 ,这 个 极限 却 不 再 在 所 要 求 的 范围 
之 内 。 在 这 里 考虑 所 有 符合 条 件 的 路 径 的 集合 , 就 如 同 区 间 
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0 <x* 委 1 一 样 ,而 对 于 这 个 区 闻 , 维 尔 斯 特 拉 斯 的 极 值 定理 
是 不 成 立 的 ( 见 第 406 页 )。 在 第 二 个 例子 中 , 我 们 发 现 有 类 
似 的 情形 : 如 果 圆 锥 越 变 越 细 ， 那 么 对 应 的 一 系列 符合 条 件 
的 曲面 将 趋 于 圆 盘 加 上 一 个 到 达 s 的 垂 线 ， 然 而 这 个 极限 几 
何 整体 是 不 在 所 要 求 的 曲面 之 内 的 ， 符 合 条 件 的 曲面 的 集合 
仍然 不 是 紧 致 集 . 

作为 不 连续 依赖 的 一 个 例子 ,我 们 考查 一 条 曲线 的 长 度 . 
因为 整个 曲线 不 能 由 有 限 个 “坐标 ”来 刻 划 ， 所 以 这 个 长 度 不 
再 是 有 限 个 数值 变量 的 函数 ， 而 且 曲 线 长 也 不 是 曲线 的 连续 
函数 .为 了 看 清 这 一 点 ,我 们 用 句 齿 形 的 折线 P,, 连 接 相 距 为 
4 的 两 点 4 和 B, 使 P, 和 直线 段 48B 组 成 ”个 等 边 三 角形 ， 
由 图 225, 显 然 对 任意 >，P, 的 总 长 恰好 等 于 24。 现在 考察 折 
线 序列 局, 已, …'。 当 波 数值 > 增加 时 ,这 些 折线 的 单个 波 的 
高 度 降低 ,并 且 在 极限 情形 ,凹凸 不 平 的 情形 将 完全 消失 于 直 
线 4B, 显 然 折 线 P, 趋 近 于 直线 4B。 但 不 管 下 标 > 怎样 , P。 
的 长 度 , 永远 等 于 24， 同 时 极限 曲线 的 长 度 ， 即 直线 段 的 长 
度 仅 为 4。 因 此 长 度 不 连续 依赖 于 曲线 . 
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图 225 ”用 二 倍 于 直线 段 长 的 折线 趋 近 直线 眉 
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所 有 这 些 例 子 进一步 说 明 这 样 一 个 事实 : 在 处 理 结构 较 
.复杂 的 极 值 问题 时 , 解 的 存在 与 否 确实 是 需要 讨论 的 . 


$8 等 周 问 题 


具有 一 定 长 度 的 所 有 闭 曲线 中 ,以 圆 所 围 的 面积 最 大 ;这 
是 数学 中 “显而易见 ”的 事实 之 一 ， 但 它 只 有 用 近代 方法 才能 
得 到 严密 的 证 明 。 对 这 个 定理 的 证 明 , 施 泰 纳 给 出 了 许多 高 
明 的 方法 ,我 们 将 只 研究 其 中 的 一 个 . 

我 们 首先 假设 解 是 存在 的 ， 即 我 们 可 以 设 C 是 一 条 周 长 
工 一 定 并 且 包 含有 最 大 面积 符合 要 求 的 曲线 ， 那么 我 们 很 容 
易 证 明 c 必 是 凸 曲线 ; 凸 的 意思 是 说 连接 C 上 任意 两 点 的 直 
线段 必 全 部 在 曲线 上 或 在 曲线 围 成 的 区 域内 。 因为 ,如果 曲 
线 C 不 是 凸 的 ,如 图 226 所 示 , 那么 在 C 上 必 有 其 一 对 点 , 例 
如 0O 和 P, 使 直线 段 0P 在 C 外 . 设 弧 09P 关 于 直线 OP 的 反 
射 映 象 是 弧 008'P, 弧 00'P 与 弧 ORP 一 起 形成 长 度 为 工 的 一 
条 曲线 ,而 它 包 围 的 面积 比 原 曲 线 C 大 ,这 是 因为 它 包 括 的 面 


图 226 
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积 增加 了 面积 1 和 I， 但 这 与 长 度 为 工 的 闭 曲 线 C 含有 最 大 
面积 的 假设 矛盾 .所 以 C 必 是 吓 的 ， 

现在 选取 两 点 4 和 B， 把 作为 解 的 曲线 C 分 割 为 等 长 的 
两 段 狐 . 那么 直线 4B 必 将 C 的 面积 分 割 为 两 个 相等 的 部 
分 ， 因 为 不 然 的 话 , 可 以 把 较 大 画 积 的 那 部 分 对 48 反射 , 就 
得 到 另 一 条 长 度 为 工 ` 比 C 围 有 更 大 面积 的 曲线 了 (图 227). 


图 227 
可 见 作为 解 的 曲线 C 的 一 半 必 须 解决 以 下 的 问题 ， 求 长 度 为 
L/2 的 弧 , 其 端点 4、B 在 一 条 直线 上 ,使 它 与 这 条 直线 之 间 
所 围 的 面积 为 极 大 。 现在 我 们 将 证 明 这 个 新 闻 题 的 解 是 半 
圆 ， 从 而 等 周 长 问 题 的 解 C 是 一 个 圆 ， 设 弧 408 是 新 闻 题 
的 解 ， 只 要 证 明 每 一 个 内 接 角 ,例如 图 228 内 的 二 40B 是 直 


图 228 图 229 
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角 就 行 了 ,因为 这 就 证 明了 408B 是 半圆 。 我 们 相反 地 假设 
角 408B 不 是 直角 。 那么 我 们 可 以 用 图 229 的 图 形 代替 图 
228, 这 个 新 图 形 中 ， 阴 影 部 分 的 面积 以 及 弧 408 的 长 度 没 
有 改变 ,而 由 于 使 和 408B 等 于 90° 或 至 少 接近 90*， 三 角形 
的 面积 增 大 了 。 这 样 , 图 229 给 出 了 一 个 比 原 图 更 大 的 面积 
〈 记 第 428 页 )。 但 我 们 开始 是 假设 图 228 是 问题 的 解 , 因此 
图 229 不 可 能 有 更 大 的 面积 。 这 个 矛盾 就 证 明了 对 任意 点 
0, 和 40B 必 是 直角 ,证 明 完 毕 . 

加 的 等 周 的 性 质 也 可 以 用 一 个 不 等 式 表示 . 设 工 是 加 的 


局 长 ， 它 的 面积 为 亏 rE 因而 在 任意 闭 曲 线 的 长 度 工 和 面积 4 


之 间 必 然 有 等 周 不 等 式 , 4 < 这里， 等 号 只 在 圆 时 成 


竟 ， 

* 由 $ 7 讨论 中 我 们 都 知道 , 施 泰 纳 的 证 明 是 有 条 件 的 : 
“如 果 存 在 长 度 为 工 并 有 最 大 面积 的 曲线 ,那么 它 必 是 圆 .” 确 
立 这 个 假设 前 提 , 需要 一 个 实质 上 是 全 新 的 讨论 。 首先 我 们 
要 证 明 一 个 有 关 偶 数 2” 边 的 闭 多 边 形 P 的 初等 定理 : 具有 
同样 长 度 的 所 有 2 个 边 的 多 边 形 中 , 正 24 边 形 有 最 大 面积 . 
证 明和 施 泰 纳 的 方法 相仿 , 但 作 如 下 修改 。 这 里 存在 性 问题 
没有 困难 , 因为 一 个 2” 边 多 边 形 以 及 它 的 长 度 和 面积 , 都 连 
续 依 赖 于 顶点 的 4 个 坐标 ,不 失 一 般 性 我 们 可 以 把 它们 限制 
在 42 维 空间 内 的 一 个 紧 致 点 集 上 . 由 此 ,对 多 边 形 的 这 个 问 
题 ,一 开始 我 们 确实 可 以 假设 某 个 多 边 形 P 是 解 ,并 在 这 个 基 
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础 上 分 析 P 的 性 质 ， 和 施 泰 纳 的 证 明 完 全 一 样 , 可 以 知道 
必 是 凸 的 。 我 们 现在 证 明 P 的 22 个 
边 必然 都 长 度 相同 。 因 为 如 果 假 设 两 
个 邻 边 4B 和 BC 有 不 同 的 长 度 ; 
那么 我 们 可 以 从 P 中 切 下 三 角形 
ABC, 换 上 一 个 等 腰 三 角形 4B'C ,使 
AB'+B'C=AB+ BC, 则 AAB'C 
有 较 大 的 面积 ( 见 $ 1). 这样, 我 们 得 
轩 到 一 个 周 长 相 同 但 面积 较 大 的 多 边 形 
P', 这 与 P 是 最 佳 2” 多 边 形 矛盾 .因而 了 的 所 有 的 边 必 有 相 
同 的 长 度 .。 剩 下 的 是 要 证 明 P 了 是 正 多 边 形 ; 这 只 要 说 明 P 的 
所 有 顶点 都 在 一 个 圆 上 就 足够 了 . 推理 和 施 泰 纳 的 方法 相 
似 . 首先 ,我 们 证 明 连 接任 意 一 对 顶点 的 一 条 对 角 线 ,例如 连 
接 第 一 个 和 第 十 1 个 顶点 的 对 角 线 ， 切 割 整 个 面积 为 相等 
的 两 部 分 。 其 次 证 明 任 一 部 分 的 所 有 顶点 都 在 同一 个 半圆 
上 。 详细 叙述 可 以 完全 照 着 前 面 的 方式 进行 , 这 留 给 读者 作 
练习 . 
等 周 问 题 的 解 及 其 存在 性 ， 现 在 能 够 用 当 顶 点 数 无 限 增 
多 ,最 佳 正 多 边 形 趋 于 贺 的 极限 过 程 而 得 到 ， 
施 泰 纳 的 推理 对 于 证 明 三 维 空间 中 球面 的 相应 的 等 周 性 
质 并 不 完全 适用 . 施 泰 纳 给 出 了 一 个 略 有 不 同 但 比较 复杂 的 
办 法 ,使 三 维 的 问题 能 和 二 维 一 样 的 处 理 ,但 因为 不 能 立即 把 
它 用 于 存在 性 的 证 明 , 因 此 我 们 在 此 把 它 路 去 了 .事实 上 ,证 
明 球 的 等 周 性 质 , 比 起 圆 来 说 困难 得 多 ;一 个 完整 而 严格 的 证 
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明 是 在 相当 一 段 时 期 后 首先 由 施 瓦 痰 在 一 篇 颇 难 理解 的 文章 
中 给 出 的 . 在 任意 闭 三 维 体 的 表面 面积 4 和 体积 了 之 间 ， 三 
维 等 周 性 质 可 以 用 不 等 式 

36r 太 < 委 全 
表示 ,这 里 等 号 只 有 在 球面 时 才 成 立 . 


*89 带 有 边界 条 件 的 极 值 问题 ” 施 泰 纳 
问题 和 等 周 问题 之 间 的 联系 


当 变 量 的 变 域 用 边界 条 件 限 定时 ， 极 值 问题 可 以 产生 许 
多 有 趣 的 结果 。 关 于 紧 致 集 上 连续 函数 必 有 最 大 和 最 小 值 的 
维尔 斯 特 拉 斯 定理 ,并 不 排除 在 区 域 边 界 上 取得 极 值 的 可 能 . 
函数 x 一 * 提供 了 一 个 简单 而 且 几 乎 是 一 目 了 然 的 例子 。 如 
果 x 没有 限制 ， 变 域 可 以 是 由 一 2 到 十 co， 那 么 自 变量 的 区 
域 也 是 整个 数 轴 ; 并 且 由 此 可 以 知道 函数 x = * 在 任何 地 方 
都 没有 最 大 值 和 最 小 值 . 但 如 果 用 边界 限定 变 域 B， 例 如 
0 志 x 1, 那么 存在 一 个 最 大 值 1, 它 在 右 端点 得 到 ,并 且 还 
有 一 个 最 小 值 0, 它 在 左 端点 得 到 . 然而 ,这 些 极 值 并 不 出 现 
在 函数 曲线 的 峰 ”或 谷 ” 处 ,对 于 两 边 完整 的 邻 域 来 说 ,它们 
不 是 极 值 ， 由 于 极 值 总 在 端点 ,所 以 只 要 区 域 扩大 , 极 值 就 要 
变化 .但 对 于 函数 的 真正 峰 ” 或 “ 谷 " 来 说 ， 极 值 特 性 是 针对 
取得 极 值 的 极 值 点 的 一 个 完整 邻 域 而 言 的 ; 边界 稍 有 变化 不 
会 有 什么 影响 。 这 一 类 极 值 当 自 变 量 在 区 域 了 内 自由 变化 时 
也 仍然 保持 ,至 少 在 充分 小 的 邻 域内 是 如 此 ， 这 种 “自由 ” 极 


"489。 


值 和 边界 上 取 的 极 值 之 间 的 区 别 ， 可 以 用 很 多 表面 上 是 不 同 
的 方式 来 解释 。 当 然 ,对 于 一 元 函数 ,区 别 仅仅 是 在 单调 函数 
和 非 单 调 函数 之 间 , 不 能 引出 特别 有 趣 的 东西 来 。 但 在 多 元 
函数 的 情形 ,存在 很 多 颇 重 要 的 例子 ,其 极 值 都 在 变 域 的 边界 
上 取得 . 

例如 : 在 施 瓦 蒋 三 角形 问题 中 就 能 出 现 这 种 情形 .三 个 
自 变量 的 变 域 是 由 所 有 三 元 点 组 组 成 的 ， 在 这 里 三 元 点 组 中 
的 每 一 个 点 分 别 在 三 角形 48C 的 三 边 上 。 问题 的 解 只 包括 
两 种 可 能 情况 ， 一 种 是 ， 极 小 值 的 取得 是 在 自 变量 的 三 个 点 
P、0、R 都 在 三 角形 三 个 边 的 内 部 的 时 候 ,在 这 种 情形 下 , 最 
小 值 是 由 垂 足 三 角形 给 出 的 ; 另 一 种 极 小 值 是 当 P、9、R 中 
有 两 点 与 它们 各 自 取 值 区 间 的 公共 端点 重合 时 的 边界 位 置 取 
得 的 ,在 这 种 情形 下 ,最 小 内 接 “ 三 角形 "是 该 顶点 所 引 高 线 的 
二 倍 .这 样 , 因 这 两 种 情形 的 不 同 , 解 的 性 质 也 就 不 同 . 

在 施 泰 纳 的 三 村 问题 中 , 点 也 的 变 域 是 整个 平面 。 平面 
内 给 定 的 三 个 点 4、B、C, 可 以 看 作 边界 点 ， 仍 然 存在 两 种 可 
能 情况 ， 它 们 产生 两 种 完全 不 同类 型 的 解 : 或 者 极 小 值 在 三 
角形 4BC 的 内 部 取得 ， 这 就 是 三 个 等 角 的 情形 ; 或 者 极 小 
值 在 一 个 边界 点 C 取得 . 它 的 补充 问题 也 存在 类 似 的 两 种 情 
况 . 

作为 最 后 一 个 例子 ， 我 们 可 以 考虑 限制 边界 条 件 的 等 周 
问题 这样 我 们 将 得 到 等 周 问题 和 施 泰 纳 问题 之 间 的 惊人 的 
联系 ， 同 时 ， 它 也 许 是 一 种 新 类 型 的 极 值 问题 的 最 简单 的 例 
子 .在 原来 的 问题 中 , 自 变量 , 即 这 定 长 的 闭 曲线 , 它 可 以 由 
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贺 任 意 变 形 ， 并 且 任 意 这 种 变形 所 成 的 曲线 都 是 可 以 进行 比 
较 的 ,从 而 使 我 们 有 一 个 真正 自由 的 极 小 值 。 现在 让 我 们 考 
感 下 面 修 改 了 的 问题 : “给 定 三 点 P、D、R, 求 一 曲线 C ,使 这 
三 个 点 在 其 内 部 , 或 通过 这 三 个 点 ,包含 给 定 的 面积 4, 而 要 
使 其 周 长 为 极 小 “这 表示 一 个 真正 的 边界 条 件 . 

显然 ,如 果 预 先 给 定 的 4 充分 大 ,那么 三 个 点 P、 09、R 将 
完全 不 影响 这 个 问题 .只 要 三 角形 POR 的 外 接 圆 所 包围 的 面 
积 小 于 或 等 于 4， 问题 的 解 仅仅 就 是 包含 三 点 面积 为 4 的 一 
个 圆 . 但 如 果 4 比较 小 的 时 候 将 怎样 昵 2 我 们 这 里 将 只 叙述 
答案 而 略 去 详细 的 证 明 ， 虽 然 这 个 证 明 并 没有 超出 我 们 的 能 
力 范围 ,对 于 4 递减 到 零 的 一 系列 值 ， 让 我 们 来 看 看 这 些 解 
的 特点 。 当 4 刚 小 于 外 接 贺 所 包围 的 面积 时 ， 原 来 的 等 周 的 
圆 将 断裂 为 三 段 弧 ,这 些 弧 有 相同 的 半径 , 并 且 它 们 以 P、 9、 
R 为 顶点 组 成 为 一 个 凸 圆 弧 三 角形 (图 232)， 这 个 三 角形 就 
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图 231 一 233 ”逐渐 靠近 施 泰 纳 问 题 的 解 的 等 周 图 形 


是 问题 的 解 ， 我们 还 可 以 由 给 定 的 值 4, 确定 其 大 小 。 如 果 
4 进一步 减 小 ,这 些 圆 弧 的 半径 将 要 增加 ,而 弧 将 越 来 越 接近 
于 直线 , 直到 4 恰好 是 三 角形 POR 的 面积 时 , 解 就 是 这 三 角 
形 本 身 ， 如果 现在 4 再 小 些 ,那么 解 仍 由 三 个 圆 弧 组 成 ,它们 
有 同样 的 半径 , 并 且 以 P、0、R 为 顶点 组 成 一 个 三 角形 ， 然 
而 ， 这 时 三 角形 是 凹 的 ， 这 些 弧 在 三 角形 POR 的 内 部 (图 
233)，4 再 继续 减 小 , 将 会 出 现 这 样 的 一 个 时 刻 : 对 某 个 值 
4, 两 个 四 弧 在 一 个 角 顶 R 处 彼此 相 切 。4 若 再 继续 减 小 ,就 
不 再 可 能 构 作 一 个 以 前 那 种 类 型 的 圆 弧 三 角形 了 .一 种 新 现 
象 出 现 了 : 解 仍然 由 止 弧 三 角形 给 出 ,但 它 的 一 个 顶点 R' 将 
与 对 应 的 顶点 R 分 开 ， 并 且 现 在 解 将 由 圆 弧 三 角形 POR' 加 
土 计算 两 次 的 直线 段 RR (因为 它 要 由 R' 走 到 尺 并 且 再 返回 
来 ) 组 成 ， 这 条 直线 段 与 在 R' 处 相 切 的 两 个 弧 都 相 切 .如果 
4 继续 进一步 减 小 , 分 离 的 过 程 也 将 在 其 它 顶 点 处 发 生 ， 我 
们 得 到 的 解 是 一 个 圆 台 三 角形 , 它 由 等 半径 的 三 条 圆 红 组 成 ， 
它们 彼此 相 切 形成 一 个 等 边 圆 弧 三 角形 PO'R'， 另 外 还 要 加 
上 三 条 各 自 计 算 两 次 的 直线 眉 PP,， 9'0, R'R (图 234). .最 
后 ,如 果 4 收 缩 为 零 , 那么 圆 弧 三 角形 退化 为 一 个 点 , 我 们 就 
回 到 了 施 泰 纳 问题 的 解 ; 这 样 后 者 可 以 看 作 是 修改 了 的 等 周 
问题 的 极限 情形 . 

如 采 P、0、R 组 成 一 个 钝 角 三 角形 ,其 中 有 一 个 角 大 于 
120"” ,那么 收缩 过 程 将 导出 相应 的 施 泰 纳 问 题 的 解 , 因为 那 时 
贺 弧 缩 向 印 角 的 顶点 。 广义 施 泰 纳 问 题 的 解 〈( 第 360 页 的 图 
216-8), 可 以 由 类 似 问题 的 极限 过 程 得 到 . 
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等 周 问题 是 1696 年 引起 约翰 贝 努 利 (Johann Bernoulli) 
注意 的 一 大 类 重要 问题 中 最 古老 的 一 个 .在 当时 一 个 有 名 的 
科学 期 刊 上 , 他 提出 了 如 下 的 “ 捷 线 ” 问 题 。 设想 一 个 质点 沿 
连接 点 4 和 一 个 更 低 的 点 8B 的 一 条 曲线 无 摩擦 力 地 下 滑 ， 如 
果 质 点 仅 在 重力 的 影响 下 ， 那 末 沿 怎样 一 条 曲线 才 使 质点 下 
滑 所 需 的 时 间 最 少 ?容易 看 出 ， 质 点 沿 不 同 路 径 降落 所 需 时 
间 是 不 一 样 的 。 直线 决 不 是 最 快 的 路 径 , 答案 也 不 是 圆 弧 或 
其 它 初 等 曲线 。 贝 努 利 自称 已 有 了 一 个 奇妙 的 答案 , 但 为 了 
激励 当时 最 伟大 的 数学 家 ， 使 他 们 能 在 这 新 类 型 的 数学 问题 _ 
面前 ， 试 试 自己 的 才能 ， 不 打算 马上 把 答案 发 表 . 特别 是 ， 
他 向 他 的 哥哥 雅 可 比 * 贝 努 利 《Jacob. Bernoulli) 挑战 , 当时 
他 和 他 的 哥哥 存在 长 期 激烈 的 争吵 ， 他 公开 说 他 哥哥 在 解 这 
个 问题 上 是 无 能 为 力 的 ， 数 学 家 立即 认识 到 “ 捷 线 ”问题 有 着 
不 同 的 特点 .在 那 以 前 ,在 微分 法 所 处 理 的 问题 中 ,要 求 极 小 ， 
的 量 仅 依赖 于 一 个 或 若干 个 数值 变量 ， 而 这 个 问题 中 所 考虑 
的 量 , 即 下 降 时 间 , 却 依赖 整 条 曲线 ,就 因 这 一 根本 不 同 点 ,至 
使 这 个 问题 不 能 由 微分 法 以 及 当时 所 知道 的 任何 其 它 方法 来 
解决 . 

这 个 问题 的 新 奇 性 一 一 表面 上 不 容易 看 到 它 和 圆 的 等 周 
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图 236 旋 轮 线 


性 问题 有 同样 的 特性 一 一 以 及 当知 道 它 的 解 原来 是 前 不 久 发 
现 的 旋 轮 线 的 时 修 , 更 把 同时 代 的 数学 家 们 强烈 地 吸引 住 了 ， 
我 们 回忆 旋 轮 线 的 定义 : 旋 轮 线 是 圆 沿 直线 无 滑动 地 滚动 
时 , 贺 周 上 一 点 的 轨迹 ,如 图 236 所 示 。 在 此 以 前 已 知 这 个 曲 
线 和 有 趣 的 力学 问题 有 联系 ， 特 别 是 和 理想 的 钟 摆 的 制作 有 
联系 。 惠 更 斯 兽 发 现 ; 一 个 理想 质点 ， 在 没有 摩擦 力 的 情况 
下 , 受 重 力 影响 在 铅 直 的 旋 轮 线 上 振动 时 ,其 振动 局 期 和 运动 
的 振幅 无 关 。 而 像 一 个 普通 摆 所 走 的 一 条 圆 弧 路 径 ， 和 振幅 
无 关 性 只 是 近似 正确 ,这 被 认为 是 用 摆 制 造 精确 钟表 的 缺 欠 ， 
因此 旋 轮 线 被 誉 为 等 时 性 曲线 ， 现 在 它 又 获得 了 捷 线 这 个 新 
头衔 . 


贝 努 利 兄 弟 和 其 它 人 已 经 找到 了 解 捷 线 问题 的 各 种 不 同 
方法 , 而 我 们 现在 介绍 的 是 最 原始 的 方法 之 一 ， 最 初 的 这 
些 方法 是 对 特殊 问题 而 采用 的 , 或 多 或 少 带 有 特殊 性 。 但 这 
些 方法 没有 保持 很 久 , 欧 拉 和 拉客 朗 昌 (1736 一 1813) 发 展 出 
解 这 种 极 值 问题 〈 这 种 极 值 问题 中 自 变 元 不 是 一 个 或 有 限 个 
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图 237 光线 的 折射 
数值 变量 , 而 是 整 条 曲线 或 函数 , 甚至 是 一 组 函数 ) 的 更 一 般 


的 方法 。 解 这 种 问题 的 新 方法 叫 变 分 法 , 

这 里 不 可 能 叙述 这 个 数学 分 支 的 技术 细节 或 深入 讨论 各 
种 特殊 问题 。 变 分 法 在 物理 中 应 用 很 广 。 很 早 以 前 人 们 就 注 
意 到 , 自然 现象 常常 呈现 为 某 种 类 型 的 极 大 或 极 小 形式 。 如 
我 们 已 看 到 的 ,亚历山大 时 期 的 赫 伦 认识 到 ,光线 对 平面 镜 的 
反射 可 以 用 极 小 原理 来 描述 。 在 十 七 世纪 , 费 尔 玛 更 进 了 一 
步 : 他 观察 到 ,光线 的 折射 规律 也 可 以 借助 极 小 原理 来 描述 , 
大 家 都 知道 ,光线 由 一 均匀 介质 传播 到 另 一 介质 时 ,其 路 径 要 
在 交界 处 转折 .如 图 237, 从 上 面 介质 的 P 点 出 发 到 达 下 面 介 
质 R 点 的 光线 (在 上 面 介质 中 速度 为 ,在 下 面 介 质 中 速度 为 
比 ), 将 按 POR 的 路 径 传 播 . 由 斯 内 尔 (Snell) (1591 一 1626) 
发 现 的 实验 定律 ,阐明 组 成 路 径 的 两 条 直线 段 PO 和 OR 与 法 
线 的 夹 角 cs w, 由 条 件 


sing y 
一 一 一 -一 2 一 


Sin cx Ww | 
次 定 。 利 用 微 积分 ， 费 尔 玛 证 明了 这 路 径 使 光线 由 了 到 及 所 
需 的 时 间 最 少 ,也 就 是 说 ,其 时 间 比 光线 治 任何 其 它 的 联 线 传 
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播 所 用 的 时 间 都 少 , 这 样 , 赫 伦 反射 定律 在 一 千 六 百年 后 ,由 
一 个 类 似 的 ,而 且 同 样 重要 的 折射 律 给 以 补充 了 . 

费 尔 玛 把 这 个 定律 所 说 的 关系 推广 到 介质 间 的 分 界 是 弯 
曲 的 曲面 的 情况 , 如 像 透 镜 中 用 到 的 球面 。 对 于 球面 透镜 的 
情形 ， 这 个 关系 仍然 成 立 ， 即 光线 实际 走 的 路 径 所 需要 的 时 
间 ， 比 起 光线 在 相同 两 点 间 走 任何 其 它 的 路 径 所 需 的 时 间 都 
要 少 .最 后 , 费 尔 玛 考察 了 这 样 一 种 任意 的 光学 系统 ,在 这 种 系 
统 中 ,光线 的 速度 按 一 定 的 方式 逐 点 变化 ,就 如 同 在 大 气 层 中 
那样 .他 把 连续 的 非 均 匀 介 质 分 割 成 许多 薄 层 ,在 每 一 层 内 光 
速 近似 不 变 ,因而 设想 每 片 薄 层 内 光速 不 变 .这 样 ,从 任 一 薄 
层 到 下 一 菏 层 ,他 可 以 逐次 应 用 他 的 原理 。 使 薄 层 趋 于 零 , 他 
得 到 了 普遍 的 几何 光学 的 费 尔 玛 原 理 : 在 非 均匀 介质 中 ,光线 
在 两 点 间 传 播 要 沿 着 连接 该 二 点 的 一 切 路 径 中 费时 最 少 的 一 
条 路 径 前 进 。 这 个 原理 不 仅 是 在 理论 上 , 而 且 在 几何 光学 的 * 
应 用 上 都 是 很 重要 的 。 把 变 分 法 应 用 到 这 个 原理 上 的 技巧 ， 
提供 了 计算 透镜 系统 的 基础 。 

极 小 原理 在 物理 的 其 它 分 支 中 也 起 着 支配 的 作用 . 人们 
观察 到 ,如 果 安 置 一 个 力学 系统 使 它 的 “位 能 ” 极 小 ,那么 这 个 
系统 就 获得 稳定 平衡 。 作为 一 个 例子 , 让 我 们 考虑 一 条 柔软 
的 均匀 的 链子 ,把 它 两 端 悬 挂 起 来 , 且 只 受 重力 的 作用 , 这 时 
链 所 取 的 形状 ,将 使 它 的 位 能 极 小 .在 这 种 情形 下 ,位 能 的 大 
小 由 重心 (在 某 个 固定 轴 上 方 ) 的 高 度 所 决定 ， 基 挂 的 链子 形 
成 的 曲线 ,叫做 悬 链 线 , 它 表 面 上 像 抛物 线 ， 

不 仅 平衡 的 那些 规律 ,而 且 一 些 运动 的 规律 也 是 由 极 大 、 
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极 小 原理 决定 的 。 第 一 个 对 这 个 原理 获得 明确 概念 的 人 是 欧 
拉 , 而 有 着 哲学 和 神秘 倾向 的 “抽象 理论 家 ” 们 ,例如 件 培 尔 特 
(Maupertuis) (1698 一 1759), 却 不 能 把 数学 命题 与 "上帝 的 意 
志 是 用 最 完美 的 一 般 原则 控制 物理 现象 ”这 种 模糊 观念 分 离 
开 来 。 物理 学 的 欧 拉 变 分 原理 , 后 来 再 次 由 爱尔兰 数学 家 哈 
密 尔 顿 《W. R. Hamilton) (1805 一 1865) 重新 发 现 ,并 加 以 
推广 , 它 是 力学 光学 ,电动 力学 中 最 有 效 的 工具 之 一 ,并 且 在 
工程 中 有 许多 应 用 。 在 物理 学 的 最 新 发 展 中 一 一 相对 论 和 量 
子 论 一 一 到 处 都 有 显示 出 变 分 法 威力 的 例子 ， 


3. 贝 努 利 对 捷 线 问题 的 处 理 


较 早 由 雅 ， 贝 努 利得 到 的 捷 线 问题 的 解法 ， 用 不 着 很 多 
专门 知识 就 可 以 理解 。 我 们 由 力学 中 的 这 样 一 个 事实 开始 : 
一 个 在 4 静止 的 质点 从 4 沿 任意 一 条 蛆 线 C 下 滑 ， 在 任意 点 
P 时 的 速度 与 V% 成 比例 ,这 里 4 是 4 到 了 的 垂直 距离 ; 就 
是 说 ,v 一 eV 4 ,其 中 < 是 一 个 常数 ， 现 在 我 们 把 问题 变换 
成 稍微 不 同 的 另 一 问题 。 我 们 把 空间 分 割 为 很 多 水 平 薄片 ， 
每 一 片 的 厚度 都 是 4?， 并 且 现 在 假定 运动 质点 的 速度 的 改变 
是 不 连续 的 ,从 一 片 到 另 一 片 闻 有 小 的 姚 变 ,于 是 在 邻接 4 的 
第 一 片 中 速度 是 <V 4 ,第 二 片 中 的 速度 是 cV 24, 而 第 # 片 
中 是 eVnd 一 cV%, 其 中 4 是 4 到 PP 的 垂直 距离 ( 见 图 
238). 如 果 要 考虑 的 是 这 个 问题 , 那么 实际 上 只 有 有 限 个 变 
量 ， 在 每 片 中, 路 径 必须 是 直线 段 , 这 时 不 出 现存 在 性 问题 ， 
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图 238 


并 且 问 题 的 解 必然 是 折线 ， 剩 下 的 问题 只 是 如 何 确 定 折线 的 
转折 点 ， 根 据 简单 折射 律 中 的 极 小 性 原理 , 每 一 对 相 邻 的 菏 
片 之 内 ,由 P 了 经 8 到 RR 的 运动 路 径 必须 是 ， 当 P 卫 和 RR 固定 时 ， 
0 是 使 运动 需 时 最 少 的 点 ， 因 此 下 述 的 “折射 律 ”必须 成 立 : 
sin oa sin o 
Vrd VCTDZ 
反复 使 用 这 个 原理 ,将 产生 一 系列 的 等 式 


sino 。 sino _... (1 
Va V2d 2 
其 中 a 是 第 2 薄片 中 的 折线 与 垂直 于 薄片 的 法 线 闻 的 夹 


角 . 


现在 贝 努 利 设想 厚度 4 变 得 越 来 越 小 , 趋 近 于 零 。 那么 
刚才 得 到 的 作为 近似 问题 解 的 折线 ， 将 趋 近 于 原 问题 中 所 要 
求 的 解 ， 在 这 个 极限 过 程 中 ,等 式 (1) 不 受 影响 ,因此 , 贝 努 利 
下 结论 说 ， 解 必 是 具有 下 述 性 质 的 曲线 C: 如 果 a 表示 曲线 
C 在 任意 一 点 忆 处 的 切线 和 过 该 点 的 垂 线 之 间 的 夹 角 ，4 表 
示 由 P 了 到 过 4 的 水 平 线 的 垂直 距离 ， 那 么 对 于 C 上 的 任意 一 
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点 了 来 谱 ，-7 2 是 常数 。 人 人 们 很 容易 证 明 ,这 个 丛 质 是 这 办 


线 的 特性 。 

贝 努 利 的 “证 明 ” 是 数学 推理 上 一 个 巧妙 而 有 价值 的 典型 
例子 ,但 它 并 不 是 严密 的 .论证 中 有 一 些 默 认 的 假设 ,而 要 证 
明 它们 是 正确 的 , 比 论证 这 问题 本 身 还 更 复杂 和 元 长 ,例如 ， 
解 C 的 存在 性 ， 以 及 近似 问题 的 解 趋 近 于 原 问 题解 的 事实 都 
是 假定 的 。 像 这 一 类 具有 启发 性 的 方法 的 真正 价值 当然 是 值 
得 讨论 的 ,但 是 这 会 使 我 们 离 题 太 远 . 


4. 球面 上 的 测 地 线 与 极 大 - 极 小 


在 本 章 的 引言 中 ， 我 们 提 到 过 求 连接 一 个 曲面 上 已 知 丙 
点 的 最 短 弧 的 问题 。 在 初等 几何 中 已 经 证 明 ， 球 面 上 的 这 些 
“ 测 地 线 ”是 大 圆 上 的 一 段 弧 . 设 P 和 9 是 球面 上 的 两 点 (不 
是 同一 条 直径 上 的 两 个 端点 ), 并 且 < 是 过 P 和 9 的 大 圆 上 较 
短 的 那 段 弧 . 那么 现在 问题 是 , 同一 个 大 圆 的 较 长 的 弧 c' 有 
什么 性 质 ? 它 当然 不 是 最 短 曲线 ， 也 不 能 是 连接 P 和 4 曲线 
中 的 最 长 的 曲线 ， 因 为 在 P 和 9 之 闻 可 以 作出 任意 长 度 的 曲 
线 .答案 是 ,是 一 个 极 大 一 一 极 小 问题 的 解 ， 设 5 是 一 个 把 
P 和 92 分 隔 在 两 侧 的 某 一 固定 大 圆 上 的 点 ; 我 们 欲求 球面 上 
连接 P 和 0 又 通过 5 的 最 短 的 曲线 .当然 ,两 条 大 圆 弧 上 的 短 
弧 PS 和 25 组 成 的 曲线 就 是 这 极 小 问题 的 解 。 我 们 现在 要 找 
出 s 点 的 一 个 位 置 , 使 最 短 距离 P59 变 得 尽 可 能 地 大 .答案 
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图 239 球面 上 的 测 地 线 . 


是 : $ 必须 使 得 PSO 就 是 过 PO 的 大 圆 的 较 长 弧 c'。 我 们 可 
以 变更 这 个 问题 如 下 : 首先 找 由 忆 经 过 球面 上 指定 的 ”个 点 
S 5，5S,。 到 9 的 最 短路 径 , 然后 变动 点 51, 5;,*… ,5 的 
位 置 , 使 这 最 短 距离 变 得 尽 可 能 地 大 这 样 得 到 的 解 是 联结 
P 和 2 的 大 圆 上 的 一 条 路 径 ,但 是 这 条 路 径 要 强 绕 球面 ,而 它 
恰巧 经 过 P 和 92 沿 直径 所 对 的 另 一 对 端点 ”次 . 

这 个 极 大 极 小 问题 的 例子 ， 是 变 分 法 中 一 类 广泛 问题 中 
的 一 个 典型 问题 ， 这 些 问题 用 莫 尔 斯 和 其 他 人 发 展 的 方法 已 
取得 出 色 的 成 就 。 


$ 11 极 小 问题 的 实验 解法 “肥皂 膜 实 验 


1. 3 引 言 


用 含有 给 定 的 基本 元 素 的 公式 或 几何 作 图 明确 地 解 出 变 
分 法 的 问题 , 通常 是 很 困难 的 ,甚至 有 时 是 不 可 能 的 .相反 ， 
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我 们 常常 先 证 明 在 某 种 条 件 下 的 解 是 存在 的 ， 然 后 再 研究 解 
的 性 质 。 在 很 多 情况 下 , 当 这 样 一 个 存在 性 的 证 明 变 得 颇 为 
困难 时 ， 就 促使 人 们 去 用 相应 的 物理 装置 来 实现 这 个 问题 的 
数学 条 件 ,或 者 ,干脆 把 数学 问题 看 作 是 物理 现象 的 解释 ， 这 
时 物理 现象 的 存在 性 就 表示 这 个 数学 问题 的 解 。 当然 , 这 只 
是 一 种 大 致 的 考察 ,而 不 是 数学 证 明 。 因 为 严格 地 说 ,物理 事 
物 的 这 个 数学 解释 是 否 适 当 ， 或 者 它 是 否 仅 给 出 了 物理 现实 
的 不 充分 的 表象 等 等 问题 依然 存在 ， 有 时候 ,这 样 的 实验 , 既 
使 它们 只 是 在 想象 中 作 的 ,也 能 使 数学 家 信服 .在 十 九 世纪 ， 
函数 论 中 的 许多 基本 定理 ， 就 是 由 于 黎 曼 作假 想 中 的 薄 金 属 
片 内 电流 的 简单 实验 而 发 现 的 . 

这 一 节 我 们 打算 在 实验 演示 的 基础 上 ， 讨 论 变 分 法 中 较 
深 的 一 个 问题 ,这 个 问题 称 为 普 拉 图 问题 ,因为 比利时 物理 学 
家 普 拉 图 (Plateau) (1801 一 1883) 曾 对 这 个 题目 作出 了 有 趣 
的 实验 ， 这 个 问题 本 身 是 很 古老 的 , 并 且 回 到 了 变 分 法 的 初 
期 阶段 。 这 个 问题 的 最 简单 形式 如 下 : 在 空间 中 给 定 一 闭 转 
线 ， 求 以 这 条 曲线 为 边界 ， 具 有 最 小 面积 的 曲面 ， 我 们 还 将 
讨论 与 这 个 问题 有 关 的 一 些 实验 ,利用 这 些 , 我 们 可 以 发 现 对 
前 面 的 一 些 结果 ， 以 及 对 某 些 新 型 的 数学 问题 它 也 有 不 少 启 
示 。 ~ 


2 肥皂 膜 实验 


在 数学 上 , 普 拉 图 问题 与 “ 偏 微 分 方程 ”, 或 与 偏 微 分 方程 
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组 的 解 有 关 . 欧 拉 指出 , 所 有 不 是 平面 的 极 小 曲面 必 是 鞍 形 
的 ,并 且 在 每 一 点 的 平均 曲率 ? 都 是 零 . 在 上 一 世纪 , 对 很 多 
特殊 情况 证 明了 这 类 问题 的 解 是 存在 的 . 但 在 一 般 情形 中 解 
的 存在 性 ， 只 是 在 最 近 , 才 由 道格拉斯 (J. Douglas) 和 雷 多 
《T. Rad8) 证 明 ， 

用 普 拉 图 的 实验 ， 对 很 一 般 的 闭 围 线 可 以 立即 得 到 物理 
解 。 如 果 人 们 把 一 个 金属 丝 作成 的 任意 闭 围 线 , 漫 和 表面 张 
力 较 小 的 液体 内 ,然后 再 提出 来 ,那么 绷 在 围 线 上 的 膜 就 是 具 
有 最 小 面积 的 极 小 曲面 ，《 假 设 我 们 可 以 忽略 重力 和 其 它 干 
扰 薄 膜 趋向 具有 最 小 面积 的 平衡 位 置 的 力 ， 那 么 只 需 考 虑 表 
面 张力 所 引起 的 最 小 位 能 值 就 可 以 了 . ) 这 种 流体 的 一 种 好 
配方 如 下 : 把 10 克 干 的 纯 旬 酸 钠 , 溶 于 500 克 的 蒸 饮水 中 ， 
再 把 15 个 立方 单位 的 这 种 溶液 和 11 个 立方 单位 的 甘油 混 
合 ， 用 这 种 溶液 在 黄 铜 丝 架 上 得 到 的 膜 比较 稳定 。 这 种 框架 
的 直径 应 不 超过 5 或 6 英寸 . 

用 这 种 方法 ,很 容易 解 " 普 拉 图 问题 ,这 只 需要 将 黄 钢丝 
作成 我 们 所 需 的 形状 就 可 以 了 . 由 一 系列 正 多 面体 的 棱 所 构 
成 的 多 边 形 的 黄 铜 丝 框 架 上 可 以 得 到 许多 美丽 的 曲面 ， 特 别 
是 把 整个 立方 体 框架 , 浸 在 这 种 溶液 中 ,更 为 有 趣 ， 最 初 的 结 
果 是 , 沿 每 条 楼 线 ,一 系列 不 同 的 曲面 彼此 以 120? 角 相 交 ( 如 


1) 一 个 曲面 在 P 点 的 平均 曲率 是 这 样 定义 的 :考虑 过 P 点 的 曲面 的 垂 线 和 
所 有 过 这 算 线 的 平面 ， 这 些 平面 和 曲面 将 相交 为 许多 有 曲线， 在 一 般 情 形 
下 , 这 些 曲线 在 P 点 有 不 同 的 曲率 、 现在 考虑 具有 极 小 曲率 和 极 大 曲率 
的 曲线 (一 般 说 来 , 包含 这 些 邮 线 的 平面 将 彼此 垂直 ) 这 两 个 曲率 之 和 的 
一 半 称 为 这 曲面 在 P 点 的 平均 曲率 。 
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图 240 立方 体 框架 上 风 着 13 个 近 于 平面 的 曲面 的 肥皂 路 


果 很 小 心地 取出 这 立方 体 框架 ,那么 将 有 13 个 近 于 平面 的 
面 )， 然 后 我 们 可 以 捅 破 许多 这 种 不 同 的 曲面 ,最 后 只 剩 一 个 
边界 为 一 闭 多 边 形 的 曲面 。 用 这 样 的 方法 可 以 得 到 好 几 个 美 
丽 的 曲面 。 对 于 四 面体 也 可 作 同 样 的 试验 , 


3. 普 拉 图 问题 的 几 种 新 实验 


求 极 小 曲面 的 肥皂 膜 实 验 的 范围 比 原来 普 拉 图 所 示范 的 
要 广泛 .近年 来 ， 这 个 极 小 曲面 问题 的 研究 ， 不 只 限于 指定 
一 个 闭 围 线 ， 而 且 可 以 指定 任意 多 的 闭 围 线 为 边界 ， 另 外 曲 
面 的 拓扑 结构 也 更 复杂 了 。 例如 曲面 可 以 是 单 侧 曲面 , 或 亏 
格 不 等 于 零 的 曲面 。 这 些 更 一 般 的 问题 产生 了 使 人 惊奇 的 多 
种 几何 现象 , 而 这 些 现象 可 以 用 肥皂 膜 实验 来 演示 。 在 考察 
这 种 联系 时 ,最 好 把 金属 丝 框 架 制 成 能 目 由 弯曲 伸缩 的 ,以 便 
于 研究 给 定 边 界 的 变形 对 解 的 影响 。 

让 我 们 叙述 几 个 例子 。 
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241 单 侧 曲 面 ( 莫 比 乌 斯 带 》 图 242 双 侧 曲面 


1) 如 果 边 界 是 圆 ,我们 得 到 一 个 平面 圆 盘 形 曲面 。 如 有 果 
我 们 连续 地 使 边界 变形 ， 我 们 可 能 会 期 望 极 小 曲面 总 能 保持 
圆 盘 的 拓扑 性 质 ， 但 实际 并 不 是 这 样 . 如 果 边 界线 变形 为 如 
图 241 所 示 的 形状 ， 得 到 的 极 小 曲面 不 再 是 像 圆 盘 那 样 是 单 
连通 的 ,而 是 单 侧 的 莫 比 乌 斯 带 。 反 过 来 ,我 们 也 可 以 由 这 个 
绷 有 莫 比 乌 斯 带 样 的 肥皂 膜 的 框架 开始 ,我们 可 以 拉 开 焊接 
在 上 面 的 手 把 , 从 而 使 框架 变形 (图 241). 在 这 个 过 程 中 会 有 
那样 的 一 瞬 , 膜 的 拓扑 性 质 突然 发 生变 化 ,使 曲面 再 次 成 为 单 
连通 圆 盘 的 类 现 〈 图 242)， 把 这 个 变形 再 倒 过 来 ,我们 还 可 
得 到 莫 比 乌 斯 带 ， 在 这 个 交替 的 变形 过 程 中 , 单 连通 曲面 转 
变 为 莫 比 乌 斯 带 的 发 生 于 较 后 的 阶段 .这 表明 必 存 在 闭 围 线 
的 某 一 种 形状 ， 使 得 莫 比 乌 斯 带 和 单 连通 曲面 两 者 都 是 稳定 
的 平衡 状态 , 即 两 种 曲面 都 具有 相对 极 小 ， 但 当 框架 的 变化 
使 得 莫 比 乌 斯 带 的 面积 大 大 小 于 其 它 曲面 时 ， 这 后 者 太 不 稳 
定 以 至 于 无 法 形成 ， 
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2) 我 们 考虑 在 两 融 间 纳 上 一 个 极 小 迎 转 曲 面 。 当 由 溶液 
中 提出 这 人 金属 丝 框架 后 ， 我 们 发 现 所 得 结果 不 是 一 片 简单 的 
曲面 ,而 是 由 相交 为 120° 角 的 三 片 曲面 构成 的 ， 其 中 的 一 片 
是 平行 于 预先 给 定 的 边界 圆 的 简单 圆 盘 (图 243)， 捅 破 中 间 
的 曲面 ,就 会 产生 古典 的 悬 链 曲面 ( 基 链 面 是 第 496 页 的 悬 链 
线 围绕 一 条 垂直 于 其 对 称 轴 的 直线 旋转 而 成 的 曲面 )。 如 果 
两 个 边界 圆 逐 渐 拉 开 , 那 么 到 一 定时 刻 双 连 通 的 极 小 曲面 ( 悬 
链 面 ) 变 得 不 稳定 了 . 在 此 时 刻 , 悬 链 面 就 不 连续 的 跳 变 为 两 
个 分 离 的 圆 盘 。 当 然 , 这 个 过 程 是 不 可 逆 的 。 


243 ”由 三 片 曲面 构成 的 系统 


3) 图 244-6 的 框架 给 出 了 另 一 个 重要 的 例子 。 在 图 中 
”的 框架 上 ， 可 以 绷 上 三 种 不 同 的 极 小 曲面 .每 一 种 都 以 同样 
的 简单 闭 曲线 作 边界 ;图 244 是 亏 格 为 1 的 曲面 ,而 另 两 种 是 
单 连通 的 ,并 且 它 们 彼此 对 称 ， 如果 围 线 是 完全 对 称 的 话 ,后 
面 的 两 种 曲面 就 有 相同 的 面积 .但 是 如 果 不 是 这 种 情形 ,只 要 
找 的 是 单 连通 曲面 中 的 极 小 值 ， 那 么 有 一 种 曲面 给 出 面积 的 
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244 图 245 图 246 


框架 上 绷 着 亏 格 为 0 和 亏 格 为 1 的 三 种 不 同 曲面 


绝对 极 小 , 而 另 一 种 给 出 的 是 相对 极 小 。 出 现 乞 格 为 1 的 曲 
面 的 可 能 性 取决 于 如 下 的 事实 ， 亏 格 为 1 的 曲面 比 单 连 通 曲 
面 有 更 小 的 面积 。 如 果 这 个 框架 的 变形 足够 彻底 , 通过 这 个 
变形 我 们 必 会 达到 这 样 的 一 个 状况 ,在 这 个 状况 ,上 面 所 说 的 
曲面 不 可 能 产生 了 。 在 这 时 候 亏 格 为 1 的 曲面 将 变 得 愈 来 愈 
不 稳定 ， 并 且 突 然 不 连续 的 路 变 为 如 图 245 或 图 246 中 所 描 
绘 的 单 连通 曲面 的 稳定 形式 .如 果 我 们 是 从 单 连通 形式 中 的 
某 一 个 开始 ,例如 图 246 开始 , 我 们 可 以 将 框架 变形 , 使 得 另 
一 个 单 连 通 形式 的 曲面 (图 245) 更 加 稳定 。 结果 是 在 某 个 时 
刻 , 将 发 生 由 一 种 形式 不 连续 地 变换 为 另 一 种 形式 。 缓慢 的 
往 回 变形 使 我 们 回 到 框架 原来 的 位 置 ， 但 是 现在 它 上 面 带 的 “ 
是 另 一 种 曲面 形式 .我 们 能 够 按 相反 方向 重复 这 个 过 程 , 并 
且 照 这 样 使 两 种 曲面 之 间 的 不 连续 变换 来 回 地 进行 .只 要 很 
小 心 的 操作 ， 人 们 也 可 以 把 任意 一 个 单 连通 曲面 不 连续 地 变 
形 为 亏 格 为 1 的 曲面 。 为 此 , 我 们 必须 让 圆 盘 状 的 部 分 彼此 
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靠 的 非常 近 , 才能 使 亏 格 为 1 的 曲面 变 得 很 稳定 。 在 这 个 过 
程 中 ， 有 时 会 先 出 现 中 间 薄 膜 片 ， 在 得 到 亏 格 为 1 的 曲面 以 
前 ,必须 弄 破 它们 , 


图 247” 单 围 线 内 具有 复杂 拓扑 结构 的 单 侧 极 小 曲面 


图 248 钩 着 的 曲线 


这 个 例子 说 明 , 在 一 个 或 相同 的 框架 内 ,不 仅 同 样 的 拓扑 
类 型 的 不 同 解 是 可 能 的 ， 并 且 也 可 以 有 另外 的 不 同 拓扑 类 型 
的 解 ; 进而 它 再 次 说 明 , 当 问题 的 条 件 是 连续 变化 时 ,存在 由 
一 种 曲面 形式 到 另 一 种 曲面 形式 的 不 连续 变换 的 可 能 性 容 
易 造 出 同一 类 的 更 复杂 的 一 些 模型 ， 并 且 用 实验 研究 它们 的 
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由 两 条 或 更 多 条 互 钩 着 的 闭 曲 线 为 边界 的 极 小 曲面 是 很 
有 趣 的 。 由 两 个 互 钩 着 的 圆 所 得 的 曲面 如 图 248 所 示 . 在 这 
个 例子 中 ,如 果 圆 彼此 委 直 ,并 且 它 们 所 在 平面 的 交 线 包含 两 
个 圆 的 直径 时 ， 则 极 小 曲面 由 两 片 等 面积 并 且 对 称 的 曲面 组 
成 。 如 果 这 时 把 两 个 圆 的 相对 位 置 作 轻微 的 改变 , 曲面 形状 
将 连续 地 变换 ,不 过 对 于 每 一 位 置 来 说 ,只 有 一 种 曲面 的 面积 
是 绝对 极 小 , 而 另 一 种 曲面 的 面积 是 相对 极 小 。 但 是 当 两 加 
移动 而 形成 相对 极 小 的 情形 时 ， 它 在 某 一 时 刻 就 将 跃 变 为 绝 
对 极 小 ， 这 里 两 种 可 能 的 极 小 曲面 有 同样 的 拓扑 性 质 , 就 如 
同 图 245-6 的 曲面 一 样 ,通过 框架 的 轻微 变形 ,它们 中 的 任 一 
种 曲面 可 以 跃 变 为 男 一 种 曲面 ， 


4. 其 它 数学 问题 的 实验 解法 


由 于 表面 张力 的 作用 ， 液 休 的 薄膜 只 有 在 它 的 面积 为 极 
小 时 才 处 于 稳定 平衡 状态 。 这 是 具有 数学 意义 的 种 种 实验 的 
取 之 不 尽 的 源泉 。 如 果 膜 的 一 部 分 边界 可 以 在 给 定 的 曲面 
(例如 平面 ) 上 自由 移动 ,那么 在 这 些 边界 上 ,这 个 膜 应 垂直 于 
这 给 定 的 曲面 ， 

我 们 可 以 利用 这 个 事实 ,对 施 泰 纳 问题 及 其 推广 ( 见 5) 
作 明 显 的 演示 。 取 两 块 平行 玻璃 板 或 透明 塑胶 板 ， 用 三 根 或 
更 多 根 短 棒 垂 直 地 连接 起 来 ， 如 果 我 们 把 这 个 系统 侵入 肥皂 
水 盗 液 中 ,然后 再 提出 来 , 那么 , 就 可 得 一 组 垂直 于 两 平行 板 
且 连 接 诸 固 定 棒 的 薄膜 。 它 在 玻璃 板 上 出 现 的 投影 ， 就 是 第 
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图 249 四 点 间 最 短 连 线 的 演示 


图 250 五 点 间 的 最 短 连 线 


467 页 讨论 的 问题 的 解 ， 

如 果 平 板 不 是 平行 的 , 棒 也 不 垂直 于 它们 ,或 者 板 是 曲面 
的 ,那么 在 这 些 板 上 薄膜 形成 的 曲线 不 是 直线 ,但 是 这 将 说 明 
新 的 变 分 问题 ， | 

一 个 极 小 曲面 中 ， 三 片 曲面 以 120” 和 角 相 交 于 一 线 的 现 
象 ， 可 以 看 作 是 有 关 施 泰 纳 问 题 现象 在 更 高 维 空间 的 推广 . 
通过 下 面 的 例子 ,这 一 点 将 变 得 很 清楚 .例如 ,如 果 我 们 用 三 
条 曲线 连接 空间 中 的 两 点 4, 8B, 而 且 研 究 对 应 的 肥 拒 膜 稳定 
系统 ， 最 简单 的 情形 是 取 一 条 曲线 为 直线 段 48， 而 其 它 两 
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图 251 在 连接 两 点 的 三 条 金属 丝 之 向 所 贿 上 的 
三 个 相交 为 120° 的 曲面 


图 252 连接 两 点 的 三 条 折线 


条 曲线 是 同样 的 事 弧 , 其 结果 显示 在 图 251 中 。 如 果 两 个 弧 


所 在 平面 的 夹 角 小 于 120°, 则 所 得 到 的 薄膜 是 三 片 曲面 ， 两 
两 的 夹 角 为 120°; 如 果 我 们 转动 两 条 统 线 , 增 大 内 角 , 那么 这 
个 薄膜 将 连续 的 变化 成 两 个 平面 圆 弧 片 。 

现在 我 们 用 三 条 较 复杂 的 曲线 来 连接 4 和 B。 作 为 一 个 
例子 ,我 们 可 以 取 三 条 折线 ,其 中 每 一 条 都 由 同一 立方 体 中 连 
接 对 角 线 上 相对 的 两 个 顶点 的 三 条 楼 组 成 : 我 们 得 到 三 片 全 
等 的 曲面 ,它们 在 立方 体 的 对 角 线 上 相交 (从 图 240 所 示 的 薄 
膜 中 , 刺 破 与 选 定 的 三 条 边界 相 邻 的 薄膜 时 ,我 们 就 可 得 到 这 
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个 曲面 系统 )。 如 果 我 们 让 连接 4 和 B 的 三 条 折线 移动 ,就 可 
以 见 到 这 条 三 重 交 线 变 成 曲线 。 而 120° 的 夹 角 仍 保持 不 变 
(图 252). 

在 三 片 极 小 曲面 相交 的 定 直 线 上 的 所 有 现象 基本 上 都 有 
这 一 类 似 的 性 质 ， 它 们 是 平面 上 # 个 点 闻 的 最 短 连 线 问 题 的 


图 253 面积 给 定 后 圆 有 最 短 周 长 的 演示 


最 后 , 谈 一 下 有 关 肥 和 皇 泡 的 情形 。 球 形 的 肥皂 泡 表 明 ,在 
1 含 一 定 体积 〈 由 内 部 空气 的 总 量 确定 ) 的 所 有 闭 曲面 中 , 球 
有 最 小 面积 ， 如 果 我 们 考虑 体积 一 定 、 表 面积 有 收缩 于 极 小 
倾向 的 肥皂 泡 ,但 对 它 加 上 某 些 限制 条 件 ,那么 所 得 的 曲面 将 
不 是 球面 , 而 是 等 平均 曲率 的 曲面 。 球面 与 圆柱 面 是 其 中 的 
特例 . 

例如 ,在 事先 用 肥皂 水 弄 混 的 两 块 平行 玻璃 板 之 间 , 我 们 
了 歇 人 一 个 肥皂 泡 ， 当 这 个 肥皂 泡 磁 到 一 块 玻璃 板 时 , 它 马 上 
就 变 为 半球 面 形 。 而 当 它 再 磁 到 另 一 块 板 时 , 就 跃 变 为 贺 柱 
形 . 这样 就 以 最 明显 的 方式 演示 出 了 圆 的 等 周 性 质 。 肥 皂 泡 
自身 要 调整 得 垂直 于 边界 地面 的 这 个 事实 ， 是 这 个 实验 的 关 
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键 . 人 就 能 解释 
第 491 一 492 页 所 讨论 的 问题 . 

利用 一 很 尖 细 的 小 管子 ,来 增加 或 减少 泡 内 空气 总 量 ,我 
们 可 以 来 研究 等 膨 问题 的 解 的 性 质 ， 但 是 ,利用 吸出 空气 ,我 
们 不 能 获得 第 491 页 图 中 的 彼此 相 切 的 圆 弧 ， 随 着 内 部 空气 
体积 的 减少 , 圆 弧 三 角形 的 角 , 理 论 上 不 会 小 于 120", 此 时 得 
到 的 形状 如 图 254 一 255 所 示 , 当面 积 趋 近 于 0 时 , 它 也 会 变 


Pp 
/ A 


图 254 一 255 在 一 定 边 界 条 件 下 的 等 周 问题 
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为 一 组 如 图 235 中 所 示 的 直线 段 ， 关于 肥 印 膜 不 能 形成 互 切 
的 圆 弧 ,数学 上 的 理由 是 : 当 肥 皂 泡 和 顶点 分 离 时 , 连 线 不 能 
计算 两 次 ， 对 应 的 实验 可 由 图 256 和 257 解释 

* 习 题 : 研究 相应 的 数学 问题 : 求 包含 给 定 面积 的 一 个 贺 弧 三 角 
形 , 使 它 的 周 长 加 上 它 的 顶点 到 已 知 点 的 三 条 直线 段 , 具 有 极 小 长 度 。 

在 立体 框架 内 ,我 们 吹 一 个 肥皂 泡 , 如 果 泡 联 胀 到 框架 外 
的 话 , 将 得 到 一 组 以 二 次 曲线 为 底 的 等 平均 曲率 曲面 ， 如 果 - 
我 们 用 稻草 杆 把 泡 内 的 空气 吸 走 ， 我 们 就 能 得 到 一 系列 美丽 
的 结构 , 结果 如 图 258 所 示 。 不 同 平衡 状态 间 的 转换 和 稳定 
现象 是 使 这 些 实验 从 数学 上 看 很 有 启发 性 的 原因 ， 这 些 实验 
说 明了 稳定 值 理论 ， 因 为 平衡 状态 的 转换 的 发 生 导致 曲面 经 
过 一 个 不 稳定 的 平衡 状态 ,这 就 是 所 谓 的 “平稳 状态 ”， 

例如 , 图 240 所 示 的 立方 结构 , 中 心 是 一 个 铅 直 平 面 , 连 
结 着 各 棱 上 的 十 二 片 曲 面 , 这 是 不 对 称 的 。 因此 至 少 必须 还 
有 了 两 个 其 它 的 平衡 位 置 ,一 个 中 心 是 铅 直 的 正方 形 , 另 一 个 中 
心 是 水 平 的 正方 形 。 事实 上 , 用 一 个 细 管 对 着 这 个 正方 形 的 
这 些 楼 吹 气 ， 可 以 迫使 结构 达到 这 样 的 位 置 : 正方 形 退 化 为 
一 点 ,这 一 点 就 是 立方 体 的 中 心 ; 这 个 不 稳定 的 平衡 位 置 , 立 
刻 会 转变 成 另 一 个 稳定 位 置 ， 这 个 位 置 由 原来 位 置 旋转 90? 
后 得 到 . 

对 于 形成 正方 形 的 四 点 间 的 施 泰 纳 问题 (图 219 一 220)， 
也 能 用 肥皂 膜 作 一 个 类 似 实验 加 以 演示 . 

如 果 我 们 要 得 到 像 等 周 问题 的 极限 情形 那样 的 一 个 问题 
的 解 一 例如 要 由 图 258 得 到 图 240 一 一 我 们 必须 豚 出 泡 内 
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的 空气 ,现在 图 258 是 完全 对 称 的 , 泡 内 空气 消失 时 , 它 的 极 
限 形 式 将 是 交 于 中 心 的 12 个 平面 的 一 个 对 称 系统 这 是 可 
以 具体 观察 到 的 .但 作为 极限 而 获得 的 这 个 位 置 不 处 于 稳定 
平衡 中 ， 它 会 很 快 变 成 图 240 中 的 形式 ， 如 果 利 用 比 前 面 所 
说 的 液体 更 粘 的 液体 ， 很 容易 观察 到 整个 现象 的 变化 ， 它 以 
实例 说 明 下 述 事实 ; 甚至 在 物理 问题 中 ， 问 题 的 解 也 未 必 是 
随 着 数量 的 变动 而 连续 变化 的 ; 因为 在 体积 为 零 的 极限 情形 
下 ,由 图 240 给 出 的 解 ,并 不 是 图 258 的 中 心 当 体积 。 趋 于 0 
时 的 极限 情形 。 


:le 


策 八 章 微 积 分 
引言 


有 时 候 人 们 过 于 简单 地 把 微 积分 的 “发 明 ” 归 功 于 和 牛顿 和 
莱 布 尼 兹 两 人 ,这 种 看 法 很 不 妥当 。 事 实 上 , 微 积 分 是 长 期 演 
变 的 结果 , 既 不 是 从 牛顿 和 莱 布 尼 兹 开始 的 ,也 不 是 由 他 们 完 
成 的 , 但 不 可 否认 他 们 两 人 在 其 中 起 了 决定 性 的 作用 。 十 七 
世纪 的 欧洲 ,分 散居 住 着 许多 有 志 的 科学 家 ,他 们 多 数 是 在 学 
院 的 外 面 , 顽强 地 继续 着 伽 里 略 和 开 普 勤 的 数学 工作 。 通过 
信件 往来 和 旅行 , 这 些 人 保持 着 密切 的 联系 。 有 两 个 中 心间 
题 引 起 了 他 们 的 注意 。 第 一 个 是 切线 问题 : 确定 已 知 曲线 的 
切线 , 这 是 微分 学 的 基本 问题 ， 第 二 个 是 求 积 问题 : 确定 已 
知 曲线 内 部 的 面积 , 这 是 积分 学 的 基本 问题 。 牛顿 和 莱 布 尼 
兹 的 伟大 功绩 在 于 他 们 明确 地 认识 到 了 这 两 个 问题 之 间 的 密 
切 联系 。 在 他 们 手中 , 这 个 新 的 统一 的 方法 变 成 了 科学 的 强 “， 
_ 有力 的 工具 。 由 于 运用 莱 布 尼 兹 创立 的 奇妙 形式 符号 人 们 获 
得 了 很 多 成 功 ,虽然 这 些 符号 牵涉 了 模糊 的 ,站 不 住 脚 的 观念 
(这 些 观念 对 那些 认为 神秘 比 清楚 还 好 的 人 来 说 ,是 永远 不 会 
确切 了 解 的 )。 但 莱 布 尼 兹 的 成 就 并 不 因此 而 减 色 。 牛顿 是 
一 位 更 伟大 的 科学 家 ， 他 似乎 主要 是 受 了 他 在 剑桥 大 学 的 老 
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师 和 前 辈 巴 罗 (Barrow) (1630 一 1677) 的 影响 。 而 菜 布 尼 兹 
多 少 是 外 行 ,他 是 一 位 才华 横 溢 的 律师 、 外 交 官 和 哲学 家 , 是 
他 那 时 代 最 富 适 力 和 多 才 多 艺 的 人 物 中 的 一 个 .他 在 因 外 交 
使 命 而 访问 巴黎 时 ,在 不 可 思议 的 短 时 间 里 ,从 物理 学 家 惠 更 
斯 那里 , 学习 了 这 种 新 数学 。 其 后 不 久 , 他 就 发 表 了 他 的 结 
果 , 其 中 已 包含 了 近代 微 积 分 的 核心 。 生 上 顿 在 这 方面 的 发 现 
要 早 得 多 ,但 他 不 愿意 发 表 ， 并 且 , 昌 然 在 他 的 杰作 自然 科学 
的 哲学 原理 中 有 许多 原理 是 用 微 积分 方法 得 到 的 结果 ， 但 他 
宁愿 用 十 典 几何 的 风格 来 表述 几乎 没有 微 积 分 的 痕迹 ， 只 是 
到 后 来 ,他 才 发 表 了 “ 流 数 "方法 的 论文 ， 不 久 , 他 的 那些 崇拜 
者 和 莱 布 尼 兹 的 朋友 之 间 , 开 始 了 谁 有 “优先 权 ” 的 激烈 争吵 ， 
前 者 指责 莱 布 尼 兹 抄袭 ; 其 实在 这 新 理论 的 原理 已 很 普遍 的 
环境 中 , 再 没有 比 “ 同 时 ”和 “独立 发 现 " 这 事 更 自然 的 了 。 这 
个 争夺 最 先 “ 发 明 ” 微 积分 的 争吵 ， 是 一 个 过 于 强调 先后 和 所 
有 权 的 不 好 先例 ， 这 类 争吵 往往 会 室 息 科学 家 互相 交往 的 气 
氛 . 

在 十 七 世纪 和 十 八 世纪 的 大 部 分 时 间 里 ， 古 希腊 清晰 和 
严格 推理 的 方法 在 数学 分 析 中 几乎 被 抛弃 了 . “直观 ”和 “本 
” 能 ” 在 许多 重要 内 容 中 代替 了 推理 。 这 助长 了 人 们 盲目 相信 
新 方法 具有 神奇 的 效果 。 当时 普遍 认为 , 明确 地 表示 微 积分 
的 结果 ,不 仅 是 不 必要 的 而 且 也 是 不 可 能 的 。 这 种 新 科学 , 当 
时 如 果 不 是 被 少数 有 杰出 才能 的 人 所 掌握 ， 可 能 会 产生 严重 
的 错误 甚至 可 能 章 到 毁灭 .这 些 先驱 者 ,被 强烈 的 本 能 感觉 广 
配 着 , 从 而 一 直 没 有 走 上 歧路 。 但 是 法 国 大 革命 开辟 了 极 大 
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地 发 展 高 级 学 术 的 道路 ， 愿 意 参 加 科学 研究 活动 的 人 大 大 增 
加 , 新 分 析 的 批判 改造 也 就 再 也 不 能 拖延 了 。 这 个 任务 在 十 
九 世纪 被 成 功 地 解决 了 。 到 了 今天 , 微 积 分 可 以 讲授 得 很 严 
密 ,不 带 丝毫 的 神秘 性 .现在 , 没有 任何 理由 说 , 这 个 科学 的 
基本 工具 不 能 被 每 一 个 受 教育 的 人 所 通晓 了 , 
这 一 章 我 们 打算 对 微 积分 作 一 概括 的 介绍 ， 着 重 在 基本 
.概念 的 理解 上 ,而 不 在 于 形式 的 处 理 。 到 处 要 用 到 直观 语言 ， 
但 是 ， 在 方式 上 常常 是 和 精确 的 概念 以 及 确切 的 步骤 相 一 致 
的 ， 


$1 积 分 
1. 面积 看 作 是 一 个 极限 


为 了 计算 平面 图 形 的 面积 ， 我 们 选择 边 长 为 单位 长 度 的 
正方 形 作 为 面积 的 单位 。 如 果 单 位 长 度 是 一 英寸 , 则 对 应 的 
面积 单位 将 是 一 平方 英寸 , 即 边 长 为 一 英寸 的 正方 形 ,由 此 很 
容易 计算 矩形 的 面积 ， 如 果 用 单位 长 度 度量 两 个 相 邻 边 所 得 
到 的 长 度 是 pz 和 4g, 那 么 矩形 面积 就 是 pq 个 单位 ,或 者 简单 地 
说 ,面积 等 于 乘积 pg。 对 于 任意 的 ?和 gq, 不 论 是 有 理 数 还 是 
无 理 数 ,这 个 结论 都 是 正确 的 。 如 果 p 和 4 是 有 理 数 ,为 了 得 
到 这 个 结论 ,我 们 把 p 和 4 表示 为 
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其 中 mm, x; om 都 是 整数 。 然后 我 们 求 两 个 边 的 公共 度量 


工 一 一 ,那么 一 mo ,二 ， gm 最 后 ,把 矩形 


主 
N nan N 
分 解 成 许多 边 长 为 二 ,面积 为 南 的 小 正方 形 。 这 些 正方 形 


共有 nm， 2 个 ,并 且 总 面积 是 


1 m mm 
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如 果 p 和 9 是 无 理 数 ,那么 我 们 先 用 近似 的 有 理 数 p, 和 9, 分 
别 替 换 p 和 g， 然后 令 p, 和 g, 趋 于 和 4， 也 得 到 同样 的 结 
果 . 

三 角形 的 面积 等 于 有 相同 底 相同 高 和 的 矩形 面积 的 一 
半 , 这 在 几何 上 是 明显 的 ;因而 三 角形 的 面积 就 由 熟知 的 公式 
士 如 给 出 。 平面 上 任何 一 个 边界 是 由 一 条 或 几 条 折线 组 成 
的 区 域 ,都 可 以 分 解 为 若干 三 角形 ; 因此 , 它 的 面积 就 是 这 些 
三 角形 的 面积 之 和 。 

当 我 们 求 边界 不 是 折线 而 是 曲线 的 图 形 的 面积 时 ， 就 必 
须 有 一 个 更 为 一 般 的 计算 面积 的 方法 。 例如 , 如何 确定 圆 盘 
或 抛物 线 弓 形 的 面积 呢 ? 早 在 公元 前 三 世纪 , 阿 基 米 德 就 研究 
了 这 些 困难 的 问题 (这 种 问题 是 积分 学 的 基础 ), 他 用 “ 穷 竟 ” 
的 过 程 计算 了 这 些 面积 。 我 们 可 以 和 阿 基 米 德 以 及 直到 高 斯 
时 代 的 那些 伟大 数学 家 一 样 , 采 取 一 种 “朴素 ”的 态度 , 即 把 曲 
线 围 成 的 面积 直观 上 看 成 是 一 个 实在 体 ,这 样 , 问 题 就 不 是 定 
义 它们 而 只 是 计算 它们 ( 见 第 609 页 的 讨论 )。 我 们 在 这 个 区 
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域 中 内 接 一 个 多 边 形 ,作成 一 个 近似 区 域 ,这 个 近似 区 域 有 确 
定 的 面积 。 通过 选择 另 一 个 多 边 形 ( 它 包 含 前 一 个 多 边 形 )， 
我 们 得 到 这 个 区 域 的 更 佳 近 似 值 。 继续 按 此 方法 进行 , 我 们 
能 逐渐 “ 穷 竟 ” 整个 面积 ,也 就 是 适当 选择 区 域 的 一 系列 内 接 
多 边 形 , 当 边 数 无 限 增加 时 , 把 它们 面积 的 极限 , 作为 给 定 区 
域 的 面积 ， 半 径 为 1 的 圆 的 面积 ,就 可 以 用 这 个 方法 计算 ,所 
得 数值 ,用 符号 < 表示 . 

阿 基 米 德 完成 了 求 圆 和 抛物 线 弓 形 面积 的 一 般 方 法 。 在 
十 七 世纪 ,更 多 的 问题 也 获得 解决 。 但 在 每 一 种 情形 ,极限 的 
实际 计算 , 都 决定 于 只 适合 某 特定 问题 的 特殊 技巧 ， 微 积分 
的 一 个 主要 成 就 ， 就 是 用 一 个 一 般 的 有 效 方法 取代 了 这 些 特 
殊 的 有 局 限 性 的 计算 面积 的 办 法 。 


2. 积 分 


微 积分 的 第 一 个 基本 概念 是 积分 ， 这 一 节 我 们 将 把 积分 
理解 为 用 极限 方法 求 得 的 曲线 下 的 面积 。 如 果 已 知 一 个 正 值 
连续 函数 》 一 jz)， 例 如 》 一 妇 或 》 一 1 十 cosx, 我 们 考察 
这 样 一 个 区 域 。 它 下 边 的 边界 是 * 轴 上 由 a 到 纪 的 线段 (这 
里 5 > o), 两 边 是 过 这 两 点 垂直 于 * 轴 的 直线 ， 上 面 是 曲线 
y 一 f(x)。 我 们 的 目的 是 计算 这 个 区 域 的 面积 4。 

一 般 来 说 ,这 样 的 区 域 不 能 分 解 为 矩形 或 三 角形 ,因而 它 
的 面积 4 就 没有 一 个 可 以 明显 计算 的 直接 表达 式 。 但 是 , 我 
们 可 以 求 4 的 近似 值 ， 并 且 按 下 面 的 方式 把 4 描述 为 一 个 极 
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图 259 积分 看 作 是 面积 


限 : 我 们 把 从 x = 4 到 x 一 4。 的 区 间 分 割 为 许多 小 区 间 , 在 
每 个 分 点 上 作 垂 线 ， 并 且 把 曲线 下 的 每 个 小 长 条 都 用 一 个 矩 
形 代 替 ， 它 的 高 是 曲线 在 小 长 条 中 最 大 的 和 最 小 的 高 度 之 间 
的 某 个 值 。 这 些 矩 形 面积 的 总 和 3 给 出 了 曲线 下 实际 面积 4 
的 一 个 近似 值 。 矩形 的 个 数 越 多 并 且 每 个 矩形 的 宽度 越 小 ， 
那么 这 个 近似 值 就 越 接 近 4。 这 样 我 们 就 能 用 极限 来 刻 划 这 
个 准确 的 面积 ， 如 果 把 (近似 于 曲线 下 的 面积 的 ) 矩 形 的 面积 
和 组 成 一 个 序列 : 
S1, $2, 3, **, (1) 
使 得 当 无 限 增加 、5, 中 最 宽 的 矩形 的 宽度 趋 于 零 时 ， 序 列 
(1) 趋 于 极限 4， 
S$,—> A， (2) 
而 且 这 个 极限 4, 即 曲线 下 的 面积 , 与 序列 (1) 的 选择 方式 无 
关 《 例 如 ，5; 可 以 由 确定 5 的 分 点 再 加 上 一 个 或 多 个 分 点 
而 产生 , 也 可 以 让 5; 的 分 点 和 S,-: 的 分 点 完全 无 关 )。 我 们 
就 把 由 这 个 极限 过 程 表示 的 区 域 的 面积 4 定义 为 函数 f(x) 
由 4 到 4b 的 积分 ,用 专门 的 “积分 号 ”表示 ,可 写成 
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b 
4 = | fax. (3) 


符号 |,“ax" 和 名 称 "积分 "都 是 业 布 尼 兹 为 了 提示 获得 


极限 的 方式 而 创立 的 。 为 了 解释 这 些 符号 , 我 们 以 后 将 更 细 
致 地 重复 近似 值 趋 于 面积 4 的 过 程 。 同时, 在 表示 极限 过 程 
的 这 个 解析 式 子 中 , 可 以 去 掉 f(x) > 0 和 4。 > «的 假设 最 
后 ,还 可 以 脱离 最 初 的 直观 的 面积 概念 (而 在 这 里 , 面积 却 是 
我 们 定义 积分 的 基础 )。 这 后 一 点 将 在 本 章 补充 的 $1 中 讲 ， 
到 . 

现在 把 从 a 到 4 的 区 间 分 割 为 ?个 小 区 间 , 为 简单 起 见 ， 
我 们 假设 这 些 区 间 的 宽度 都 等 于 2 一 4， 于 是 可 令 分 点 为 


n 


b—a 二 


xo 一 4 YXl 一 au 十 -一 一 ， X2 
n 7 


PO lk NY 
了 2 


我 们 引进 记号 Ax 来 表示 相 邻 两 个 > 值 的 差 一， 


2 一 a 
2 


这 里 ,符号 人 A 的 意思 就 是 指 “ 差 ”( 这 是 一 个 “运算 ”符号 ,而 不 
能 误解 为 数 )。 我 们 可 以 把 》 = f(x) 在 小 区 闻 右 端点 的 值 选 
为 每 个 近似 矩形 的 高 度 。 于是, 这些 矩形 的 面积 之 和 是 

‘5, = f(x)Ar + fx)Ar 二 + fxs)Ax. (4) 
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这 可 简写 为 
$s 一 了 ,fxi)Ax, (5) 
ja1. 


这 里 符号 > 是 指 了 依次 取 遍 2 2 所 得 的 所 有 的 
j=1 
式 子 之 和 。 
下 面 的 例子 说 明 符号 于 是 表示 求 和 结果 的 简明 形式 : 


10 
2+3+4+ "+10= Dj， 
i=2 


n 
14+2+3+'"+z= Di 


ji=1 


1 +22 二 3 二 2 一 7 7, 


ji=1 


n 
ag + ag'+ "+ +ag" = DD) ad!, 


i=1 


at (atd)+(et+2d) + + (e+ ad) = 2 e+ id). 


现在 我 们 作 一 个 近似 值 5, 的 序列 ， 其 中 * 是 无 限 增 大 
的 ,使 得 (5) 中 的 每 个 和 5 的 项 数 随 之 增加 , 而 每 项 {xj) 人 Ax， 


由 于 含有 因子 Ax 一 么 一 4, 趋 于 零 。 当 无 限 增加 时 ,这 个 


7 


和 趋 于 面积 4， 
A = lin yx)Ax 一 | f(x)dx, (6) 
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图 260 用 小 矩形 趋 近 面积 


莱 布 尼 兹 用 | 代替 求 和 符号 号 ,并 且 用 符号 2 代 闪 差 的 
符号 入 ， 从 而 把 近似 的 和 式 5 趋 于 4 的 极限 过 程 符号 化 了 
(在 莱 丰 尼 兹 的 时 代 , 经 党 把 求 和 符号 史 写 为 5, 而 符号 | 就 是 


拉 长 的 S)， 但 是 我 们 必须 注意 , 莱 布 尼 兹 的 符号 只 是 提示 了 


获得 积分 的 方式 是 有 限 和 的 极限 ,不 要 给 它 附带 更 多 的 意义 ， 
毕竟 ,这 只 是 如 何 表示 极限 的 一 个 约定 .在 微 积分 的 早期 ,极限 
.概念 还 未 研究 清楚 ,人 们 对 它 的 印象 肯定 不 深 , 当 时 用 这 样 一 
种 说 法 来 解释 积分 的 意义 即 “无 穷 小 量 dx 代替 了 有 限 差 Ax， 
并 且 积分 本 身 是 无 穷 多 个 无 穷 小 量 f(x) dx 的 和 ”。 虽然 无 
穷 小 对 于 那些 “ 纯 理论 家 ”有 一 定 的 吸引 力 ， 但 它 在 近代 数学 
中 却 没有 地 位 ， 把 明确 的 积分 概念 用 没有 意义 的 术语 笼罩 起 
来 , 不 会 引起 好 的 效果 。 甚至 莱 布 尼 兹 有 时 也 被 他 的 符号 所 
引起 的 效用 搞 迷 糊 了 .这些 符号 的 作用 ,好 像 它们 表示 了 “无 
穷 小 ”的 一 个 和 , 它们 虽然 是 无 穷 小 , 但 在 一 定 范围 内 又 可 以 
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象 普通 的 量 那样 运算 .事实 上 , 造 出 积分 这 个 词 ,就 是 为 了 表 
示 全 部 (或 整个 ) 面 积 4 是 由 “无 穷 小 的 部 分 累积 而 成 的 。 等 
到 清楚 地 认识 到 只 有 极限 (而 不 是 别 的 ) 才 是 积分 的 真正 基础 
时 , 这 已 经 至 少 是 牛顿 和 莱 布 尼 兹 以 后 约 一 百年 的 事 了 。 只 
要 坚定 地 站 在 这 个 基础 上 ， 我 们 就 可 以 避免 积分 早期 发 展 中 
的 一 切 迷 惑 、 困 难 和 混乱 ， 


3. 积分 概念 的 一 般 说 明 ”一 般 定义 


在 把 积分 看 成 是 一 个 面积 的 这 个 几何 定义 中 ， 我 们 显然 
假定 f(x) 在 整个 积分 区 间 [a, 2] 内 是 非 负 的 ,就 是 说 图 象 没 
有 任何 一 部 分 是 位 于 * 轴 的 下 方 。 但 是 在 我 们 关于 积分 和 5。 
的 序列 的 极限 的 解析 定义 中 ,这 个 假定 是 多 余 的 。 简单 地 说 ， 
微小 量 从 x;)Ax 组 成 它们 的 和 ,并 且 取 极限 ; 如 果 有 一 些 或 所 
有 的 f(x;) 是 负 的 ,这 个 手续 仍然 完全 有 效 ， 利 用 面积 作 几 何 
解释 时 《图 261), 我 们 所 求 的 f(x) 的 积分 是 图 象 和 x 轴 所 包 
围 的 那些 面积 的 代数 和 , x 轴 下 方 的 面积 , 计算 时 是 负 的 , 而 
其 余 的 是 正 的 . 


图 261 正和 负 的 面积 
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在 应 用 中 , 可 能 在 得 到 的 积分 | f(x)dx 中 ,2 是 小 于 < 
的 , 这 时 和 二 一 Ax 是 负数 。 在 解析 定义 中 , 即 如 果 1(%) 


是 正 的 ,而 Ax 是 负 的 ,那么 f(x;)Ax 是 负 的 。 换 句 话 说 ,这 个 . 
积分 值 是 从 2 到 a 的 积分 值 的 相反 数 。 这 样 , 我 们 有 简单 的 
法 则 
[10 ~— — {fax 

必须 指出 , 即使 在 不 限定 分 点 x; 是 等 距离 ， 也 就 是 说 不 
限定 * 的 差 Ax 一 xj+ 一 x; 相等 的 情况 下 , 积分 值 仍然 是 相 
同 的 。 我 们 可 以 用 另外 的 方式 选择 x;, 使 差 Ax 一 xiti 一 好 

不 相等 (这 时 必须 用 不 同 的 下 标 来 区 分 ), 然 后 作 和 

| S$» = fx)Axro 十 za)Ar 十 …… 十 rs)Axrn 
以 及 

S» = f(xo)Axro tt fr)Ari 十 … 十 有 xz)Ar is 
只 要 对 每 一 个 给 定 的 x, 这 些 差 Ax; 二 xj+t 一 x;i 中 的 最 大 值 , 当 
2 增加 时 趋 于 零 , 那么 所 有 的 差 Ax; 一 xj+41 一 xi 当 7 增加 时 
也 趋 于 零 , 所 以 5, 和 5; 趋 于 同一 个 极限 ,这 个 极限 就 是 积分 
| 7Geax 的 值 


由 此 ,积分 的 定义 最 后 可 由 下 式 给 出 
(6a) | fdz = lint D>) Top)Aam 


在 这 个 极限 中 w; 可 以 是 区 间 xj 过 vj 过 xjns 中 的 任意 一 点 ,并 


。525。 


只 要 求 任意 分 割 的 最 大 区 闻 Az = xjti 一 xi 当 # 增 加 时 
0 

如 果 我 们 承认 曲线 下 的 面积 这 一 观念 ， 以 及 这 个 面积 可 
以 用 算 形 的 和 来 趋 近 ,那么 极限 (6a) 的 存在 是 不 需要 证 明 的 
但 是 ， 如 在 后 面 (第 609 页 ) 较 详细 的 分 析 所 表面 的 那样 ， 为 
了 对 积分 概念 给 出 一 个 逻辑 上 完备 的 表示 ， 不 仪 要 求 而 且 必 
须 证 明 对 任意 连续 函数 ,这 极限 是 存在 的 ,而 不 是 利用 面积 的 


先 验 的 几何 概念 。 


0 Wm 多 zz Nana Ve 


图 262 积分 一 般 定 义 中 的 任意 分 割 


4. 积分 举例 x’ 的 积分 


直到 现在 为 止 我 们 关于 积分 的 讨论 还 只 是 理论 性 的 。 一 
个 困难 的 问题 是 究 况 有 没有 组 成 和 式 8, 的 一 般 范式 , 然后 对 
于 具体 情况 通过 实际 取 极 限 得 到 结果 。 当然, 对 于 适合 于 求 
积分 的 特定 函数 就 要 增加 一 些 推理 。 二 千年 前 , 阿 基 米 德 在 
计算 抛物 线 弓形 的 面积 时 ,所 用 的 极 巧妙 的 方法 ,就 是 我 们 现 
在 称 为 函数 f(x) 一 x 的 积分 ; 在 十 七 世纪 , 近代 微 积分 的 先 
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驱 者 成 功 的 解决 了 如 ze 那样 的 简单 函数 的 积分 问题 , 但 用 的 
仍 是 特殊 的 技巧 。 只 是 在 有 了 许多 由 这 些 特殊 情形 获得 的 经 
验 之 后 , 才 有 了 一 个 解决 一 般 积 分 问题 的 微 积分 的 系统 方法 ， 
并 且 使 可 以 解决 的 个 别 问题 的 范围 大 大 扩大 。 在 本 节 我 们 将 
讨论 几 个 属于 “早期 微 积 分 * 阶 眉 的 有 启发 性 的 特例 。 并 且 没 
有 别 的 例子 能 比 它们 更 好 地 说 明 积分 是 一 个 极限 过 程 。 

a) 我 们 从 一 个 极 简单 的 例子 开始 . 设 y 一 1(*) 是 常数 ， 
例如 f(x) 一 2, 那 么 显然 积分 | 2dx 可 以 理解 成 一 个 面积 ， 
就 是 2(2 一 a。), 因为 矩形 的 面积 等 于 底 乘 高 。 我 们 把 这 个 结 
果 和 用 极限 定义 的 积分 (6) 作 比较 。 如 果 我 们 对 于 (5) 中 所 有 
的 i 值 都 用 fxy) 一 2 代 人 , 则 对 任意 的 > 有 


i DD > WA > PE 
因为 
3 = (tO— x0) + tx) + + (x — x11) 
x 一 一 b— a, 
b) 几乎 同样 简单 的 一 个 例子 是 f(x) 一 * 的 积分 .这 里 
| ar 是 梯形 的 面积 (图 263)， 由 初等 几何 ,这 个 面积 等 于 


本 本 ,Ta 天 一 于 

如 2 2 2 

这 个 结果 再 次 和 定 积 分 的 定义 (6) 一 致 , 这 一 点 , 不 利用 几何 
图 形 , 通 过 实际 取 极 限 就 可 看 出 : 如果 把 f(x) 一 x 代 人 (5)， 
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图 263 梯形 的 面积 图 264 抛物 线 下 的 面积 


那么 和 式 5, 成 为 
5S», = > zj Ax = > (a + jAx)Ax 


= (2 十 Axz 十 2Ax 十 3Ar 十 …' 十 nAxr)Ax 

一 naAx 十 (Ar)(1 十 2 十 3 十 …. 十 2)， 
利用 第 22 页 等 差 级 数 1 十 2 十 3 十 …' 十 了 的 公式 (1) 可 
得 


,9 二 naAxr 十 e+ Dary. 


所 以 Ss lb 一) + 廊 (b 一 et 二 (5 一 oa) 


令 7# 趋 于 无 穷 , 那 么 最 后 一 项 趋 于 零 , 求 得 


b 
ims, ~— | xdr = ob — 0) + (se) 
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本 到 (2 30 0a), 


这 与 把 面积 看 作 是 积分 的 几何 解释 一 致 . 

c) 稍 繁 些 的 例子 是 浮 数 1(x) 一 *? 的 积分 ， 阿 基 米 德 用 
”几何 方法 解决 了 与 此 相当 的 求 抛物 线 y 一 * 的 弓形 面积 的 
间 题 。 我 们 将 在 定义 (6a) 的 基础 上 进行 分 析 。 为 了 简化 计 
算 ， 我 们 把 积分 “下 限 ”“ 取 作 零 ; 因而 Ax = 4/z。 由 于 
xj 一 jAx, 且 f(x;) 一 PCAx)?， 可 以 得 到 5, 的 表达 式 


Sn 一 SS fAr)Ar 一 [13， (Ar7) 十 22.，(Ax7 十 …。 


+ RP:(Ar)lT: Ax 一 (1 十 22 十 .十 人 2)(Ar) 
现在 , 可 以 具体 地 计算 这 个 极限 。 利用 第 25 页 建立 的 公式 


12 十 22 十 .十 妇 一 202 十 1)(22 十 1 


6 
并 且 作 代 换 Ax 一 5/n, 我 们 得 到 
~ 22 十 1)G22 十 1 .已 多 1 1 
: 6 ， 723 和 (1 十 二) (2 二 二) 


作 了 这 个 初步 变形 后 , 取 极 限 就 是 很 容易 的 事 了 。 因为 当 = 
无 限 增加 时 ，1/” 趋 于 零 . 这 样 简单 地 得 到 极限 


全 3 
B12 
6 3 
因而 得 到 结果 
b 3 
| Xdx 一 一 -。 
0 3 
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将 这 个 结果 应 用 于 从 0 到 a 的 面积 , 则 有 
| we 一 2 
3 


这 两 个 面积 相 减 ,得 到 
A a oa; 


6 
| rdr 一 
a 3 


习题 : 利用 第 26 页 公式 (5), 用 同样 的 方法 证 明 


84 ut 


5 
| xdx 一 
a 


利用 从 1 到 的 整数 的 次 老 的 和 1 十 2 十 …* 十 戏 的 一 般 公式 ， 
可 以 得 到 下 面 的 结果 : 对 任意 正 整 数 *, 有 


b EAI — aktl 
| Xtdx 一 
a 


k+l (7 


* 不 按 这 个 方法 进行 ,利用 前 面 的 说 明 ( 即 ,可 以 用 不 等 距 的 分 点 来 
计算 积分 ), 可 以 得 到 更 简单 甚至 更 一 般 的 结果 ， 我 们 将 证 明 公 式 (7) 
不 仅 对 任意 正 整 数 成 立 而 且 对 任意 正 或 负 的 有 理 数 


u 


v 


也 成 立 , 这 里 # 是 正 整数 而 v 是 正 或 负 的 整数 。 应 排除 * = 一 1 的 情 
形 ,因为 这 时 公式 (7) 没 意义 。 我们 还 假定 0 < < 和 ， 

为 了 得 到 公式 (7 ) ,我们 镑 等 比 级 数 来 选择 分 点 Xo 一 29XloX29" 9 
zx 二 56， 由 此 组 成 5。 令 


我 们 规定 mm 一 a, xz 一 744) + 二 04’9''' tn 二 104" 二 5 利用 这 个 技 
巧 ,我 们 将 看 到 取 极 限 变 得 十 分 容易 。 因 为 f(xj) 一 党 = = 4 和 而 
且 A*j 一 zip 一 + 二 4git! 一 4g!， 所 以 “ 算 形 和 ”5; 尽 

S» 一 at(aqg — 4) + ekgt(ag’.— ag) + arg’'*(ug’ — ag’) + ,ee 


十 CAG 人 -D(ag” ag”"-!), 
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因为 每 一 项 都 有 因 于 a*(xq 一 a)， 所 以 
3， 一 aktt(g Pe 1){1 十 qtt! 于 G2ATI) 十 。%。 十 GD 
用 + 代 换 4+!, 我 们 奢 到 花 括 号 中 的 表达 式 是 等 比 级 数 
1 二 二 一 二 AP! 
一 1 


它 的 和 如 第 24 页 所 证 明 的 是 全 二 了 .但 
kl + 
”we 人) = Sr 
因此 
sD 二 人 -全 之 ， (8) 
， 这 里 
a*t! 二 
2 一 1“” 


以 上 是 当 ， 为 固定 数 时 的 情形 。 现 在 我 们 令 * 增加, 以 确定 的 极限 ， 
当 ， 增 加 时 ,= 次 根 \/ 一。 趋 于 1 ( 见 第 418 页 ), 因而 X 的 分 子 分 
母 同时 趋 于 零 , 这 是 必须 注意 的 地 方 。 先 假定 是 正音 数 ,那么 可 以 用 
4 一 ! 去 除 ， 得 到 ( 见 第 24 页) V 一 小 二 4h-! + .… 二 9 二 二 今 着 
2 增加 ,4 趋 于 1, 因 此 CE qa* 都 趋 于 1， 故 N 趋 于 K 十 1, 于 是 


加 DT! CR 二 1 
显示 了 5， 趋 于 一 K 下 T 这 就 是 我 们 要 证 明 的 。 


习题 ， 证 明 对 于 任意 有 理 数 xs 一 1 有 同样 的 极限 公式 N_ok 十 1， 
因而 公式 (7) 仍然 成 立 。 按 照 我 们 的 范例 ,首先 给 出 负 整数 和 的 证 明 。 
然后 如 果 


4 = 记 qf = s, 


szfz —1 
St 1 sto 一 上 | 

] N= ss = 
则 ?2 一 工 2 一 4 一 1 
s—1 
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如 果 ”增加 ,* 和 4 同时 趋 于 1， 因 而 右 端 两 个 比值 分 别 趋 于 * 十 ” 各 
zy， 这 就 再 次 得 到 Y 的 极限 为 


en A 
7 : 


在 $ 5 中 我 们 将 看 到 ,这 个 宛 长 而 不 太 自然 的 讨论 可 以 用 微 积分 中 
更 简单 而 有 效 的 方法 代替 。 


习题 : 1) 当 k= 六， 一 方 ，2， 一 2，3， 一 3 时 ,逐个 验证 闪 的 


积分 . 
2) 求 下 列 积分 值 
a) | xdx; b) | c) was; d) | = e) |e 
3) 求 下 列 积分 值 


十 ! . 
a) | MX3dXN3 b) | xX3 Cos xdxy 
ee? —2 
+1 +1 
c) | xtcosixsin’xdx; d) | tg xdx, 
二 站 —1 


(提示 : ”考察 积分 号 下 的 函数 图 象 ， 注 意 它们 关于 * = 0 的 对 称 

性 ,并 且 把 积分 解释 成 面积 . ) 

*4) 利用 代 换 Ax = 4 和 第 548 页 的 公式 , 求 snz 和 cosx* 从 0 到 
6 的 积分 。 

5) 将 区 间 等 分 ,并 令 公 式 (6a) 中 的 


bi 
i 也 (xi + zi 


求 f{x) 二 x* 和 f(x) 二 ** 从 0 到 4 的 积分 
*6) 利用 公式 (7) 和 Ax* 相等 时 的 积分 定义 ,证 明 极限 关系 式 


A ee 下 
1 十 2 十 十 2 > 1 当 = 一 oo。 
mt! k+l 


(提示 : 令 凸 = x, 并 且 证 明 这 个 极限 等 于 过 er 


*7) 证 明 当 ”一 co 时 . 
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1 
方 (J 
一 2(V 2 —1). 
(提示 : 改写 这 个 和 ,使 得 它 的 极限 是 一 个 积分 . ) 
8) 计算 边界 由 抛物 线 y》== ax' 的 弧 PP; 和 弦 PP, 组 成 的 抛物 线 弓 
形 的 面积 ,并 用 两 个 点 的 坐标 * 和 x*, 表示 出 来 。 


5.“ 积 分 运算 ”的 法 则 


确立 了 某 些 一 般 法 则 是 微 积分 发 展 过 程 中 一 个 重要 步 
又 ,这 些 法 则 使 许多 问题 可 以 化 简 , 因 而 可 以 用 几乎 是 机 械 的 
办 法 加 以 解决 。 莱 布 尼 兹 的 符号 特别 强调 了 这 种 算法 的 特 
点 。 然 而 ,过 分 集中 于 问题 的 机 械 解法 上 ,会 把 微 积分 的 教学 
变 为 空洞 的 解 题 训练 

有 些 简单 的 积分 法 则 ,可 由 定义 (6) 或 由 积分 是 面积 的 几 
何 解释 中 立刻 得 到 。 

两 个 函数 的 和 的 积分 等 于 这 两 个 函数 的 积分 的 和 .一 个 
常数 < 和 函数 f(x) 乘积 的 积分 等 于 常数 < 和 函数 f(x) 的 积 
分 的 乘积 ， 这 两 个 法 则 可 以 合并 为 下 面 一 个 公式 

(Le) + dp) a = | fC)ax + | ear (9) 
由 积分 看 作 有 限 和 (5) 的 极限 这 一 定义 ,可 以 立刻 得 到 上 式 的 
证 明 , 这 是 因为 和 8, 的 相应 公式 显然 是 对 的 ， 这 个 法 则 马上 
可 以 推广 到 两 个 以 上 的 函数 的 和 的 情形 . 

作为 运用 这 些 法 则 的 例子 ,我 们 考虑 一 个 多 项 式 
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fx) 一 ao 十 ax 十 at 十 … 十 aox， 
其 中 系数 ao, a,,"…, a 都 是 常数 。 要 求 fx) 从 “ 到 2 的 积 
分 。 按照 法 则 我 们 可 以 逐 项 进行 。 用 公式 (7), 求 得 


b _ 2 一 a? 
| flx)dxr = adlb — a) + a- 2 十 家 
n+l1 __ 7+1 
十 an 2 和 
妈 十 工 


另 一 个 由 解析 定义 和 几何 解释 看 都 是 显然 的 法 则 ， 可 由 下 式 
给 出 : 


| f(x)dx + | f(z)ax 一 f(z)dx。 (10) 
显然 当 “ 一 5 时 ,| f(x)4x 等 于 零 。 第 525 页 的 法 则 


| 10x — — | far (11) 


是 与 上 面 后 两 个 法 则 一 至 的 ， 因 为 它 相当 于 。 一。 时 的 公式 
(10). 
-积分 的 值 与 中 自 变量 所 选 的 特殊 名 称 无 关 ， 这 个 
事实 有 时 用 起 来 是 很 方便 的 ,例如 
0 一 Jn 一 7KDar， 等 等 
因为 这 只 改变 了 《函数 图 象 所 参照 的 坐标 系 的 加 的 名 称 ， 曲 
线 下 的 面积 并 无 变化 。 甚至 坐标 系 本 身 作 一 定 的 变化 , 仍然 
可 以 得 到 同样 的 结论 ， 例如 , 我 们 把 原点 从 0 向 右 移动 一 个 
单位 ,到 .0', 如 图 265, 那 么 * 就 被 新 坐标 x 代替 , 即 
x=]1 二 x。 
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图 265 y 轴 的 平移 
方程 为 y 一 f(x) 的 曲线 ,在 新 坐标 系 中 的 方程 将 是 
y 一 fl 十 *), (例如 y 一 十 一 二 一) 


这 样 ， 这 条 曲线 在 * 一 1, + 一 和 之 间 确 定 的 面积 4, 在 新 坐 
标 系 中 就 是 这 曲线 在 x' 一 0, x' 一 和 一 1 之 间 的 面积 。 因 此 ， 
我 们 有 

| f(x) dx 一 全 11 十 za 


或 将 Mi 改 为 Us | 
| f(x) dx 一 人 fC1 + wu)au, (12) 
例如 
五 1 本 五 一 1 1 。 
[| 0 (12a) 
并 且 关 于 函数 f(x) 一 x*, 有 
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| 一 
| xtdx 一 | (1 + wu)*adu, (12b) 
法 0 


类 似 地 有 
| ex 一 J (Tai (Kk20. (20) 


因为 (12c) 的 左 端 等 于 7” 所 以 得 到 


Dr*+1 


pas Ca (12d) 


十 1" 


习题 : 1) 计算 1 十 x 土司 十 … 十 洲 从 0 到 5 的 积分 . 
2) 若 >>0, 证明 (!1 + x 从 一 ei 


3) 证 明 ”sinz 从 0 到 1 的 积分 小 于 于. 
(提示 : 后 一 个 值 是 * 的 积分 .) 
4) 用 二 项 式 定理 直接 证 明 《L 士 “7 从 一 1 到 = 的 积分 是 


[0 
z(zxt+1)" 


最 后 , 我 们 指出 两 个 用 不 等 式 表 示 的 重要 法 则 。 这 些 法 
则 可 能 粗略 一 些 ,但 在 积分 值 的 估计 上 很 有 用 . 
我 们 假定 4 > a, 并 且 在 区 间 内 f(x) 处 处 都 不 超过 另 一 
函数 g(x), 那么 有 
| f(x)adx < [eax, (13) 
从 图 266 或 者 从 积分 的 解析 定义 出 发 ， 都 可 以 立刻 明白 这 个 
法 则 . 特别 ,者 8(x) 一 M 是 一 常数 ,而 f(x) 的 值 不 超过 它 ， 
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图 266 ”积分 的 比较 


我 们 有 
| ecoex 一 | Mar = M(6 — a), 
可 得 到 
| Rode (14) 


如 果 f(x) 非 负 ,那么 f(x) 一 [1(x)|。 如果 f(x) 过 0, 那 
么 1f(x)| > Hx)， 因 此 , 式 (13) 中 , 令 g(x) 一 |1(x)|, 我 们 
得 到 一 个 很 有 用 的 公式 


| far < | fa (15) 
因为 | 一 f(x)1 一 [f(x)1, 我 们 也 有 
-| fa < | NDT, 
这 个 公式 与 (15) 合 并 在 一 起 ， 得 到 一 个 更 强 的 不 等 式 
rar|< | 1a. (16) 
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82.、 时 数 
1. 把 导数 看 作 是 斜率 


虽然 积分 概念 早 在 古代 就 已 经 打下 基础 ， 但 微 积 分 的 另 
一 个 基本 概念 一 一 导数 , 则 是 在 17 世纪 才 由 费 尔 玛 及 其 他 人 
建立 起 来 的 。 由 于 牛顿 和 莱 布 尼 兹 发 现 了 这 两 个 表面 上 是 相 
反 的 概念 之 闻 的 内 在 联系 ， 从 而 使 数学 科学 开始 了 空前 的 发 
展 . 

费 尔 玛 对 确定 通 数 》 = f(x) 的 极 大 与 极 小 的 问题 很 感 兴 
趣 ， 在 函数 的 图 象 中 , 极 大 对 应 一 个 峰 顶 , 它 比 相 邻 的 其 它 一 
切 点 都 高 ,而 极 小 对 应 谷底 , 它 比 相 邻 的 其 它 一 切 点 都 低 。 在 
第 445 页 图 191, B 点 是 极 大 值 , C 点 是 极 小 值 。 为 了 刻 划 极 
大 点 和 极 小 点 的 特征 , 很 自然 的 要 用 曲线 的 切线 概念 。 我 们 
假定 图 象 没有 尖 角 或 其 它 奇 点 ， 并 且 曲 线 在 每 一 点 的 方向 ， 
都 由 切线 给 出 。 在 极 大 和 极 小 点 , 图 象 y 一 f(*) 的 切线 必然 
平行 于 * 轴 , 因为 否则 曲线 在 这 些 点 必定 上 升 或 下 降 。 这 个 
说 明 ,使 我 们 产生 如 下 的 想法 ， 要 在 图 象 y == f(x) 的 任意 一 
点 ,一 般 的 考察 曲线 的 切线 方向 。 

要 刻 划 *,y- 平 面 上 一 条 直线 的 方向 , 习惯 上 都 是 给 出 它 
的 斜率 ， 所 谓 斜 率 , 是 指 从 * 轴 的 正方 向 到 直线 之 间 的 夹 角 
4 的 正切 。 如 果 取 直线 工 上 的 任 一 点 P, 然后 继续 往 右 到 点 
RK, 再 上 升 或 下 降 到 直线 上 的 点 9; 那么 的 斜率 二 tgo 一 


538。 


二线 长 PR 取 为 正 的 ,而 RO 可 能 是 正 的 ,也 可 能 是 负 的 ,这 
要 看 R 到 9 是 向 上 还 是 往 下 而 定 。 这 样 , 如 果 我 们 沿 直线 从 
左 到 右 ,那么 斜率 给 出 的 是 沿 水 平方 向 每 经 过 单位 长 度 ,直线 
上 升 或 下 降 的 值 ， 在 图 267 第 一 条 直线 的 斜率 是 2/3, 而 第 二 
条 直线 的 斜率 是 一 1。 


图 267 直线 的 斜率 
至 于 曲线 在 点 P 的 斜率 ， 指 的 是 曲线 在 点 的 切线 的 斜 


率 。 只 要 我 们 把 曲线 的 切线 , 当 作 是 一 个 直观 给 出 的 数学 观 
念 , 那么 剩 下 的 问题 就 是 找 出 计算 斜率 的 方法 。 我 们 暂时 接 
受 这 个 看 法 ,而 把 其 中 涉及 到 的 问题 的 严密 分 析 , 留 待 本 章 后 
面 的 补充 中 去 解决 ， 


2. 导数 看 作 是 一 极限 


| 线 y 一 fo) 在 点 PCx,y) 的 斜率 , 若 只 卷 忠 点 P 处 的 曲 
线 , 是 不 能 计算 出 来 的 . 实际 上 ,如 同 计算 曲 线 下 的 面积 那样 ， 
计算 曲线 斜率 也 必须 用 一 个 极限 过 程 。 这 个 极限 过 程 是 微分 
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学 的 基础 。 我 们 取 曲 线 上 点 P 邻近 的 另外 一 点 Pi, 它 的 坐标 
是 +, 纪 , 连 接 P 和 P, 得 一 直线 , 记 为 1; 它 是 曲线 的 割 线 , 当 
Pi 趋 近 于 P 时 ,这 制 线 就 近似 于 点 了 的 切线 . 自 * 轴 到 坟 的 夹 
角 , 称 为 .现在 如 果 令 x 趋 于 x， 那么 P, 将 沿 曲 线 向 P 移 动 ， 
而 且 割 线 二 将 逼近 极限 位 置 一 一 曲线 在 P 点 的 切线 :。 如 果 
4 表示 自 * 轴 到 : 的 角 , 那么 , 当 x, 一 x 时?, 便 有 
>y, P—>P, nit, 及 oa, 

这 个 切线 是 割 线 的 极限 ， 同 时 切线 的 斜率 是 割 线 斜率 的 极 
限 . 


图 268 导数 看 作 是 一 极限 
虽然 切线 * 本 身 的 斜率 没有 明显 的 表达 式 ， 但 是 割 线 
的 斜率 由 下 面 的 公式 给 出 
二 的 斜率 一 站 一 了 


2 f(x1) ss A) 


一 一 这 


1) 这 里 的 记 法 和 第 六 章 那里 有 些 不 同 ， 那 里 有 x* ~ *1， 而 后 面 的 值 是 固定 
的 ,为 了 不 产生 混淆 ,把 符号 互相 对 换 了 ， 
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者 ,如 果 我 们 再 次 用 符号 A 记 作 求 差 的 运算 ， 


4 的 斜率 一 全 一 ED. 


割 线 的 斜率 是 一 个 “ 差 商 ” 一 一 函数 值 的 差 Ay, 除 以 自 变量 
的 差 Ax。 所 以 


t 的 斜率 一 二 的 斜率 的 极限 一 


fx.) 一 f(x) 


— x 


这 里 是 对 下 x*, 即 Ax 一 % 一 + 下 0 时 计算 极限 ， 曲线 的 
切线 t 的 例 率 是 当 Ax = x 一 x 趋 于 零 时 差 商 Ay/Ax 的 极 
限 . 

原来 的 函数 f(x), 给 出 了 曲线 y = f(x) 在 * 处 的 高 度 。 
现在 我 们 可 以 考察 曲线 在 坐标 为 *, y( 二 f(x)) 的 变动 点 了 处 
的 斜率 ,把 它 看 作 是 x 的 一 个 新 的 函数 , 记 作 了 (x), 并 且 叫 作 
函数 f(x) 的 导数 。 求 导数 的 极限 过 程 叫 作 对 f(x) 微 分 ,这 
个 过 程 是 按照 一 个 确定 法 则 ,由 给 定 的 函数 f(x) 得 到 另 一 个 
函数 f(x) 的 一 个 运算 ， 恰 像 按 一 定 的 法 则 给 定 一 个 函数 
1(x), 是 指 由 变量 * 的 任何 值得 到 fx) 的 值 的 情形 一 样 : 

f(x) 一 曲线 y = f(x) 在 点 * 的 高 度 ， 

f(x) 一 曲线》 一 f(x) 在 点 * 的 和 斜率. 
“微分 ”这 个 词 ,来 源 于 f(x) 是 差 zx) 一 f(x) 除 以 差 x 一 x* 
的 极限 这 个 事实 : 

f(x) = lim = f(s) (1) 


i 
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另 一 个 常用 的 记 法 是 

f(x) 一 Df(*) 
这 个 是 %…… 的 导数 ”的 简写 ; 莱 布 尼 兹 对 y 一 f(x) 的 导数 
用 另 一 种 不 同 的 记 法 ， 


dy 起 df(*) 
ax 或 dx ” 
这 些 记 法 指出 了 导数 是 差 F 
Ar sp Al 
Ax 或 Ax 
的 极限 这 个 特性 ,这 一 点 我 们 将 在 $4 讨论 . 
当 x 的 值 增加 时 ,我 们 来 描述 曲线 y 一 f(x) 的 变化 ， 这 
时 , 在 一 个 点 有 正 的 导数 ， 即 (x) > 0, 就 表示 该 点 曲线 上 
升 (y 增加 )， 负 的 导数 ,f(x) 二 0， 就 表示 曲线 下 降 ， 而 
f(x) 一 0， 就 表示 曲线 在 * 处 是 水 平方 向 。 在 极 大 或 极 小 
处 ,斜率 必然 是 零 (图 269)， 因此 ,对 于 x, 解 方程 
f(x) 一 0， 
可 以 找到 极 大 和 极 小 的 位 置 ， 这 便 是 费 尔 玛 首 先 提 出 的 方 


图 269 导数 的 符号 
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3. 例 是 


年 看 起 来 ,引入 定义 (1) 似 乎 没有 什么 实用 价值 。 一 个 问 
题 被 另 一 个 问题 代替 了 : 本 来 是 求 曲线 y 一 f(x) 在 点 P 处 的 
切线 问题 , 现在 却 是 计算 极限 (1) 的 间 题 , 这 个 极限 表面 上 看 
起 来 是 同样 困难 的 。 但 是 ,一 旦 离开 普遍 的 领域 ,只 考虑 各 种 
个 别 函数 ,我 们 就 能 获得 确切 的 结果 . 

最 简单 的 函数 是 f(x) 一 <， 其 中 < 是 常数 。 应 数 
》 一 jz) 一 < 的 图 象 是 一 水 平 线 , 它 与 一 切 点 的 切线 重合 , 那 
么 显然 对 于 x 的 一 切 值 有 


f' (x) es 0。 
这 也 可 从 定义 (1) 推 出 ,因为 
人 xi 一 fo -< 一 < __0 -0 
Ar Xi 一 x Ki 一 MXl 一 区 ” 
所 以 ,显然 ， 
fim! 2 一 fx) 一 0 当 n—>x 时 . 


其 次 ,我 们 考察 简单 的 函数 y 一 f(x) 一 *, 它 的 图 象 是 过 
原点 平分 第 一 象限 的 直线 。 从 几何 上 可 清楚 知道 , 对 于 * 的 
任意 值 


f(x) 一 1。 
而 从 解析 定义 (1), 也 可 得 到 
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fx) 一 fx) 2 i 


W 一 人次 业 一 去 


所 以 


tim = f(%) 二 1]1 当 x 一 + 时 。 


一 个 很 简单 但 又 不 是 显然 的 例子 ,是 对 函数 
y=f(x)=* 
微分 ， 这 相当 于 找 抛物 线 的 斜率 。 这 是 一 个 ( 当 结 果 初 看 起 
来 并 不 明显 时 ) 教 我 们 如 何 取 极限 的 最 简单 的 例子 。 我 们 有 
AY fr) 一 fx) -划一 和 工 


一 一 一 


Ax mt Ww = 


如 果 试 图 直接 取 分 子 分 母 的 极限 ， 那 么 将 得 到 没有 意义 的 表 
达 式 一， 但 是 在 取 极 限 前 ,可 把 差 商 改写 ,使 得 能 消去 捣乱 的 


因子 一 *， 从 而 避 开 这 个 困难 (在 计算 差 商 的 极限 时 ,我 们 
只 考虑 x 声 * 的 值 , 因此 这 种 作法 是 允许 的 )。 这样 得 到 表 
达 式 : 
Re (xz 十 xz)(r 一 z) 
现在 ,在 消去 x 一 + 后 ,x1 一 + 取 极 限 就 没有 任何 困难 
了 . 这 个 极限 用 “代入 法 ”就 可 得 到 ; 因为 差 商 的 新 形式 
xi 十 x 是 连续 的 , 而 连续 函数 当 x 一 x 的 极限 ,就 是 水 数 
在 x 一 x 处 的 值 ， 在 这 个 例子 中 ,是 x 十 + 一 2x, 于 是 对 
f(x) 一 **,， 有 


= Xi 十 Xx。 


f(x) 一 2x。 
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用 类 似 的 方法 能 证 明 对 f(x) 一 **, 有 f(x) 一 3x。 因 为 
这 时 差 商 是 
人 fr) fH) Ro 
Ax 2 
利用 公式 居 一 属 一 《x4 一) (本 十 mx 十 妇 ) 化 简 ， 消 去 分 
母 的 Ax 一 xz 一 x, 便 得 到 表达 式 


A 二 x 
Arx 


它 是 连续 函数 . 现在 如 果 令 + 趋 于 x+， 这 个 式 子 就 简单 地 变 
成 十 十 *， 从 而 得 到 极限 
f (x) = 3x2, 


一 般 情况 ,如 果 
f(x) = x", 
其 中 = 是 任何 正 整 数 , 则 得 到 导数 
f(#) 一 nz? 


习题 : 证 明 上 述 结果 . (用 代数 公式 
XP XX)(X x + XT 二. 


+ wt 十 Ww) 
作为 用 简单 技巧 可 以 确定 导数 的 又 一 例子 ， 我 们 考察 沙 
数 


本 一 上 
y fx) ， ~ 


我 们 有 


e545. 


C2 | EM 
仍然 可 以 消去 x 一 *， 求 得 
A =l 
Ax Xx 
它 在 一 * 处 是 连续 的 , 因此 有 极限 
f(2) = 一 睫 . 


当然 ,在 * = 0 处 不 论 是 导数 还 是 函数 本 身 都 没 定义 。 
习题 : 用 类 似 的 方法 , 证 明 fx) = 二 的 导数 是 六 (*) 一 


对 于 f(x) = 点 ，j(>) 一 一 zr， 对 
Hx) = (1 + 2), f(x) = (1 二 


现在 。 试 微分 
一 f(z) 一 Vx。 
关于 差 商 ,我 们 有 . 
Zh Va—V* AM x ， 
Xi 一 x Xy x 
利用 公式 


mu—z=— (Va—V Vuty*) 
可 以 消去 一 个 因子 ,从 而 得 到 连续 函数 


bt 


1 
ns VirVr 


a Tn 
f(x EE 


习题 : 证 明 对 于 


1x) = -Le, f(x A $ 
WO 
对 于 
Ey 党 (x i 
Hz) = x, 1(x) 5 
对 于 
Eh eA tn 
对 于 


x)= AT "x)=_ 1 
i a Oe 


4. 三 角 通 数 的 导数 


我 们 现在 考察 很 重要 的 三 角 函 数 的 微分 问题 .这 里 无 例 
外 地 采用 角 的 弧度 制 . 

微分 函数 》 一 f(x) 一 sinx 时, 令 如 一 + 一 h, 即 

Xi 一 YX 十 大 

且 fx) = 二 sinx 一 sin(x 十 旭 ， 用 关于 sin(4 十 B) 的 三 
角 公 式 . 

fn) = sin(++h)= sinrcosh + cosx sinh, 
因此 


f(x) — fx) sin(x Th) Oo sinx 


Wi 一 人 及 
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一 cosz _ 4) 十 sinx (< 二 (2) 


今 令 嫉 趋 于 *, 那么 4 趋 于 0, sin4 趋 于 0，cos4 趋 于 1。 并 
且 由 第 392 页 的 结果 
一 1 


ma 一 1 及 lim ce 一 一 0， 


知 (2) 的 右边 变 为 cosx, 从 而 得 到 结果 : 
函数 f(x) = sinx 有 导数 了 (x) 一 cosx, 或 简单 的 表示 
为 | 
D sinx = cosx, 


习题 ， 证 明 Dcosx 一 一 sinx。 
为 了 微分 函数 f(x) 一 霹 +, 可 写 为 gx 一 smz+， 得 


cosx 
f(x 十 8) f(x) - (型 全 士 包 一 sz) .二 
h cos(xz 十 大) cosx 


_ sin(r 十 A)cosz 一 cos(z 十 0)sinz 
h 


1 
cos(x + h)cosx 


_ sink. a 
及 cos(x +h)cosx” 


(最 后 的 等 式 是 从 公式 z 
sin(A— B)= sinAcosB— cos.AsinB 
中 令 4 二 + 十 h 及 B 一 x 而 得 来 的 .) 如 果 现 在 令 4 趋 于 者 ， 


那么 224 趋 于 1， cos(x 十 人 ) 趋 于 cosx, 从 而 断定 : 
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函数 f(x) 一 8* 的 导数 是 f(x) 一 一 -或 


Digr = 


La 
cosx 


习题 : 证 明 Dctg x*= 一 一 


Sin2 和 “ 


*5， 可 微 性 和 连续 性 


ES 因为 如 果 当 
Ar 一 0 时 ， 之- 的 极限 存在 ， 那么 很 容易 看 到 当 差 Ax 趋 于 零 


ma Ay 必然 是 任意 小 ， 所 以 , 函数 只 要 可 微分 ， 
么 它 的 连续 性 就 自然 得 到 保证 。 因 此 ,除非 有 特殊 理由 ,本 
岗 的 可 微 函数 的 连续 性 ,将 不 再 指出 或 加 以 证 明 ， 


6 导数 和 速度 ”二 阶 导 数 和 加 速度 


上 面 对 导 数 的 讨论 ,是 和 函数 图 象 的 几何 观念 相 联系 的 . 
但 是 ， 导 数 概 念 的 意义 决 不 只 是 求 曲线 切线 的 斜率 的 问题 
自然 科学 中 。 更 重要 的 问题 是 计算 随时 间 * 而 变化 的 基 个 量 
1(z) 的 变化 率 。 生 上 顿 正 是 从 这 个 方面 研究 了 微分 学 的 。 牛 顿 
特别 分 析 了 速度 的 现象 ， 他 把 时 间 和 动 点 的 位 置 都 看 成 是 变 
量 ,并 把 它们 称 为 “流量 ” : 

如 果 一 个 质点 沿 直线 (例如 沿 * 轴 ) 运 动 ， 那 么 这 个 运动 
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可 用 一 个 函数 x 二 f(z) 完全 描述 出 来 , 它 给 出 任何 时 间 : 时 
这 个 质点 的 位 置 x. 一 个 沿 * 轴 以 常 速 度 运动 的 “匀速 运动 ” 
由 线性 函数 x 一 a 十 bt 表示 ， 其 中 “是 质点 在 上 一 0 时 的 
坐标 . 
亚 面 上 的 质点 运动 由 两 个 函数 
z=f(), y= gC 
描述 这 两 个 坐标 都 被 表示 成 时 间 的 函数 ， 特别 , 匀速 运动 对 
应 一 对 线性 函数 ， 
xy 一 0 十 Di， 2》 一 c 十 大 
其 中 sb 和 4 是 常 速度 的 两 个 “分 量 ”, 而 a 和 < 是 质点 在 :一 
0 那个 瞬时 的 坐标 。 质 点 的 运动 路 径 是 方程 为 
(x—a)d—(y— c=0 
的 直线 ,这 个 方程 是 从 上 面 两 个 关系 式 中 消去 : 后 得 到 的 ， 
如 果 质 点 只 受 重力 作用 而 在 铅 垂 的 +, y- 平 面 上 运动 , 那 
么 ,由 初等 物理 学 知道 ,运动 由 两 个 方程 
1 


YY 一 0 十 Di We 


表示 ,其 中 2, c,d 是 依赖 于 质点 初始 位 置 的 常数 , 而 8 是 
在 重力 作用 下 的 加 速度 ,如 果 时 间 单 位 是 秒 而 距离 单位 是 米 ， 
那么 它 近 似 等 于 9.82。 这 个 质点 运动 的 轨迹 , 可 以 从 两 个 方 
程 中 消去 得 到 , 它 是 抛物 线 


， yt) 一 二 ee 


1) 原 书 用 英尺 为 单位 ，g 之 32 英尺 / 秘 *, 我 们 在 这 里 和 后 面 都 把 它 改 为 我 国 
常用 的 公制 g 一 9.8 米 / 秘 一 一 译注 
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其 中 对 0, 否则 它 是 竖 直 轴 的 一 部 分 。 

如 果 一 个 质点 限制 在 平面 上 一 条 给 定 的 曲线 上 运动 (如 
火车 沿 铁轨 运动 ); 那么 它 的 运动 可 由 弧 的 长 度 * 来 描述 ,这 
个 弧 长 是 从 类 个 固定 的 初始 点 P, 开始 , 沿 曲线 一 直 度量 到 质 
点 在 时 间 * 的 位 置 了 而 得 到 的 ， 它 是 的 函数 :一 f(:)。 例 
ea i 沿 
圆周 的 匀速 旋转 ， 


习题 : * 绘 出 下 列 各 式 表示 的 平面 运动 的 轨迹 ， 

1) *= sint, y= cosit; 2) * = sin2t, y = sin3ts 

3) * = sin2t, y = 2sin3z; 

4) 在 上 面 所 述 的 抛物 线 运动 中 , 假定 当 + 一 0 时 质点 在 原点 , 且 
2 > 0, 4 > 0, 求 轨迹 最 高 点 的 坐标 。 求 轨迹 第 二 次 与 * 轴 
相交 的 时 间 上 和 * 值 ， 


生 顿 最 初 的 目的 是 要 确定 变速 运动 的 速度 。 为 简单 起 
见 , 假定 我 们 考察 的 质点 运动 是 由 通 数 x 一 f(z) 给 定 的 直线 
运动 。 如 果 是 匀速 运动 ,那么 这 个 速度 可 按 以 下 方法 求 得 : 取 
时 间 的 两 个 值 * 入, 对 应 的 位 置 是 值 * 一 fC) 和 x 一 (#1)， 
然后 作 商 


时 间 ee PE 
便 得 到 速度 。 例如 : 的 单位 是 小 时 , * 的 单位 是 里 ,那么 ,车 
所 一 上 一 1, x 一 * 就 是 1 小 时 经 过 的 里 数 ,而 ”就 是 每 小 时 
若干 里 的 速度 。 运动 的 速度 是 常数 的 说 法 , 就 是 简单 的 指 对 
所 有 的 上 和 aa 差 商 
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KaD) ~ 1) cy 
| . i 
都 是 一 样 的， 但 是 , 当 运 动 是 非 均 匀 的 时 候 , 例 如 对 于 速度 随 
下 落 而 增加 的 自由 落体 运动 , 商 (3) 就 不 能 给 出 在 瞬时 : 的 速 
度 , 它 只 是 从 * 到 4 的 时 间 间 隔 内 的 平均 速度 为 了 得 到 恰 
好 在 瞬时 * 的 速度 ， 必 须 求 平均 速度 当 趋 于 * 时 的 极限 . 
这 样 照 牛顿 的 方法 ,我 们 定义 
眠 时 :的 速度 一 im 人 二 2 一 pf).。 (4) 


换 句 话说 ,瞬时 速度 是 距离 对 于 时 间 的 导数 ,或 距离 对 于 时 间 
的 “瞬时 变化 率 ”( 区 别 于 由 公式 (3) 给 出 的 平均 变化 率 ). 
速度 本 身 的 变化 率 称 为 加 速度 ， 简单 地 说 , 就 是 导数 的 
导数 ,通常 记 作 大 (5 ,或 称 作 f(z) 的 二 阶 导数 ， 
爷 里 略 观察 到 ,经 过 时 间 t， 自由 落体 经 过 的 铅 直 距 离 * 
由 公式 


+=f() = 2P (5) 


给 出 ,其 中 8 是 重力 加 速度 ,是 一 个 常数 .将 (5) 式 微分 ,可 得 
沙 体 在 时 间 * 的 速度 为 

2 =f()= gt, (6) 
而 且 加 速度 是 

aa 一 三 (一 8 
它 是 常数 . 

假设 需求 落体 在 下 落后 2 秒 时 的 速度 ， 在 从 * 一 2 到 

: 一 2.1 的 时 间 间 隔 内 的 平均 速度 是 
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1 1 
二 82.17 — — g(27 
2 2 4.9(0.41) 
12 0.l 一 20.1 ( 米 / 秘 ). 
在 (6) 式 中 代 人 4: == 2, 求 得 2 秒 末 的 瞬时 速度 是 

2 一 19.6。 


习题 : 落体 在 从 : = 2 到 := 2.01 的 时 间 间 隔 内 的 平均 速度 
是 多 少 ? 从 1: = 二 2 到 zt == 2.001 呢 ? 


对 于 平面 运动 ,两 个 函数 + 二 f(z) 和 y 一 g(z) 的 导数 
f(z) 和 gz) 定义 为 速度 的 分 量 。 沿 固定 曲线 运动 的 速度 由 
通 数 ， 一 f(z) 的 导数 定义 ,这 里 :是 弧 的 长 度 。 


7. 二 阶 导数 的 几何 意义 


二 阶 导数 在 分 析 和 几何 中 都 是 重要 的 ， 因 为 表示 (曲线 
y 一 f(x) 的 斜率 ) 了 (x) 的 变化 率 的 产 (*)， 给 出 了 曲线 弯曲 
程度 的 表示 方法 ， 如 果 了 (x) 在 一 个 区 间 是 正 的 , 那么 了 Ce) 
的 变化 率 是 正 的 ， 一 个 函数 的 变化 率 是 正 的 是 指 函 数值 随 * 
的 增加 而 增加 。 因此 ,f(x) > 0 是 指 当 * 增加 时 斜率 f(x) 
增加 , 于 是 在 f(x) 是 正 的 地 方 函数 变 陡 峭 , 而 在 了 (x) 是 负 
的 地 方 函数 变 平 缓 , 此 时 就 说 昌 线 是 向 上 四 的 (图 270)， 同 
理 ， 如果 f(x) < 0， 那 么 曲线 y 一 f(x) 是 向 下 四 的 〈 图 
271)., 
抛物 线 y == f(x) 二 2 是 处 处 向 上 四 的 ,因为 了 (x) 一 2 
总 是 正 的 。 而 对 于 曲线 》 = f(x) 一 *， 当 x 之 0 时 是 向 上 
叫 的 ,而 当 * < 0 时 是 向 下 四 的 (图 153), 由 f(x) 一 6x, 读 
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Y 
f(z) <0 


yntzj>0 


图 270 图 271 


者 很 易 证 明 这 些 。 顺 便 指出 , 当 * 一 0 时 ;我们 有 
f(x)= 3r=0 

(但 不 是 极 大 和 极 小 !)， 同 时 f(x) 一 0。 这 个 点 称 为 拐点 . 
这 个 点 的 切线 (在 这 个 例子 中 是 * 轴 ) 与 曲线 相交 ， 

如 果 * 表示 沿 曲 线 的 弧 长 ， 而 4 是 沿 曲 线 的 斜 角 ， 那 么 
a 一 h(s) 是 :的 函数 。 当 沿 曲线 移动 时 , a 一 多 s) 将 变化 ， 
变化 率 W(s) 叫 作 曲线 在 弧 长 是 :的 那个 点 的 曲率 。 我 们 不 
加 证 明 而 写 下 由 曲线 y = f(x) 的 一 阶 和 二 阶 昱 数 表示 的 遇 
率 有 的 公式 : 


太一 f"'(x) 
{1 + [FC YY 


8. 极 大 与 极 小 , 


我 们 可 以 求 出 已 知 函 数 f(x) 的 极 大 与 极 小 ,方法 是 首先 
求 了 (x), 然后 求 导数 等 于 零 的 * 值 ,最 后 讨论 这 些 值 中 ,哪些 
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值 造 成 极 大 ， 哪 些 值 造成 极 小 .如 果 我 们 已 有 二 阶 时 数 
大 (*)， 后 面 这 个 问题 是 可 以 确定 的 , 因为 二 阶 导数 的 符号 表 
示 了 图 象 的 四 凸 ， 而 它 若 为 零 ， 通 常 表示 一 个 不 出 现 极 值 的 
拐点 。 观 察 f(*) 和 f(x) 的 符号 , 不 仅 能 确定 极 值 , 而 且 还 
能 看 出 函数 图 象 的 形状 。 这 个 方法 能 给 出 具有 极 值 的 * 值 ， 
把 这 些 x 值 代入 f(x) 就 能 求 得 对 应 的 y 一 f(x) 的 值 。 

作为 一 个 例子 ,我 们 考察 多 项 式 

fx) = 27 — 9x + 12x +1, 
求 得 Cx) = 67 — 18x + 12, f(x) = 12x 一 18。 
二 次 方程 f(x) 一 0 的 根 是 二 一 1, x 一 2, 并且 
大 (xz 一 一 65 一 0， f(x)=6>0. 

因此 , f(x) 有 极 大 值 x) 一 6, 以 及 极 小 值 fx3) 一 5。 

习题 ， 1) 作 上 面 所 说 的 函数 的 草图 。 

2) 讨论 并 作 x) = (x 一 1) (2 一 4) 的 草图 。 

3) 求 了 二 ,二 全， 巡 士 4 (其 中 P 和 4 是 正 的 ) 的 极 小 值 ， 


这 些 函数 有 极 大 值 吗 ? 
4) 求 sinx 和 sin(**) 的 极 大 值 和 极 小 值 。 


83 微分 法 


直到 现在 为 止 ,我 们 所 作 的 各 种 特殊 函数 的 微分 ,都 是 先 
将 差 商 变形 , 然后 再 取 极限 。 经 过 牛顿 和 莱 布 尼 兹 以 及 他 们 
后 继 者 的 工作 ,这 些 处 理 个 别 问题 的 技巧 ,被 有 效 的 一 般 的 方 
法 所 取代 , 而 这 是 有 决定 意义 的 一 步 。 只 要 掌握 了 少数 几 条 
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简单 的 法 则 ,以 及 知道 这 些 法 则 如 何 应 用 ,就 能 用 这 些 方法 几 
平 是 毫 不 费力 地 微分 数学 中 经 常 出 现 的 各 种 函数 。 这 样 , 微 
分 法 就 有 了 计算 中 “算法 ”的 特性 ,“ 微 积分 "(Calculus) 这 个 词 
表示 的 就 是 理论 的 这 一 方面 . 

我 们 在 这 里 不 能 很 详尽 的 阐述 这 套 方法 ， 只 指出 几 个 简 
单 的 法 则 如 下 。 

(a) 和 的 微分 ,如果 a 和 “是 常数 ,并 且 

R(x) 一 af(x) + bg(x), 
那么 读者 很 容易 验证 
R(x) = of (x) + 28 (xz)。 

对 于 任意 多 项 的 和 ,类 似 的 法 则 也 成 立 . 

(b) 乘积 的 微分 乘积 p(x) 一 f(x)g(x) 的 导数 是 

p(x) = f(x)g (x) + gCx)f (x). 

这 一 点 按照 下 面 的 方法 是 很 易 证 明 的 : 我 们 加 上 或 减 去 同一 
个 项 ， 

plx+h)— pr) = fr+ hglr + h)— f(r) gl) 

= f(x + glx hh) — fx + hg(r) 

+ f(x + h)glx) — f(x)g(x), 

合并 前 两 项 和 后 两 项 ,得 到 

x 下 2 — p(x) _ ey g(x 十 a — g(x*) 


现在 令 4 趋 于 零 ; 因为 fx 十 人 趋 于 帮 s) ,所 以 立即 证 明了 
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命题 。 
习题 ;证明 函 数 P(x) 一 x*” 有 导数 P'《*x) = 一 2 一 (提示 : 尖 
写成 * 一 sx" 并 利用 数学 归纳 法 .) 
利用 法 则 (a) 和 (b) ,我 们 可 以 微分 任意 多 项 式 
fx) 一 oo 十 ax 十 .十 aox"; 


其 导数 是 
fx) = a 20x + 3ar 二: + Narr i!, 
作为 一 个 应 用 ， 我 们 可 以 验证 二 项 式 定理 〈 比 较 第 30 
页 ), 这 只 要 把 式 (1 十 *) 看 成 多 项 式 就 可 以 了 . 
(1)fC(x) = (1+xr)"=1 十 ak 十 ax2 十 aaxa 十 。，。， -十 anxz29 
式 子 中 的 系数 由 公式 


(2) oh 


给 定 ,当然 a, 一 1. 
我 们 已 经 知道 (第 547 页 的 习题 ) 微分 (1) 的 左 端 得 到 
a(1 十 x)”!， 这样, 由 前 一 节 我 们 得 到 | 
3) zi 十 xz) 一 ai 十 2ox 十 3asx2 + ee nan”!, 
在 此 式 中 , 令 * 一 0, 求 得 4 一 ao 这 也 就 是 (2) 式 当 太 一 1 时 
的 情形 。 然 后 我 们 再 微分 (3), 得 到 
zt(2 一 1)(LI 二 zx) 一 一 2 十 3.2ax 十 
+ n(n 一 1Dasxc- : 
代 人 x 一 0, 得 xn 一 1) 一 20, 这 与 式 (2) 当 一 2 时 的 情 
形 一 样 。. 
习题 : 证 明 (2) 式 对 《== 3， 4 成 立 ,并 用 数学 归纳 法 证 明 对 一 
般 的 都 成 立 。 
557 。 


《c) 商 的 微分 如 果 g(x) 一 了 


2 ， gf (x) 一 fx)g 2) 
那么 dx) 一 CC 
请 读者 作为 练习 自己 证 明 (当然 ,我 们 必须 假定 g(*) * 0)， 
习题 : 利用 这 个 法 则 ,由 sin * 和 cos* 的 导数 ,推出 tg* 和 ctg x 的 
导数 (第 548 页 )。 证 明 


Sec xz 一 


和 Csc xz 一 1 


CoOS x sin x 


的 导数 分 别 是 
Sin 多 和 cosx 


Cosx Sin2X” 


我 们 现在 已 能 微分 那些 可 以 表示 为 两 个 多 项 式 的 商 的 任 
意 函 数 ， 例 如 


~ 1 
f(x) 
有 导数 
UF) = 2 
fC%) (1 + x) (1+ x 
习题 : 微分 


1(x) = 感 = 汪 ”。 其 中 四 是 正 整数 。 


f(x) = 一 pz 
(d) 反 尔 数 的 微分 
如 果 》 一 Hz) 和 x 一 g(y) 互 为 反 函数 (例如 g 一 x 和 
xz 一 VY ), 那 么 它们 的 导数 互 为 倒数 ; 
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/ 1 
g Cy) 7 或 De(y) * Df(x) 


如 果 我 们 分 别 回 到 相应 的 差 商 2 和 ， 那 么 这 个 事实 是 


很 容易 证 明 的 ; 它 也 可 从 第 359 页 给 出 的 反 函数 的 几何 解释 
中 见 到 ， 这 时 只 要 用 切线 和 轴 的 夹 角 来 代替 切线 与 z 轴 的 
夹 角 就 可 以 了 ， 
作为 一 个 例子 ,我 们 微分 函数 
y ~ ja) = VY 六 ， 
它 是 * 一 "的 反 函 数 (对 于 mm 一 二 的 情形 ， 一 个 较为 直接 


的 处 理 见 第 546 页 )， 因 为 后 一 个 函数 有 导数 my" 所 以 


作 代 换 y 一 坊 和 yr" 一 x 后， 有 f(%) 一 土 :中 -t， 或 
D(x3) a xX 四 -1 
nm 


进一步 的 例子 是 微分 反 三 角 函 数 ( 见 第 360 页 ): 
一 are， 
它 和 x 一 褒 y 的 意义 是 一 样 的 。 这 里 自 变量 是 y, 用 弧度 表 
示 , 并 被 限制 在 区 间 
这 就 保证 反 函 数 是 唯一 确定 的 .， | 
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因为 我 们 有 ( 见 第 549 页 ) Dey 一 = 且 由 于 
二 一 名 2 十 co 一 1-+tpzy 一 1 下 古 
cos’y cos’y 


所 以 
_T 
1+4 x 


用 同样 的 方法 ,读者 可 以 导出 以 下 的 公式 : 


Darctgx 一 


， Darc sinx 一 


= 1 . 
Darcctpex 一 一 
3 1 十 a 


一 ! 
Ml—e 
最 后 我 们 转向 重要 的 关于 复合 函数 的 微分 法 则 . 

(e) 复合 函数 的 微分 复合 函数 是 两 个 (或 更 多 的 ) 较 简 
单 的 函数 复合 而 成 的 函数 ( 见 第 360 页 )， 例 如 ， 
z= sin(Vx) | 
是 由 x 一 siny 和 y 一 V x 复合 而 成 ;函数 
z=Vx te 
是 由 z 一》 十 入 和 和) 一 V x 复合 而 成 ; z 一 sin(z) 是 
z= siny 和 y= 二 x 


Darccosx 一 


的 复合 函数 ; = = sn 工 是 一 siny 和 ) 一 过 的 复合 函 
数 
如 果 两 个 函数 
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图 272 y= sin(V x ) 


图 273 y= sin(x’) 
z= g(y) 和 y= f(x) 
已 给 定 ,把 后 一 个 了 淫 数 代 人 到 前 一 个 函数 中 ,我 们 就 得 到 复合 
函数 


z — K(x) 一 s[j(Ge)]， 
我 们 确定 它 的 导数 是 
. R(x) — gC + FO). (4) 
如 果 我 们 写成 
Ka 一 Ke 一 > 和 一 人 
bs 一 1i 3 一 Xi 一 人 


其 中 泡 一 天 x0), 且 zi 一 g(yD) 一 x0), 然后 令 如 掉 于 x, 左 
端 趋 于 率 (x), 而 右 端的 两 个 因子 分 别 趋 于 g(y) 和 了 (x), 这 
就 证 明了 (4).。 

在 这 个 证 明 中 , 条 件 沪 一》 关 0 是 必须 的 ， 因 为 我 们 要 
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除 以 Ay 一 六 一 思 所 以 使 六 一 9 一 0 的 值 二 不 能 利用 但 
既 使 在 包含 * 的 一 个 区 间 上 Ay 都 等 于 零 ， 公 式 (4) 仍然 成 
立 ; 此 时 y 是 常数 , /(z) 一 0, K(x) 一 gly) 关于 x 也 是 常数 
(因为 y 在 * 变化 时 没有 变化 ), 因此 (x) = 0, 如 (4) 中 所 


述 。 


读者 可 验证 以 下 各 例 
(x) 一 sin Vx, ‘(x) 一 
k(x) 2 


% 


kx) Vx 十 Vi KR) = (+ 5¢) —t, 
2V 


R(x) 一 sin (x’), K(x) 一 cos(*’) * 2x, 


R(x) 一 sn 二 ， K(x) = 一 eos 人 二)， 三 ， 
kt) VI KW) 一 一 二 一 .2x 
2V 1 一 和 
一 一 
V1 —x? 
习题 。 结 合 第 456 页 和 第 559 页 的 结果 :证明 下 数 
ja 一 一 呈 
有 导数 l 
(x) = 二 培 . 


应 该 注意 ， 所 有 关于 * 的 靠 的 公式 可 以 归结 为 如 下 的 一 个 公 


式 : ee 
如 果 + 是 任意 的 正 或 负 的 有 泽 数 ,那么 函数 
Hx) =# 
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有 导 


fs) =re 
习题 1) 用 本 节 的 法 则 作 第 547 页 习题 的 微分 运算 
2) 微分 下 列 函数 : xsinx, 生 


sinzxy(xzs 一 3xz3 一 X 十 1)39 


se 1 有 
1 + sin’x, sin arc sin( cos nx),» 


gt arc tg Tt, Mix, 
i 


1—x 


1+x" 


3) 求 上 面 的 某 些 函数 的 二 阶 导 数 以 及 求 
的 二 阶 导数 。 

4) 微分 ct(z 一 x 十 六 十 cal* 一 zx2)? 十，* 并 且 证 明 第 
七 章 第 430 页 和 第 498 页 闸 述 的 光线 反射 和 折射 的 极 小 性 质 ,反射 或 
折射 是 对 于 * 轴 而 言 , 并 且 咯 径 端点 的 坐标 分 别 为 x y 和 *:，y:， 
( 注 : 函数 只 有 一 个 使 导数 为 零 的 点 。 由 于 显然 有 极 小 无 极 大 ,所 
议 不 必 研 究 二 阶 导数 . ) 
更 多 的 极 大 与 极 小 问题 : 

5) 求 下 述 函 数 的 极 值 , 并 绘 它们 的 贺 象 ,确定 增 减 及 凹凸 区 间 ; 


万 
3nm2 
3 arc tg Xx, sin’ x, tg* 


3 区 x? 2 
6x + 2, TF? TT CosS TY。 


6) 讨论 函数 x + 3ax 二 1 的 极 大 、 极 小 与 4 的 依赖 关系 ， 
7) 双 曲 线 2y’ 一 x? = 2 的 哪个 点 最 接近 * = 0,y 一 3? 
8) 求 具有 给 定 面积 的 所 有 和 矩形 中 对 角 线 为 最 小 的 一 个 . 


9) 求 精 图 到 + 其 = 1 内 具有 最 大 面积 的 内 接 矩 形 。 
10) 求 具有 给 定 体积 的 所 有 图 柱 中 表面 积 为 最 小 的 一 个 。 
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$4 莱 布 尼 兹 的 记号 和 "无穷小 ” 


牛顿 和 莱 布 尼 兹 已 经 懂得 如 何 把 积分 和 导数 作为 极限 来 
求 。 但 是 由 于 不 愿意 承认 只 有 极限 概念 才 是 这 个 新 方法 的 根 
源 , 致 使 微 积 分 的 真正 基础 长 期 被 弄 得 含糊 不 清 , 如 今 极 限 概 
念 已 搞 得 十 分 清楚 ,我 们 现在 看 来 当然 很 简单 ,然而 不 论 是 牛 
顿 还 是 莱 布 尼 兹 都 未 能 有 如 此 明确 的 认识 。 他 们 的 方法 支配 
了 一 百 多 年 的 数学 发 展 , 在 此 期 间 ,问题 被 "无 穷 小 量 ” 微 分 ” 
“最 终 比 ”等 等 说 法 掩盖 着 。 这 些 概 念 的 最 终 放弃 是 很 勉强 
的 ， 因 为 它们 在 当时 的 哲学 观点 以 及 人 们 天 性 中 是 根深 还 固 
的 ， 有 的 人 可 能 争辩 说 :“ 积 分 和 导数 自然 可 以 看 作 是 极限 ， 
”也 能 通过 极限 来 计算 ， 但 是 ,如果 抛 开 用 极限 过 程 来 描述 它 
们 的 特殊 方式 的 话 , 那 末 这 些 对 象 本 身 究竟 是 什么 呢 ? 像 面 
积 和 曲线 的 斜率 这 种 直观 的 概念 ,本 身 就 有 着 绝对 的 含义 ,而 
无 需 乎 内 接 多 边 形 、 制 线 以 及 它们 的 极限 这 样 的 辅助 概念 ,这 
似乎 是 显然 的 "。 确实, 把 面积 和 和 斜率 当 作 “ 自 在 之 物 ” 而 寻求 
它们 的 适当 定义 ,这 在 人 们 心理 上 是 很 自然 的 ， 但 是 ,放弃 这 
. 种 应 望 ， 而 宁可 在 极限 过 程 中 考察 它们 在 科学 上 唯一 适当 的 
定义 ,这 通常 是 清除 前 进 中 的 障碍 的 一 种 成 熟 的 态度 ,而 在 十 
七 世纪 还 不 具备 能 够 容纳 这 种 哲学 上 的 激进 主义 的 明智 的 传 
统 ， 

莱 布 尼 兹 以 完全 正确 的 方法 试图 从 函数 的 差 商 出 发 来 
“解释” 导数， 函数 y 一 f(x) 的 差 商 是 
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Ax 4X1 一 区 
它 的 极限 我 们 称 之 为 导数 (x) (沿用 后 来 拉 格 朗 日 引进 的 符 
号 ), 而 莱 布 尼 兹 的 写法 是 


dx 
用 "微分 符号 "2 代替 了 美的 符号 A， 只 要 我 们 把 这 符号 理解 
为 只 是 指 Ax 一 0 导致 Ay 一 0 的 极限 过 程 , 那 就 不 存在 什么 


困难 也 没有 什么 玄妙 了 。 在 取 极限 以 前 ， 商 多 的 分 母 Ax 
已 被 消去 或 已 变 成 使 极限 过 程 能 顺利 完成 的 形式 ， 这 一 点 


是 微分 的 实际 过 程 中 的 关键 所 在 。 我 们 如 果 试 图 不 预先 作 
这 样 的 简化 而 取 极限 的 话 ， 得 到 的 将 是 毫 无 意义 的 关系 式 


. 全- 一 全， 而 对 此 我 们 是 根本 不 感 兴趣 的 ， 只 有 当 我 们 如 同 


莱 布 尼 兹 及 其 许多 后 继 者 一 样 说 出 如 下 的 话 来 时 ， 才 会 引起 
神秘 感 和 混乱 : “Ax 没有 达到 零 , Ax 的 “最 终 值 :不 是 零 而 是 
一 个 无 穷 小 量 ` , 即 被 称 为 微分 " 的 dx; 并 且 类 似 地 Ay 也 有 
“最 终 ” 无 穷 小 值 ty。 然而 这 两 个 无 穷 小 微分 的 真正 的 商 又 


是 一 个 普通 的 数 , 了 (x) 一 2 莱 布 尼 兹 相应 地 称 导 数 为 


”“ 微 商 *， 这 样 的 无 穷 小 量 被 看 作 是 新 型 的 数 , 它 不 是 零 , 然 而 
小 于 实数 系 中 的 任意 正 数 。 只 有 那些 具有 真正 数学 才能 的 
人 ,才能 把 握 这 个 概念 ,而 微 积分 所 以 被 认为 非常 难 懂 , 正 是 . 
由 于 不 是 人 人 都 能 具有 这 种 数学 才能 或 被 训练 成 有 这 种 数 
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学 才能 . 同样 的 ,积分 被 看 成 无 穷 多 个 “无 穷 小 量 ” f(x)dx 的 
和 和 , 这 个 和 , 人 们 仿佛 觉得 就 是 积分 或 面积 ,而 它 的 数值 的 计 
算 , 即 有 限 个 普通 的 数 (xj)Ax 的 和 的 极限 , 多 少 像 是 附加 上 
去 的 .今天 ,我 们 已 经 放弃 了 ”直接 ”解释 的 愿望 ,而 把 积分 定 
义 为 有 限 和 的 极限 。 通 过 这 样 的 途径 ,我 们 就 克服 了 困难 ,并 
使 微 积分 得 以 建立 在 坚实 的 基础 上 . 


尽管 如 此 , 莱 布 尼 兹 的 记 法 , 即 用 全 表示 了 Cx), 用 


| re 


表示 积分 , 仍然 被 保留 下 来 了 , 并 且 证 明 是 非常 有 用 的 。 如 
果 我 们 把 符号 4 看 作 只 是 取 极 限 的 记号 , 它 并 没有 什么 害处 ， 
莱 布 尼 兹 的 记 法 的 优越 性 在 于 对 商 或 和 的 极限 能 以 某 种 方式 
“如 同 ” 它 们 是 真正 的 商 或 和 那样 来 处 理 。 由 于 这 种 记号 富有 . 
启发 性 , 它 历来 诱 使 人 们 赋予 这 些 符 号 以 非 数 学 的 意义 。 如 
果 我 们 拒绝 这 种 诱惑 ， 那 么 莱 布 尼 兹 的 记 法 至 少 是 表示 极限 
过 程 的 那 种 繁 元 记 法 的 巧妙 的 简写 ;事实 上 , 莱 布 尼 兹 的 记号 
在 较 高 等 的 微 积分 理论 中 几乎 是 不 可 缺少 的 ， 

例如 ,第 558 页 对 y 一 f(x) 的 反 函 数 x 一 gly) 的 微分 
法 则 (d) 是 g(y)f(y) 一 1, 按照 莱 布 尼 兹 的 记号 , 它 简单 地 
记 作 


“如 同 ” 微 分 "可 以 像 普 通 分 数 那 样 约 分 似 的 。 而 第 562 页 对 
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复合 函数 > 一 Kx) (其 中 z 一 g(y)，y 一 f(x)) 的 微分 法 则 
(e), 现在 写作 
dz de .dy 
dr dy dx™ 
莱 布 尼 兹 的 记 法 的 优越 性 还 表现 在 它 强调 了 是 x,y,z 
本 身 , 而 不 是 它们 的 函数 关系 。 毅 数 关 系 表 示 一 种 程序 , 即 从 
量 * 得 到 另 一 个 量 ” 的 一 种 运算 .例如 ,由 函数 
》 一 帮 xs) 一 入 
得 到 的 量 等 于 量 * 的 平方 。 这 个 运算 (平方 ) 是 数学 家 注意 
的 对 象 。 但 是 物理 学 家 和 工程 师 , 总 的 来 说 ,最 感 兴趣 的 是 这 
些 量 本 身 。 因 此 ,强调 量 本 身 的 莱 布 尼 兹 记 法 ,对 从 事 应 用 数 
学 的 人 们 便 具有 特殊 的 吸引 力 。 
此 外 有 一 点 可 以 再 提 一 下 。 作 为 无 穷 小 量 的 “微分 ”, 现 
在 是 肯定 地 而 且 不 光彩 地 被 抛弃 了 ， 然而 同一 个 词 “ 微 分 ”， 
又 从 后 门 悄悄 溜 了 进来 一 一 这 时 它 表 示 一 个 完全 合理 而 有 用 
的 概念 。 当 Ax 相对 于 出 现 的 其 它 的 量 是 很 小 的 时 候 , 微分 
可 以 简单 地 看 作 是 这 个 差 Ax+。 在 这 里 ,我 们 不 能 讨论 这 个 概 
念 在 近似 计算 中 的 价值 ,也 不 能 讨论 采用 “微分 ”这 个 名 字 的 
其 它 一 些 合理 的 数学 概念 ， 其 中 有 些 概念 在 微 积分 及 其 在 几 
何 学 的 应 用 中 已 被 证 明 是 很 有 用 的 。 
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$5 微 积 分 基本 定理 
!. 基本 定理 


在 生 顿 和 莱 布 尼 兹 的 工作 之 前 ， 积 分 的 概念 已 经 相当 成 
形 了 , 在 某 种 程度 上 微分 的 概念 也 是 如 此 。 要 使 这 种 新 的 数 
学 分 析 有 一 个 极 大 的 发 展 ， 仅 仅 需要 再 有 一 个 比较 简单 的 发 
现 。 在 函数 的 积分 和 微分 中 所 涉及 的 两 个 极限 过 程 , 表面 上 
看 来 没有 什么 联系 ,而 实际 上 却 是 密切 相关 的 。 事 实 上 ,它们 
是 彼此 互 逆 的 ,就 如 同 加 法 和 减法 ,乘法 和 除法 一 样 ， 没 有 截 
然 分 开 的 微分 学 和 积分 学 ,而 只 有 一 个 微 积 分 学 

莱 布 尼 效 和 牛顿 的 巨大 功绩 ， 就 在 于 他 们 首先 明确 地 认 
识 到 并 应 用 了 这 个 微 积分 基本 定理 ， 当 然 他 们 的 发 现 已 处 在 
科学 发 展 的 前 进 道路 上 ， 因 而 有 几 个 人 能 够 几乎 在 同时 独立 
地 清楚 地 意识 到 这 种 状况 ,这 是 很 自然 的 。 

为 了 建立 这 个 基本 定理 ,我 们 考虑 函数 y 一 f(x) 从 固定 
下 限 a 到 变动 上 限 * 的 积分 ,为 避免 积分 上 限 * 和 出 现在 符 
号 je) 中 的 变量 * 相 混 淆 ,我们 把 这 个 积分 写成 ( 见 第 535 
页 ) 


FCo) ~ | fu) (1) 


它 表示 我 们 希望 把 积分 作为 上 限 * 的 一 个 函数 F(x) 来 研究 
(图 274)， 这 个 函数 (x) 是 曲线 y 一 1(w) 下 面 由 点 4 一 “到 
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图 274 ”积分 作为 上 限 的 函数 
点 4 一 * 的 面积 。 有 时 这 个 具有 可 变 上 限 的 积分 F(x) 称 为 
“不 定 积分 ”. 

现在 ， 微 积分 基本 定理 可 以 表述 为 作为 * 的 函数 的 不 定 

积分 (1) ,其 导数 等 于 f(x) 在 * 点 的 值 : 

F'(x) = f(x). 
换 句 话说 , 由 f(x) 导致 F(x) 的 积分 过 程 ,可 以 通过 对 F(x) 
的 微分 过 程 ,使 之 还 原 或 倒 回 . 

在 直观 的 基础 上 , 证 明 这 个 定理 是 很 容易 的 。 办 法 是 把 
积分 F(x) 作 为 面积 来 解释 ,如 果 试 图 用 曲线 来 表示 (x), 而 
用 曲线 的 斜率 来 表示 导数 F'(x)， 就 会 搞 得 含糊 不 清 ， 我 们 
不 用 原来 关于 导数 的 几何 解释 ， 而 保留 F(x) 的 积分 几何 解 
释 , 但 是 用 分 析 的 方法 来 求 F(x) 的 导数 ， 差 

F(x) — F(x), 
在 图 275 中 就 是 * 和 之 间 的 面积 . 可 以 看 出 这 个 面积 介 于 
值 (x 一 x)m 和 (x 一 x)M 之 间 , 即 
(xz — x)m SS F(x) — Fx) < (x —*)M, 
其 中 M 和 普 分 别 为 函数 fw) 在 x 和 之 间 的 最 大 值 和 最 小 
值 . 这 两 个 乘积 分 别 是 包含 着 曲线 面积 的 矩形 面积 与 包含 于 
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图 275 ”基本 定理 的 证 明 


曲线 面积 的 矩形 面积 ,因此 ， 
1 过 F(x) — F(x) <M. 


Wi -一世 


我 们 将 假定 函数 Kx) 是 连续 的 , 以 使 若 二 趋向 于 *， 则 M 和 
妈 同 时 趋向 于 帮 z7。 因 而 我 们 有 如 上 所 述 的 


Fo ~ im 一 三 人 fbn), (2) 


直观 上 ， 这 个 式 子 说 明了 这 样 的 事实 : 当 * 增 大 时 ， 曲 线 
》 一 f(x) 下 的 面积 的 变化 率 ,等 于 曲线 在 点 * 的 高 度 . 

在 有 些 课本 中 ,由 于 专用 术语 选择 得 不 好 ,把 基本 定理 的 
要 点 搞 得 模糊 了 .许多 作者 首先 引进 导数 ,然后 简单 地 定义 
“不 定 积 分 ”为 导数 的 逆 运 算 , 即 如 果 

G' (xs) = f(x), 

称 G(x) 是 fs) 的 不 定 积分 这样, 他 们 的 做 法 是 把 微分 过 程 
直接 和 “积分 这 个 词 结合 起 来 . 只 是 后 来 才 引 进 作为 面积 或 
者 和 的 极限 的 “ 定 积分 ”的 概念 , 而 且 没 有 强调 这 时 候 的 “ 积 
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分 ”这 个 词 指 的 是 完全 不 同 的 东西 。 这 个 方法 是 把 理论 中 的 
主要 事实 从 后 门 偷偷 输入 ,因而 大 大 有 碍 于 学 生 的 真正 理解 
我 们 宁愿 把 满足 G'(x) 一 f(x) 的 G(x) RU 做 f(x) 的 原 函 数 而 
不 叫做 “不 定 积 分 ”因此 ,基本 定理 可 简 述 如 下 : 

车 F(x) 是 f(x) 由 固定 下 限 到 可 变 上 限 x 的 积分 ， 则 
F(x) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 . 

我 们 说 的 是 “一 个 ” 原 函 数 ,而 不 是 原 函 数 ,因为 很 显然 ， 
如 果 G(x) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ,那么 

及 (x) 一 G(x) 十 C 【C 为 任意 常数 ) 
也 是 一 个 原水 数 ,因为 HC(x) = G'(x)， 反 过 来 , 两 个 原 函 数 
G(x) 和 HH(x) 只 差 一 个 常数 这 命题 也 成 立 ， 原 因 是 差 
U(x) = G(x) — H(x) 
有 导数 
U(x) = G(x) — H’'(x) = f(x) — f(x) 一 0， 

所 以 是 常数 ， 因 为 处 处 可 以 由 水 平 直线 表示 的 函数 必然 是 常 
数 ， 

由 此 可 以 推出 在 已 知 f(x) 的 某 一 个 原 函 数 G(x) 的 条 件 
下 , 求 。 到。 之 间 的 积分 值 的 一 条 至 为 重要 的 法 则 ， 根据 我 
们 的 基本 定理 ， 

FCD = | fu)au 


也 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ， 因 此 F(x) 一 G(x) 二 C, 其 中 C 是 
常数 ， 如 果 我 们 记得 
[an 一 0， 
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那么 这 个 常数 可 以 确定 出 来 。 由 此 给 出 0 一 G(x) 上 C， 
使 得 C = 一 GCa)。 那么 由 “到 * 的 定 积分 是 


FCGD = 人 fu)au ~ Gx) — Ga), 
或 者 如 果 以 代替 x, 则 
| oun ~ G66) — Ga), G3) 
它 与 我 们 选择 的 原 函 数 无 关 , 换 句 话说 ， 
为 了 计算 定 积分 | f(x)dx, 我 们 只 串 要 求 一 个 使 得 


G'(x) = f(x) 
的 函数 G(x)， 然 后 取 差 G(6) 一 GCa) 即 可 . 


2. 初步 应 用 ”xr, cos*， siny 的 积分 arc tgx* 


关于 基本 定理 的 应 用 范围 ， 这 里 还 不 可 能 给 出 一 个 完整 ， 
的 概念 , 但 是 从 下 面 的 解释 中 我 们 可 以 得 到 一 些 启示 .在 力 
学 ,物理 学 或 纯 数学 遇 到 的 问题 中 ,经 常 需要 求 一 个 定 积分 的 
值 ， 直 接 由 和 的 极限 求 积分 往往 是 困难 的 。 但 另 一 方面 , 正 
如 在 $ 3 中 所 见 到 的 , 作 各 种 微分 运算 则 比较 容易 , 并 且 在 这 
个 领域 内 积累 了 丰富 的 知识 。 把 每 个 微分 公式 反 过 来 看 , 都 
可 以 给 出 f(x) 的 一 个 原 函数 G(x). 借助 公式 (3), 就 可 用 来 
计算 Cw) 在 任意 两 点 之 闻 的 积分 了 . 

例如 , 要求 ** 或 ** 或 *” 的 积分 ,现在 的 方法 要 比 $1 中 
的 简单 得 多 。 由 x” 的 微分 公式 ， 我们 知道 x*” 的 导数 是 
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nx”!， 所 以 


的 导数 是 


G’'(x) 一 二 X2 一 Xx", 


因而 -一 是 函数 fx) 一 z” 的 一 个 原 函 数 ,因此 立即 有 


| x"dx = G(b) — G(a) = 
4 nz 十 1 
比 起 直接 由 和 的 极限 来 求 积分 的 繁 难 手续 来 ， 这 个 过 程 要 简 
单 得 多 . 
更 一 般 地 ;我 们 在 $ 3 中 已 经 得 到 , 对 于 任意 有 理 数 s, 不 
论 是 正 的 或 是 负 的 , 函数 x' 都 有 导数 sx 一, 因此 ,对 
5 一 7 十 1， 


函数 


1 r+1 
G(x) rT x 
有 导数 1(x) 一 G(x) 一 x"( 我 们 假定 + 关 一 1, 即 * 关 0). 因 


而 -一 是 * 的 一 个 原 卫 数 或 “不 定 积分 "， 而 且 有 (假定 


ea 有 为 正 ; 且 >* 关 一 1) 


1 
7 dx = 一 一 一 pb't! art! 4 
| ( 人 7 (4) 


在 (4) 中 ,我 们 假定 ,被 积 函数 z* 在 积分 区 间 上 有 定义 日 连续 , 即 着 
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+ <0 要 除去 * = 0。 因 此 在 这 里 要 假定 < 和 是正 的 
车 G(x) = 一 cosx+, 有 G(x) = sinx。 因 而 


[ sin xdx 一 一 (cosz 一 cos0) 一 1 一 cosa。 
同样 ,由 于 车 G(x) 一 sin x* 有 G(x) 一 cos x， 得 
| xdx = sina — sin0 = sina, 
由 反 正切 的 微分 公式 D arctgx 一 二 二 :可 以 得 到 一 个 


1 
1 十 和 


特别 有 趣 的 结果 。 由 这 个 公式 可 知 函 数 arctgx 是 函数 
的 一 个 原 函 数 ,并 且 由 公式 (3) 得 到 结果 


5 
ee 
arc tg arc tg re 


ax. 


现在 我 们 有 arctg 0 一 0, 因为 使 正切 值 为 0 的 角度 的 值 是 0。 
因而 得 出 
(5) 


» i 
cies —| i 


对 于 特殊 的 一 1, arc tg4 等 于 地, 因为 对 应 于 正切 值 为 1 


的 角度 是 45"， 或 二 弧度 ， 这 样 我 们 便 得 到 一 个 值得 注意 的 


公式 
一 一 五 4x。 (6) 


这 表明 在 函数 


“574. 


es x 
图 276 7 一 IT 下 边 由 0 到 1 的 面积 是 本 


二 业 二 - 
1 十 和 


的 图 象 下 边 ， 由 x 一 0 到 x ~ 1 的 面积 等 于 半径 为 1 的 圆 面 
积 的 二 


” 


3. 表示 的 莱 布 尼 兹 公式 


上 面 的 最 未 结果 导致 了 十 七 世纪 最 精彩 的 数学 发 现 之 
一 一 -~ 的 菜 布 尼 兹 交错 级 数 
x 1 1 1 1 1 1 


一 一 一 一 一 十 一 一 二 十 二 一 一 十 ……。 (7) 
4 1 3 5 7 9 ] 


其 中 符号 十 … 的 意思 是 指 由 右边 式 子 中 前 # 项 作成 的 有 限 
“部 分 和 ”的 序列 , 当 # 增 大 时 , 收 化 于 极限 0 
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要 证 明 这 个 著名 的 公式 ,只 需 回 忆 有 限 项 等 比 级 数 


工 一 和 一 1 十 十 六 十 十 go 或 
1 一 4 
i gs 
1—# 
在 这 个 代数 恒等式 中 , 代 人 4 = 一 *, 得 
1 

| (8) 

| + Dim 十 Rs 
其 中 “ 余 项 ”R，, 是 


27 
R, = (— 1) 一 和 一 
( er 


等 式 (8) 可 以 由 0 到 1 积分 ， 由 $ 3 法则 (4), 我们 在 右边 取 
各 项 积分 的 和 。 由 (4)， 


b mil __. ,m+1i 
| de 9 
4 712 十 工 
我 们 得 到 
| zez= 9 
12 十 工 
因而 
1 dx 1 1 1 
-和 -一 1 一 一 十 一 一 一 十 …，。 9) 
| 3 5 7 (9) 
ee a ,J 
272 一 | 
其 中 
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7 一 (一 D" -4 


J mt 
Ss 
2 


按照 (5) 式 ，(9) 式 左 端 等 于 王 ， 工 与 


__1Na-i 
Ee ee A 


的 差 是 一 S, 一 T,。 剩 下 要 证 明 的 是 当 ” 增 大 时 ，7， 趋 
于 0, 现在 


和 当 0 委 x* 委 1, 
x 


回顾 $ 1 公式 (13), 那 里 指出 ,如 果 fx) 过 g(x), 且 a 过 5, 则 
| fdr < | gear。 由 此 可 见 


tr 一 全 人 dr<) x dx; 


因为 如 我 们 以 前 所 知 (公式 (4)) 右 端 等 于 二 , 得 


因此 
-| < 


因为 二 一 趋 于 零 ,所 以 当 增 大 时 5, 趋 于 工 . 于 是 莱 布 


:Ie N 式 得 证 。 


。577。 


$6 指数 函数 与 对 数 函 数 


在 中 学 里 的 数学 教材 中 ， 用 “初等 ”的 办 法 得 到 了 指数 函 
数 和 对 数 函数 ,而 微 积分 学 的 基本 概念 ,对 此 提供 了 圆满 得 多 
的 理论 ， 在 中 学 教材 里 ,通常 由 任意 有 理 数 4 的 整数 肾 a” 开 
始 ,然后 定义 

"a, 


从 而 对 任意 有 理 数 + 一 记得 到 a’ 的 值 ， 接 着 定义 任意 无 理 


数 * 的 a* 的 值 , 使 a* 成 为 * 的 连续 函数 .这 一 微妙 的 地 方 ， 
在 初等 数学 中 被 省 略 了 . 最 后 > 以 “为 底 的 对 数 
x 一 logay (1) 
定义 为 y 一 a* 的 反 函 数 ， 
下 面 我 们 把 这 些 函 数 的 理论 建立 在 微 积分 学 的 基础 上 ， 
讨论 的 次 序 , 怡 与 上 面相 反 。 我 们 先 从 对 数 函 数 开始 ,然后 得 
到 指数 函数 ， 


1. 对 数 的 定义 和 性 质 欧 拉 数 。 


我 们 把 对 数 ,或 更 特殊 的 “自然 对 数 ”F(x) 一 Inx( 它 和 
以 10 为 底 的 常用 对 数 的 关系 将 在 第 二 小 节 说 明 ) 定 义 为 曲线 


y 一 二 下 面 由 x 一 工 到 x 一 * 之 间 的 面积 ,数量 上 相当 于 积 
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过 证 
7 nz =| i 
11 


( 见 第 44 页 图 5)。 变量 * 可 以 是 任意 正 数 , 但 是 不 包括 0， 
因为 “趋向 于 0 时 ， 被 积 函数 二 趋 于 无 穷 


研究 函数 F(*) 是 很 自然 的 。 因为 我 们 知道 ， 除 了 >” 一 


一 1 之 外 ,任意 的 宕 的 原 函 数 是 同一 类 型 的 函数 二， 


当 4 一 一 1 时 ,分 母 ” 十 1 变 为 零 ,从 而 第 574 页 的 公式 (4) 
失去 意义 ， 这 样 我 们 可 以 期 望 或 -的 积分 会 引出 一 种 新 
型 的 有 趣 的 函数 ， 
虽然 我 们 把 (1) 作 为 函数 Inx 的 定义 ,但 在 推导 出 它 的 性 
质 ,并 找到 它 的 数值 计算 的 方法 之 前 ,我 们 是 不 “知道 ”这 个 函 
数 的 。 我 们 以 面积 和 积分 的 一 般 宏 使 作 出 发 点 , 在 此 基础 上 
建立 像 (1) 这 样 的 一 些 定义 ， 然 后 推导 出 所 定义 的 对 象 的 性 
质 ,只 是 在 最 后 , 才 得 到 用 以 数值 计算 的 明显 表达 式 , 这 是 现 
代 很 典型 的 研究 方法 ， 

Inx 的 第 一 个 重要 性 质 ， 是 $ 5 的 基本 定理 的 直接 推论 . 
由 这 个 定理 得 到 等 式 


F'(z) 一 二 . C2) 


由 (2) 可 见 导数 总 是 正 的 , 于 是 肯定 了 这 样 的 事实 , 当 * 按 弟 
增 方向 变化 时 函数 lax 是 单调 递增 的 。 
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对 数 的 主要 性 质 , 可 由 公式 
Ina + lnb = ln(ab) (3) 
表示 .这 个 公式 在 对 数 实际 应 用 于 数值 计算 时 的 重要 性 , 是 
众所周知 的 .直观 上 ,把 3 个 量 Ina,1n5 和 In(ab) 看 作 三 个 
面积 ,就 可 以 得 到 公式 (3). 但 是 我 们 宁愿 用 典型 的 微 积分 的 
推理 方法 来 得 到 它 ， 与 函数 PCz) ~ lax 一起, 我 们 考察 第 
二 个 函数 


K(x) 一 ln(ax) = lInw = F(w), 
其 中 ww 二 f(x) 一 ax, 4 为 任 一 正 的 常数 ,运用 $3 的 法 则 (e)， 
微分 K(x):; K(x) 一 F(w) 了 (lx). 由 (2), 且 因为 f(x) = a， 
得 . 
a a 1 


0 


“ax 
因而 K(x) 与 F(x) 有 相同 的 导数 .根据 第 571 页 ,我 们 有 
ln(ax) = K(x) = F(x) + C,. 
其 中 C 是 与 * 的 特定 值 无 关 的 常数 . 只 要 把 特定 的 数 1 代 人 
x ,就 可 以 确定 常数 C. 由 定义 (1) 可 知 
F(D) 一 Inl 一 0， 
这 是 由 于 所 定义 的 积分 ,在 x 一 工时 上 下限 相等 ， 因 而 有 
KkK(1)= ln(a:1)= lna = Inl 士 C 一 (C， 
由 此 得 C = jna, 所 以 对 任何 *,， 有 公式 
ln(ax) 一 lne 十 lnx。 (3a) 
令 * 二 8, 便 得 到 我 们 所 希望 的 公式 (3). 
特别 (对 于 a 一 x),， 现 在 可 依次 得 到 
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ln(z2) 一 2lnx， 
ln(za) 一 3linx， 


ln(x?) = nlnx. (4) 
等 式 (4) 说 明 当 * 的 值 递增 时 , lnx 的 值 趋 于 无 穷 ， 因 为 对 数 
是 单调 递增 函数 ,我 们 有 ,例如 ， 
| ln(2") = nln2, 
当 趋 于 无 穷 时 , 它 也 趋 于 无 穷 。 我 们 进而 有 


0= lnl > n(x 。 i) 一 lnx 十 In 一 ， 
由 此 
一 一 一 jnx。 (5) 
最 后 ,对 于 任何 有 理 数 + 一 二， 有 
lnx’ = rlnx, (6) 


因为 , 令 x’ 一 u, 我们 有 


了 12 
mn 
nlnu= lnu*= lnx» = lnx”= milnx, 


由 此 
Inx? ~ TInz, 
因为 Inx 是 * 的 单调 连续 水 数 , 当 x 一 工时 值 为 0, 并且 


* 增 大 时 趋 于 无 穷 , 这 样 必然 存在 一 个 大 于 1 的 数 , 当 * 取 此 
值 时 lnx 一 1。 
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z=Eb(y) 


0 y 
277 图 278 


按照 欧 拉 的 作法 ,我 们 称 这 个 数 为 。( 以 后 将 看 到 与 第 383 页 
的 定义 等 价 ). 这 样 ,。 由 方程 

lne 一 1 (7) 
定义 ， 我 们 根据 。 必然 存在 这 一 内 在 性 质 引进 了 数 <。 下 面 
我 们 即将 作 进一步 的 分 析 ， 以 便 得 到 以 任意 精确 程度 趋 于 数 
2 的 明显 公式 ， 


2 指数 通 数 


扼要 地 叙述 一 下 我 们 前 面 的 结果 , 我 们 看 到 函数 
F(x) 一 Inx 当 * 二 1 时 值 为 0, 并 且 单 调 递 增 趋 于 无 穷 , 而 其 


斜率 二 则 是 递减 的 ,对 于 小 于 1 的 正 值 +, nz 由 In 二 的 负 什 
给 定 ,所 以 当 * 一 0 时 , Inx 变 为 负 无 穷 . 
由 于 y lax 的 单调 性 ,我 们 可 以 考虑 反 函数 
+ = E(y), 
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通常 按照 的 方式 , 它 的 图 象 (图 278) 是 由 y 一 Inx 的 图 象 (图 
277) 得 到 的 ,并 且 对 介 于 一 oo 和 十 co 之 间 的 一 切 y 值 都 有 定 
义 , 当 ?》 一 一 co 时 , 了 (y) 的 值 趋 于 0, 当 》 一 十 co 时 ,E(y) 
趋 于 十 co. 
这 个 瑟 函 数 , 有 如 下 的 基本 性 质 对 任意 的 一 对 数 a,b 
.有 
E(a)E(b) = E(a + 5b). (8) 
这 个 法 则 仅仅 是 对 数 法 则 (3) 的 另 一 形式 。 因为 如 果 我 们 
令 
E(O) = x, El(a)=z (BW 5 = Inx, a = lnz), 
我 们 有 
Inxz 一 ljnx 十 nz 一 0 十 a， 
所 以 
E(b + a) = 7x2 = E(B). E(a), 
这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
因为 由 定义 ne = 1, 我 们 有 
E(1) 一 。， 
并 且 由 (8) 可 知 e? 一 E(1). E(1) 一 BE(2), 等 等 . 一 般 说 来 ， 
对 任意 整数 ”有 
E(n) = e". 
同 理 


所 以 
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因此 , 令 
Pe 
3 
gq 
对 于 任意 有 理 数 +, 我 们 有 
E(r)= er 


可 见 对 于 任意 实数 y, 令 ce’ 一 E(y), 以 此 规定 数 。 的 无 理 数 
宪 的 运算 是 适宜 的 ,因为 E 函数 对 于 y 的 所 有 值 是 连续 的 ,并 
且 当 ? 为 有 理 数 时 ， 它 和 e? 的 值 是 一 致 的 .. 五 函数 (通常 叫 
做 指数 函数 ) 的 基本 法 则 (8) 现 在 可 以 表示 为 等 式 
ec2 一 cat5 (9) 
而 且 它 对 任意 有 理 数 或 无 理 数 * 和 “都 是 成 立 的 . 
在 所 有 这 些 讨 论 中 ， 对 数 函数 和 指数 函数 都 是 以 数 。 为 
“ 底 ”, 即 。 是 对 数 的 “自然 底 ”. 由 底数 。 到 任意 正 数 的 变换 
是 容易 作出 的 .我 们 首先 考虑 (自然 ) 对 数 


2& 一 lnz， 


EC。 


则 
Pe 
现在 我 们 用 复合 表达 式 
g 一 好 一 ex 一 czls (10) 
来 定义 a*。 例 如 
10* 一 ex， 
我 们 称 a* 的 反 函 数 为 以 “ 为 底 的 对 数 , 并 且 我 们 立即 看 到 = 
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的 自然 对 数 是 a 的 自然 对 数 的 * 倍 ; 换 句 话说 ,以 < 为 底 的 之 
的 对 数 可 由 z 的 自然 对 数 除 以 定数 的 自然 对 数 而 得 到 ， 对 
于 4 一 10, 这 个 固定 的 自然 对 数 为 ( 取 四 位 有 效 数字 ) 

In10 一 2.303, 


3. Er, at, Xs 的 微分 公式 


因为 已 经 定义 了 指数 函数 ECy) 为 y 一 nx 的 反 函 数 , 由 
反 少数 的 微分 法 则 ($3) 得 


一 x 一 瑟 (7)， 
dx 区 
即 
五 (y) = EQ). ~ (11) 
自然 指数 函数 与 它 的 导数 恒 等 . 


这 实际 上 是 指数 函数 所 有 性 质 的 来 源 ， 并 且 是 它 在 应 用 
上 之 所 以 重要 的 基本 原因 ， 这 一 点 在 下 几 节 中 将 表现 得 较为 


明显 ,利用 第 二 节 引 入 的 记号 ,我 们 可 以 把 (11) 写 成 


dx = cx . 8 
e (11a) 
比较 一 般 地 是 微分 复合 函数 
f(x) 一 e™, 


由 $ 3 的 法 则 我 们 得 到 
PY we of 


。585 。 


因此 ,对 于 a 一 laa, 我 们 可 知 函 数 
jx) 一 
f(x) = arlog za。 


现在 ,对 于 任意 实 指数 s 和 正 变量 *, 我们 令 


入 一 crlogz， 
用 它 来 定义 函数 
f(x) = x’, 
再 对 f(x) 一 e*, x 一 lnx 应 用 复合 函数 微分 法 则 , 求 得 
1 


f (x) 一 re 。 SX 


因此 
f(x) = sx 


这 同 以 前 :为 有 理 数 时 的 结果 是 一 致 的 . 


4. 用 极限 表示 ce，e* 和 lnx 的 表达 式 


我 们 将 利用 指数 和 对 数 的 微分 公式 来 求 这 些 函 数 的 明显 
表达 式 ， 因 为 函数 nx 的 导数 是 二 , 由 导数 的 定义 我 们 得 到 


关系 式 


工 一 Timlog 和 一 logx 当 2 ->x 时 。 
x Xi 


如 果 我 们 令 一 x 十 4, 并 且 令 历经 序列 
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二 
2 3 4 3 $ 


而 趋 于 零 , 那 么 应 用 对 数 的 法 则 ,得 到 


log € 十 +t)- logx xz 十 二 
1 


n 1 Lj 
一 2 log —~ = log [0 十 二) | 


> 一 。 
“x 


i 
n 


令 z 一 二 ， 并 且 再 一 次 利用 对 数 的 法 则 ， 得 到 


z= lim log | + 三 ) | 当 ” 一 co 时 ， 
利用 指数 函数 , 则 当 ”一 co 时 
co Q + 三 ) (12) 


这 就 是 用 简单 极限 定义 指数 函数 的 著名 公式 ， 特 别 , 当 = 一 1 
时 ,我 们 有 


pe im 人 1 + 二) ， (13) 
并 且 当 > = 一 一 1 时 
二 ~ ml 一 上 二 】 . (13a) 


由 这 些 式 子 立即 导致 无 穷 级 数 形 式 的 展 式 . 由 二 项 式 定 
理 我 们 求 得 
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nn a 2 
(+ 三 | 一 1 站 ARC2 一 1 写 
3 好 21 -12 


有 __ 3 有 
二 全 
! 7 


在 完成 当 ”~ co 取 极限 的 过 程 中 ,以 上 每 一 项 中 的 二 都 可 


以 用 0 代 换 ， 这 一 点 可 以 使 人 信服 并 且 也 不 难 证 明 它 是 完全 
合理 的 (细节 从 略 )， 这 就 得 到 了 著名 的 。* 的 无 穷 级 数 展 式 


2 3 
ez 一 1 十 二 上 十 三 十 过 十.….， (14) 
; l! 2!1 3! 


作为 特例 ,。 的 级 数 为 
1 ,1 1 


人 
l1 2!1 3! 4! 


这 证 明 是 与 383 页 所 定义 的 数 完全 相同 . 当 x = 一 1 时 ,我 
们 得 到 级 数 
.588 。 


ES EE 
e 21 


这 个 级 数 只 需 很 少 几 项 就 能 给 出 一 个 极 好 的 近似 值 ， 而 如 果 
级 数 从 第 > 项 截断 后 所 产生 的 总 误差 是 小 于 第 (w 十 1) 项 的 
数值 的 . 
利用 指数 函数 的 微分 公式 我 们 可 以 得 到 一 个 有 趣 的 对 数 
的 表达 式 ， 当 4 趋 于 0 时 我 们 有 
1 


A A ,0 
Dn 
有 及 


因为 这 个 极限 是 * 在 y 一 0 处 的 导数 值 ， 并 且 等 于 o" 一 1， 
”在 这 个 式 子 中 , 我 们 用 三 代替 ,其 中 > 是 一 个 任意 的 数 而 
+ 取 遍 正 整 数 序列 ,于 是 得 到 
ge 
n 
2 


= 


或 
z(Ve 一 1) 一 z， 
令 z 一 lnx 或 cr 一 x, 因 为 当 z 一 0 时， 


Vx—>1, 
我 们 最 后 得 到 当 ” 一 co 时 
lnx 一 limn( /x — 1). (15) 


这 个 式 子 把 对 数 表示 成 两 个 因子 的 乘积 的 极限 ， 其 中 一 个 因 
子 趋 于 0, 而 另 一 个 趋 于 无 穷 . 
习题 : 现在 我 们 已 掌握 了 一 大 类 函数 ， 其 中 包括 指数 函数 和 
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对 数 函 数 , 并 且 应 用 的 途径 也 增多 了 , 
微分 : 1) x(lax— 1), 2) Ia(ln x), 3) lIa(x 十 Vi + zx) 4) 
n(x+ V1 一 万),5)e*, 6)e (是 co 和 zx 一 ex 的 复合 函数 )，7 ) z 


x 


《提示 : xx = cxlm*)，8) lntgx. 9)lnsinx; Incosxy。 10) i 


求 11) xe*，12) wre*，13) xc 的 极 大 和 极 小 。 
*14) 求 曲线 ”= zc- 当 a 变动 时 的 极 大 点 的 轨迹 . 
15) 证 明 ~” 的 所 有 逐 阶 导数 , 其 形式 都 是 。* 和 x* 的 多 项 
式 的 乘积 . 
一 = 
*16) 证 明 。 ”的 = 阶 导 数 , 其 形式 是 二 过 和 一 个 za 一 2 次 
多 项 式 的 乘积 . 
*17) 对 数 微分 法 ， 利 用 对 数 的 基本 性 质 , 有 时 能 以 简单 的 方 
式 来 求 乘积 的 微分 。 对 形 如 
P(x) 一 万 (z)j(z)… 加 (xz) 


的 乘积 ,我 们 有 
DinP(z)) = D(lafi(z)) + D(laF(z)) + 十 D(lnji(z))， 
从 而 由 复合 函数 微分 法 则 ,有 

PKz) Hz) Ne) ,f(x) 

Br) Fe) pe) ey) 
利用 这 个 公式 微分 


a) x(x + 1) (x 2)(x+ 2), 5) ze 


5. 对 数 的 无 穷 级 数 展开 式 ”数值 计算 


(15) 式 并 不 能 作为 对 数 的 数值 计算 的 基础 。 对 数 函 数 有 
一 个 更 适 于 数值 计算 的 完全 不 同 的 且 更 为 有 用 的 表达 式 ， 而 
且 这 个 表达 式 在 理论 上 也 极为 重要 . 我 们 将 利用 575 页 求 * 
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的 方法 以 及 按照 公式 (1) 给 出 的 对 数 定义 来 求 这 个 式 子 . 需 

要 先 作 一 个 简单 的 准备 .我 们 不 直接 讨论 Inx, 而 是 考虑 
y= lIn(l + *), 

这 是 由 通 数 y 一 jnz 和 zy 一 1 十 x 组 成 的 复合 函数 . 我 们 有 


Yd 1 1 
dx dz dx 2 


> 


1+x 


因而 ln(1 + *) 是 二 二 的 原 函 数 ,并 且 根 据 基本 定理 ,可 


知 -一 一 由 0 到 * 的 积分 等 于 


1+w 
ln(1 十 xz) 一 ln1 一 ln 人 (1 十 zx)， 
用 符号 可 表示 为 
ye 人 于 二 du (16) 


(当然 ,这 个 公式 也 可 由 把 对 数 看 作 是 面积 的 几何 解释 中 直观 
地 得 到 ,与 536 页 作 比 较 .) 
在 公式 (16) 中 ,对 于 (1 十 xz) , 像 577 页 中 一 样 ,我 们 可 
把 它 展 为 几何 级 数 ， 
1 


一 1 一 Ww 十 让 一 夏 十 十 (一 1)" ww! 


1 二 + 
二 (I | 
注意 ,这 里 不 是 无 穷 级 数 ,而 是 带 有 余 项 为 
I 
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的 有 限 级 数 ， 把 这 个 级 数 代 人 《16), 我 们 可 以 利用 有 限 项 和 


的 逐 项 积分 法 则 ， 因 为 w 由 0 到 * 的 积分 是 -一 ,所 以 我 
们 立即 得 到 
(18) in(1 十 ) 一 + 一 冯 十 世 一 芋 寺 … 

十 (一 1 二 十 7 
其 中 余 项 由 


1 
T, = (— 1) | 


给 出 ， 现 在 我 们 将 看 到 ， 只 要 * 选 为 大 于 一 1 但 不 超过 十 1 
的 数 , 换 名 话说 ,一 1 二 x 过 1, 这 里 x 一 十 1 包括 在 内 而 
zx 一 一 1 未 包括 ,那么 T* 当 ?” 递增 时 趋 于 零 ， 根 据 我 们 的 假 
定 ， 在 积分 区 间 内 ，z* 大 于 某 一 数 一 a, 这 个 数 可 以 任意 接近 
一 1, 但 至 少 要 大 于 一 1, 使 得 0 二 1 一 «二 1 十 x。 因 此 在 0 
到 z* 的 区 间 中 有 


u” |z|” 
1+u| 1 一 o? 
于 是 
Ee > 
工 一 上 | Jo 
或 
妈 十 
1 [zx| ”一 1 1 


17,| 二 ee 全 
1 一 & 和 7 十 工 1 一 & 22. 十 工 
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因为 1 一 a 是 固定 的 ,可 见 当 * 递增 时 上 面 右 式 趋 于 0, 从 而 
出 


2 
In(1 + 一 | 一 二 十 二 一 …， 
(1 +x)— 1 Se 


< 去 - 
1 一 2 十 工 


十 (一 1)* | 


得 到 在 一 1 二 x 二 1 上 成 立 的 无 穷 级 数 


2 3 4 
ln(1 十 xz) 一 * 一 二 十 二 一 二 十 …， 18 
《 ) ， (18) 


特别 ,如 果 取 x* = 1 我 们 得 到 一 个 有 趣 的 结果 
i ,1li_1l1... 
a ee (19) 


这 个 式 子 与 地 的 级 数 在 结构 上 相似 ， 


公式 (18) 对 于 计算 对 数 的 数值 没有 多 大 的 实际 意义 ， 因 
为 它 的 范围 , 即 1 + * 仅 在 0 与 2 之 间 , 它 的 收敛 又 是 如 此 之 
慢 ,以 至 要 获得 一 个 适当 的 精确 程度 的 结果 必须 包含 很 多 项 。 
一 个 更 为 便利 的 表达 式 可 以 由 下 面 的 方法 得 到 . 在 (18) 中 ， 
用 一 * 代 替 *, 则 


4 
WO (20) 


从 (18) 中 减 去 (20) 并 且 利 用 


lIna— ln6 = Ina 十 In(+) 一 mn 人 <) 


的 关系 ,我 们 得 到 
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1 1 十 x* 
一 一 一 


5 
1 一 2 (= 十 三 十 研 士 :| (21) 


5 
这 个 级 数 不 仅 收 全 得 快 得 多 ， 而 且 现 在 左 端 可 表示 为 一 个 正 
数 > 的 对 数 , 因为 工 二 过 一 z 总 有 一 个 在 一 1 与 十 1 间 的 角 


*. 例 如 ,我 们 要 计算 In3 的 值 , 可 令 z* 一 二， 则 


居 _2 1 我 们 求 1 
只 取 前 六 项 , 取 到 -2 ~ 77257， 我 们 求 得 


ln3 ~ 1.0986， 
它 精确 到 5 位 数 . 


8387 第 分 方程 


1. 定 义 


指数 函数 和 三 角 函 数 在 数学 分 析 及 其 在 物理 问题 的 应 用 
中 所 以 能 起 着 重要 的 作用 ， 是 因为 这 些 函数 能 解决 最 简单 的 
“微分 方程 ”的 问题 . 

一 个 关于 未 知 函 数 x 一 f(x) 及 其 导数 w 一 了 (x)( 只 要 
和 它 对 于 * 的 依赖 关系 即 函数 j(x), 没有 必要 特别 加 以 区 分 
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时 ,记号 w 就 是 (x) 很 方便 的 略 写 法 ) 的 微分 方程 是 一 个 仿 
有 xs w ,并 且 可 能 还 含有 自 变 量 * 的 方程 ,例如 
u = ut sin(xu) 
或 
u’ 二 3u 一 和 
更 一 般 地 ,一 个 微分 方程 可 以 含有 二 阶 导 数 wu ”一 了 (x) 或 更 
高 阶 的 导数 ,如 
u” + 24 — 3u = 0, 
无 论 是 哪 种 情况 ,问题 都 是 求 满足 给 定 方程 的 函数 x = f(*).。 
因为 求 给 定 函 数 g(x) 的 原 函 数 相 当 于 解 简单 的 微分 方程 
«= g(x), 


例如 ,微分 方程 


Wu 一 和 


的 解 是 函数 “一 三 + C， 其 中 C 是 任意 常数 ， 就 这 意义 上 


说 , 解 微 分 方程 是 积分 问题 的 一 个 广义 的 推广 。 


2 指数 函数 的 微分 方程 ”放射 性 元 素 的 晓 变 
增长 率 ” 复 利 


微分 方程 
u = (1) 
有 一 个 解 是 指数 函数 x 一 。*， 因 为 指数 函数 的 导数 是 它 自 
身 . 更 一 般 地 ,函数 x 一 ce*(c 是 任 一 常数 ) 是 (1) 的 解 .类 
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似 地 ,函数 


8 一 Ce 名 (2) 
《c, 丰 为 任意 两 个 常数 ) 是 微分 方程 
# = ku (3) 


的 一 个 解 ， 

有 反之, 任何 满足 方程 (3) 的 函数 zx 一 f(%) 必 是 “et 的 形 
式 。 因 为 如 果 x 一 4A(x) 是 zx == f(x) 的 反 函 数 ， 那 么 根据 反 
函数 求 导 靶 则 有 


但 R# 是 工 的 一 个 原 函 数 ,所 以 
[4 Ru 


to) 


其 中 是 其 个 常数 ， 因 此 
lnu = kx — 6bR, 
即 
US= ett. eet 
令 (这 是 一 个 常数 ) 等 于 c, 则 
u = cek**, 
此 即 所 证 . 
微分 方程 (3) 的 重大 意义 在 于 它 刻 划 了 下 述 类 型 的 物理 
过 程 ,在 这 类 物理 过 程 中 , 某 种 物质 的 量 w 是 时 间 + 的 函数 
8 一 10), 
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并 且 量 4 在 每 一 瞬时 的 变化 率 与 该 瞬时 的 * 的 数值 成 比例 。 
在 这 种 情况 下 ,在 瞬时 : 的 变化 率 
a = f 0) = lim 人 三 各 


等 于 ku, 其 中 是 常数 ;如 果 x 递增 , 则 外 为 正 ,如 果 x 递减 ， 
则 为 负 , 无 论 是 哪 种 情况 , * 都 满足 微分 方程 (3), 因 此 


uC— ‘et, 
如 果 我 们 知道 了 +: 二 0 时 的 量 mw， 那么 常数 C 就 被 确定 了 。 
令 : 一 0, 就 必然 得 到 了 这 个 量 
w= Ce =C, 
所 以 
U 一 Uoe!, (4) 


注意 ,我 们 是 由 已 知 * 的 变化 率 开始 ,然后 导出 了 规律 (4), 它 
给 出 * 在 任意 时 刻 : 的 实际 的 量 ， 这 恰好 是 求 函数 的 导数 的 
逆 问 题 ， 

放射 性 赔 变 是 一 个 典型 的 例子 , 设 x 一 1(#) 是 某 放 射 性 
物质 在 上 时 的 量 : 假设 该 物质 的 每 一 质点 在 给 定时 刻 都 以 一 
定 的 概率 晓 变 ,并 且 别 的 这 种 质点 的 状况 并 不 影响 这 个 概率 ， 


图 279 ”指数 衰变 w = woe*， A<0 
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那 末 晓 变 中 的 x 在 给 定时 刻 的 变化 率 与 * 成 比例 ， 即 与 该 时 
刻 的 总 量 成 比例 ， 因 此 * 满足 (3), 其 中 是 负 常 数 ,这 个 
反映 了 衰变 过 程 的 速度 的 大 小 ,因此 

U 一 Uoek!’, 
由 些 可知，x 在 两 个 相等 的 时 间 间 隔 内 晓 变 掉 的 量 的 比值 是 
相同 的 , 因为 如 果 w 是 在 4 时 的 量 , 而 所 是 随后 某 个 时 刻 握 
时 的 量 , 那 末 


ke 
a eR) 
Ul te 多 


它 只 依赖 于 # 一 4， 车 要 求 一 定量 的 物质 在 衰变 得 只 剩 原 来 
的 一 半 所 需 的 时 间 , 我 们 只 须 求 这 样 的 :一 4 一 ,使 得 


U2 一 1 me er, 
U1 2 
由 此 我 们 得 到 
一 了 二 rm 一 2 (5) 


对 于 任何 放射 性 物质 , * 的 值 都 称 为 半衰期 ,并 且 5 或 类 似 的 
什 (如 使 血 一 2 的 ") 可 以 由 实验 确定 ， 对 于 镭 , 半衰期 


大 约 是 1550 年 , 且 


ln 工 


玉 一 5 一 一 0.0000447。 
由 此 知 , x 一 toe 一 0.0000447: 。 
复 利 问题 可 作为 增长 规律 近似 于 指数 的 一 个 例子 ， 已 知 
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货币 的 数量 为 m 元 ,年 利息 是 3%。. 一 年 后 的 货币 量 将 是 

ui =— uoll + 0.03), 
两 年 后 它 将 是 

ui = ull + 0.03) = ull + 0.03), 

t 年 后 将 是 

us 一 to(1 + 0.03)’, (6) 
现在 如 果 利 息 不 是 以 年 为 复 算 间 隔 ， 而 是 以 月 或 一 年 的 几 分 
之 一 为 复 算 间隔 的 话 , 那 么 :年 后 的 货币 量 将 是 


“+ -+ 呈 作 
如 果 7 取得 很 大 ,使 利息 以 每 天 甚至 每 小 时 复 算 , 则 当 ” 趋 于 
无 穷 时 ， 根 据 $6， 方 括 弧 中 的 量 趋 于 e**， 而 : 年 后 的 景 将 
是 
Woe ®t!, (7) 
这 相当 于 复 利 的 连续 过 程 。 我们 也 可 以 计算 出 按 3% 的 复 利 
达到 原来 资本 的 2 倍 所 需 的 时 间 * .我们 有 


Hoc 


一 2， 即 ， ~ ln2 = 23.10, 


这 样 大 约 在 23 年 后 货币 可 增长 为 原来 的 2 倍 . 
我 们 可 以 用 一 个 简单 的 方法 来 导出 公式 (7), 而 不 必 像 上 
述 那 样 一 步 步 的 推导 然后 再 取 极 限 ， 我 们 说 资本 的 增长 率 
是 与 x 成 正比 的 ,比例 因子 二 0.03 , 即 
u 一 hu， 其 中 一 0.3。 
于 是 由 一 般 的 结果 (4) 中 可 得 出 公式 (7)。 
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3. 其 它 例题 ” 简 谐 振动 


指数 函数 还 经 常 出 现在 更 为 复杂 的 情形 中 ， 例 如 函数 
uo— et (8) 
《其 中 & 是 大 于 零 的 常数 ) 是 微分 方程 
u’ 一 —2kxu 
的 一 个 解 ， 通 数 (8) 在 概率 和 统计 中 有 着 根本 的 重要 性 , 因为 
它 确定 了 “ 正 态 ”分 布 密 度 ， 
三 角 函 数 w 一 cost,，v 一 sinz 也 满足 很 简单 的 微分 方 
程 ， 首 先 我 们 有 
Wu 二 一 sint= ~—yv, 
2 一 cost 一 u. 
这 是 “两 个 未 知 函数 两 个 方程 的 微分 方程 组 ”, 它 再 微分 ,得 
zi 一 一 Jy 二 一 4， 


这 就 表明 两 个 时 间 变 量 + 的 函数 ”和 ” 可 认为 是 同一 个 微分 
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方程 
十 z 一 0 (9) 
的 解 ， 上 述 方程 是 一 个 很 简单 的 “二 阶 ” 微分 方程 , 即 它 是 包 
含 x 的 二 阶 导数 的 方程 。 这 个 方程 及 其 带 有 一 个 正 数 马 的 
一 般 情 形 
zs 二 z=0 (10) 
(z 一 coskt 和 x 一 sin kt 是 它 的 解 ) 是 在 研究 振动 问题 中 出 
现 的 。 这 就 是 为 什么 振动 曲线 “一 sin kt 和 w ~ cos 必 (图 


图 281 阻尼 振动 
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280) 成 为 振动 力学 的 根基 的 原因 ， 应 当 指 出 ,微分 方程 (10) 
表示 的 是 没有 摩擦 力 和 阻力 的 理想 情形 。 在 振动 力学 的 微分 
方程 中 ,阻力 可 以 由 另 一 项 >g 表示 

z +rz + kz = 人 0, (11) 
而 现在 的 解 是 “阻尼 ”振动 ,数学 上 用 公式 


rt rt FN 
3 . 2 
€ 2coswif, ¢ 2sinwi; w= /k 一 (三 9 


表示 , 还 可 以 用 图 281 来 图 示 ( 作 为 一 个 练习 , 读者 可 以 通过 
微分 来 验证 这 些 解 )， 这 里 的 振动 和 纯正 弦 以 及 纯 余 弦 是 间 
样 类 型 的 ,但 它们 的 强度 由 于 乘 一 个 指数 因子 而 下 降 ,而 这 个 
指数 因子 又 按照 摩擦 系数 + 的 大 小 而 或 快 或 慢 地 减少 


4. 牛顿 动力 学 定律 


虽然 关于 这 些 事实 更 为 详细 的 分 析 已 经 超出 本 书 的 范 
国 ， 我 们 仍 希 望 把 它们 放 在 牛顿 用 以 革新 力学 和 物理 的 一 般 
基本 概念 上 来 考察 。 考虑 了 一 个 质量 为 mw， 空间 坐标 为 z 
的 函数 x(z), y(z), z(z) 的 质点 的 运动 , 这 样 加 速度 的 分 量 是 
二 阶 导 数 , x (四 , y (四 , z”( 力 ， 牛 顿 所 作 的 最 重要 的 一 步 是 
把 mx”, my”, mz” 看 成 是 作用 在 质点 上 的 力 的 分 量 ， 乍 看 起 
来 ,这 可 能 只 是 物理 学 上 的 “ 力 ” 的 这 个 词 的 形式 定义 ,牛顿 的 
伟大 功绩 就 是 按照 自然 界 的 实际 现象 建立 了 这 个 定义 ， 因 为 
自然 界 通常 提 到 的 那些 力 的 力 场 我 们 预先 知道 ， 而 关于 我 们 
要 研究 的 质点 运动 却 什 么 都 不 知道 ,牛顿 在 动力 学 上 的 伟大 


« 602« 


成 就 , 即 对 开 普 勒 天 体 运动 的 证 实 ,清楚 地 表明 他 的 数学 概念 
与 自然 界 是 和 谐 的 ， 生 上 顿 首先 假定 重力 吸引 力 是 与 距离 的 平 
方 成 反比 例 。 如 果 我 们 把 太阳 放 在 坐标 系 的 原点 , 那 末 若 已 
知行 星 的 坐标 为 x, y, z, 则 力 在 x, y, z 方向 上 的 分 量 分 别 
等 于 


x y 3 
一 不 一， 一 下 一 ， 一 不 一 
3 a Ks 


其 中 不 是 不 依赖 于 时 间 的 引力 常数 ,而 
r 一 Vr 十 六 十 训 

是 从 太阳 到 行星 的 距离 。 这 些 表达 式 决定 了 局 部 力 场 , 而 与 

此 力 场 内 质点 的 运动 无 关 . 现在 这 个 力 场 的 知识 是 和 牛顿 一 

般 动力 学 定律 〈 即 他 借助 运动 表示 力 的 表达 式 ) 结合 在 一 起 

的 ; 令 两 个 不 同 的 表达 式 相等 , 便 得 到 如 下 方程: 


及 一 Ax 
(x? 站 y a 2302 


mx 


i (zx 十 y 2 


oo —Rz 

( 妇 十 刀 十 2 
这 是 含有 三 个 未 知 函 数 x(z)，y(z), zz), 包括 三 个 方程 的 微 
分 方程 组 。 这 个 方程 组 可 以 求解 , 其 结果 与 开 普 勒 的 实际 观 
察 是 一 致 的 ， 它 表明 : 行星 轨道 是 以 太阳 为 一 焦点 的 圆锥 曲 
线 ， 连 接 太阳 与 行星 的 直线 在 相等 时 间 间 隔 内 扫 过 的 面积 是 
相等 的 ， 并 且 两 个 行星 旋转 一 周 的 局 期 的 平方 与 它们 到 太阳 
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m2 


的 距离 的 立方 成 比例 ， 我 们 略 去 证 明 . 

振动 问题 给 生 申 的 方法 提供 了 一 个 更 为 初等 的 解释 。 假 
定 有 一 个 质点 沿 着 一 条 直线 ( 设 为 * 轴 ) 运 动 ， 用 一 个 弹性 力 
(例如 弹 竹 或 橡皮 筋 ) 使 质点 确定 在 原点 .如 果 质 点 从 原点 这 
个 平衡 位 置 运动 到 坐标 为 * 的 位 置 ， 那 未 这 个 力 将 把 它 拉 回 
来 ,这 个 力 的 大 小 假定 与 延伸 距离 * 成 比例 ;因为 力 的 方向 是 
指向 原点 的 , 它 可 以 用 一 Rx 表示 ,其 中 一 已 是 一 个 负 的 比例 
因子 , 它 表示 弹簧 或 称 皮 筋 的 强度 。 再 则 我 们 假定 有 一 个 摩 
擦 力 阻碍 着 运动 ， 这 个 摩擦 力 与 质点 的 速度 z 成 比例 , 比例 
因子 为 一 +。 那么 在 任意 瞬间 的 合力 由 一 x 一 rx 给 出 , 按 
照 牛顿 的 一 般 原 理 ,我 们 有 

mx 一 一 Rx 一 rx 或 
mx + rx + kxr= 0. 

这 恰好 是 上 面 提 到 的 阻尼 振动 的 微分 方程 (11). 

这 些 简单 的 例子 是 很 重要 的 。 因 为 振动 力学 和 电学 的 很 
多 问题 在 数学 上 恰好 都 能 用 这 个 微分 方程 描述 .这 里 我 们 得 
到 了 一 个 典型 的 例子 ， 即 很 多 表面 上 极 不 相同 并 互 不 联系 的 
各 别 现象 可 以 统一 用 一 个 抽象 的 数学 式 子 来 表示 。 从 一 个 给 
定 现象 的 特殊 性 质 中 抽象 出 一 个 适合 整个 这 类 现象 的 一 般 公 
式 ,这 种 抽象 是 用 数学 来 处 理 物理 问题 的 一 个 特点 
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第 八 章 补充 
$1 原理 方面 的 内 容 
1. 可 微 性 


我 们 已 经 把 函数 的 导数 概念 与 函数 图 象 的 切线 这 样 的 直 
观 观念 结合 起 来 了 由 于 函数 的 一 般 概 念 十 分 宽广 , 所 以 为 
了 逻辑 上 的 完整 性 , 有 必要 摆脱 对 几何 直观 的 依赖 . 因为 我 
们 并 不 能 担保 在 研究 圆 或 酉 圆 这 些 简 单 曲 线 时 出 现 的 那些 熟 
知 的 直观 事实 对 于 较 复杂 的 图 形 也 必然 存在 。 例如 , 考虑 图 
282 的 函数 , 这 个 函数 的 图 象 有 一 棱角 ,该 函数 是 由 方程 

一 zx 十 |z| 

定义 的 ,其 中 |x| 是 * 的 绝对 值 , 即 


9 
和 y 
人 El 4 ， 
0 0 0 乞 


图 282 yy 一 + 十 jz 图 283 y 王 jz| 图 284. yy 一 > 十 jz| 
中 (人 一 1 二 lz 一 1。 
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一 *x 十 zz 一 2x 当 x 宇 0， 
y=x—x=0 当 x 二 0。 
另 一 个 这 样 的 例子 是 函数 y 一 |z*| ,再 一 个 是 
y 一 x 十 |x| 十 (x 一 1) 十 lx 一 11l. 
这 些 函 数 的 图 象 在 某 些 点 没有 确定 的 切线 或 方向 ; 这 就 意味 
着 这 些 函 数 在 相应 的 那些 * 值 上 不 存在 导数 . 
习题 : 1) 作 一 函数 f(x*), 使 它 的 图 象 为 正六 边 形 的 一 半 
2) 函数 | 
1(*) 一 (z 十 1z|) 十 土 人 (< 一 上 ) + 


1 1 1 
+ 二 人 :一 二 )+ “一 了 
的 图 象 的 楼 角 在 什么 地 方 ? 户 (z) 的 不 连续 点 是 怎样 
的 ， 
作为 另 一 个 不 可 微 的 简单 例子 ， 我 们 考虑 函数 


一 fx) 一 zsin 一 ， 


nd 
图 285 站 二 
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这 是 函数 sin 二 ( 见 362 页 ) 乘 以 因子 * 而 得 到 的 ;我 们 定义 当 


x 一 0 时 f(x) 为 0。 这 个 函数 在 * 为 正 值 时 的 图 象 见 图 285， 
. 它 是 处 处 连续 的 .图 象 在 * == 0 的 邻 域 是 无 限 振荡 的 ， 当 趋 
近 于 * 二 0 时 ,这 些 “ 波 ” 变 得 很 小 ， 这 些 波 的 斜率 由 


f(x) = dn 一 二 cos 于 
x x x 


给 出 (读者 可 作为 练习 来 验证 一 下 ); 当 * 趋 于 0 时 ,这 个 斜率 
在 无 限 递 增 的 正 、 负 界 之 闻 振 动 。 对 于 * 一 0, 我 们 可 以 按 差 
商 


a 
fC0 + 有) 一 10) h ,1 
i 
当 四 一 0 时 的 极限 来 具体 地 求 导数 ,但 当 4 一 0 时 ,这 个 差 商 
在 一 1 和 十 1 之 间 振 动 , 且 不 趋 于 任何 极限 ,因此 函数 在 * 一 0 
处 是 不 可 微 的 ， 
这 些 例子 指出 了 这 种 问题 的 固有 困难 . 维尔 斯 特 拉 斯 引 
人 注目 地 指明 了 这 一 点 ， 他 构造 了 一 个 其 图 象 处 处 没有 切线 
的 连续 函数 。 显然 可 微 性 可 以 推导 出 连续 性 , 而 上 述 的 这 个 
例子 说 明 连 续 性 不 能 推出 可 微 性 ， 因为 维尔 斯 特 拉 斯 函数 是 
连续 的 但 处 处 不 可 微 。 在 实际 问题 中 , 这 样 的 问题 是 不 会 产 
生 的 . 除了 一 些 孤 立 点 外 ,曲线 将 是 光滑 的 ,不 仅 可 微 而 且 导 
数 也 是 连续 的 .那么 为 什么 我 们 不 简单 的 规定 在 我 们 研究 的 
间 题 中 不 存在 这 些 “ 病 态 的 ”现象 呢 2 在 微 积分 中 我 们 正 是 这 
样 作 的 ,只 研究 可 微 函 数 . 在 第 八 章 中 ,我 们 完成 了 很 大 一 类 
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瘟 数 的 微分 ,因而 证 明了 它们 的 可 微 性 . 
因为 函数 的 可 微 性 在 逻辑 上 不 是 理所当然 的 ， 因 此 必须 
或 者 假定 它 或 者 证 明 它 . 曲线 的 方向 或 说 切线 , 这 个 概念 原 
来 是 导数 概念 的 基础 ， 现 在 则 是 从 导数 的 纯 分 析 定义 中 导出 
来 的 ;如 果 通 数 y 一 f(x) 有 导数 , 即 如 果 差 商 
f(x + h) f(x) 
; A 


当 % 不 论 从 哪 一 边 趋 于 0 时 , 都 有 唯一 的 极限 f(x)， 那么 就 
说 对 应 的 曲线 有 和 斜率 为 了 (x) 的 一 条 切线 . 这 里 为 了 在 逻辑 
上 上 使 人 信服 ,采取 的 方法 与 费 尔 玛 、 莱 布 尼 兹 和 和 牛顿 的 朴素 观 
点 正好 相反 . 

习题 ; 1) 证 明 连 续 函 数 *sin 十 在 * = 0 处 有 导数 . 


2) 证 明 函 数 areig(、 ) 在 * ~ 0 处 不 连续 ;arcte (十) 在 
= 一 0 处 连续 ,但 没有 导数 ,mareig (二 ) 在 = 一 0 处 
有 导数 . 


2， 积 分 


关于 连续 函数 的 积分 , 情况 是 类 似 的 。 我 们 不 再 把 “ 曲 
线 y = (x) 下 的 面积 "看 作 是 明显 在 在 且 可 以 由 和 的 极限 表 
示 出 来 的 一 个 量 , 我 们 现在 用 这 个 极限 来 定义 积分 ,并 且 把 积 
分 的 概念 看 作 是 初始 基础 ， 而 面积 的 一 般 概 念 是 随后 由 它 导 
出 来 的 . 我 们 被 迫 采取 这 种 态度 是 由 于 几何 直观 应 用 到 像 连 
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续 函数 那样 一 些 一 般 的 分 析 概 念 上 时 会 出 现 含混 的 缘故 ， 我 
们 首先 作 和 式 


S$» 一 3 fCv7)(xi 一 zi-D 一 > f(v;)Axi, (1) 


其 中 xo 一 a,x,"……, xs 一 5 是 积分 区 间 的 一 个 分 害 ， 
Axj = Xi — Yi- 

是 第 i 个 小 区 间 的 长 度 或 x 值 的 差 , 而 vi 是 * 在 这 个 小 
区 间 的 任意 一 个 值 ， 即 #j-, < vi < x;,. 《例如 ， 我 们 可 以 取 
vi 一 xj 或 vi 一 xj-4。) 现在 我 们 作 一 系列 这 样 的 和 式 ， 它 们 
所 对 应 的 小 区 间 的 个 数 4 无限 增加 ， 而 同时 小 区 间 的 最 大 长 
度 递 减 而 趋 于 0. 这 时 主要 的 事实 是 :对 一 个 给 定 的 连续 函数 
f(x) 来 说 ， 和 式 5, 趋向 于 一 个 确定 的 极限 4, 它 和 区 间 的 分 
法 及 点 vj 的 选 法 无 关 ， 由 定义 ,这 个 极限 是 积分 


4A— | far, 


当然 ,如 果 我 们 不 希望 依赖 于 面积 的 几何 直观 概念 的 话 ,这 个 
极限 的 存在 性 就 要 求解 析 地 加 以 证 明 . 这 个 证 明 在 任何 一 本 
严格 的 微 积分 教程 中 都 有 . 

比较 微分 和 积分 , 我 们 遇 到 了 下 述 的 对 偶 性 情况 。 从 定 
义 上 说 ,可 微 性 是 对 连续 函数 加 了 一 定 的 限制 条 件 ,然而 微分 
的 实际 运算 〈 即 微分 的 算法 ), 却 是 在 少数 简单 的 法 则 的 基础 
上 的 一 个 直接 手续 . 另 一 方面 , 每 一 个 连续 函数 在 任意 两 个 
给 定 界限 间 都 毫 无 例外 地 存在 着 积分 ， 但 这 些 积分 的 具体 计 
算 方 法 既 使 是 对 很 简单 的 函数 , 一 般 说 都 是 很 困难 的 。 在 这 
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点 上 ， 微 积分 基本 定理 在 很 多 情况 下 成 了 进行 积分 运算 的 决 
定性 工具 . 然而 ,对 于 许多 函数 , 甚至 是 很 初等 的 函数 , 其 积 
分 并 没有 明显 的 表达 式 ， 而 且 积 分 的 数值 计算 要 求 更 高 级 的 
计算 方法 . 


3. 积分 概念 的 男 一 些 应 用 功 弧 长 


如 果 积 分 的 解析 概念 脱离 开 原 来 的 几何 解释 ， 我 们 会 遇 
到 其 它 一 些 同 等 重要 的 解释 和 应 用 。 例如 , 在 力学 中 积分 可 
解释 为 功 的 概念 的 一 种 表示 法 .下 述 最 简单 的 情况 就 足以 说 
明 这 一 点 . 假定 一 个 物体 在 与 * 轴 同 方向 的 力 的 作用 下 沿 
* 轴 运 动 。 设想 物体 的 质量 集中 在 一 个 其 坐标 为 * 的 点 
上 ， 作 用 力 看 成 是 位 置 的 函数 f(x)，f(x) 的 符号 表示 力 指 
向 与 x 轴 的 正 或 负 方向 ,如果 力 是 常数 并 且 物 体 从 a 运动 到 
4， 那 么 力 所 作 的 功 由 乘积 (4 一 。)* f 给 出 ， 即 力 的 强度 f 
和 物体 所 经 过 的 距离 的 乘积 . 但 是 如 果 力 的 强度 随 * 而 变 
”化 ,我 们 就 必须 用 极限 来 定义 所 作 的 功 (正如 我 们 定义 速度 那 
样 )， 为 此 目的 , 像 以 前 一 样 我 们 用 点 xo 一 a, x,*…*,xn 一 5 
把 从 <“ 到 “的 区 间 分 为 许多 小 区 间 ; 然后 设想 在 每 个 小 区 间 
内 的 力 是 相等 的 ,是 常量 , 比如 说 , 是 终点 的 实际 值 f(x1) , 然 
后 计算 相应 于 这 个 阶梯 变动 的 力 所 作 的 功 : 


Si > Hx)Ax,, 
如 果 现 在 我 们 像 以 前 那样 缩小 这 些小 区 间 并 令 > 增 大 ， 可 以 
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看 出 这 个 和 式 趋 向 于 积分 
一 人 fx)ax, 
这 样 ,连续 变 力 所 作 的 功 由 一 个 积分 所 定义 ， 

作为 一 个 例子 ,让 我 们 考虑 质点 普 用 一 个 弹簧 定 在 原点 
x 一 0 处 , 如 在 第 604 页 讨论 的 那样 , 力 f(x) 是 与 * 成 比例 
的 ， 

fr) = — kx, 

其 中 妨 是 一 个 正 的 常数 . 那么 如 果 质 点 从 原点 运动 到 位 置 


x 一 0 这 个 力 所 作 的 功 是 

” 法 i a .6 

| 一 te 已 二 
如 果 我 们 要 把 弹 得 拉 到 这 个 位 置 ,我 们 必须 克服 此 力 而 作 功 ， 
这 个 功 等 于 十 和 二 


积分 的 一 般 概念 的 第 二 个 应 用 是 曲线 弧 长 的 概念 。 假 定 
我 们 要 考虑 的 那 部 分 曲线 可 以 用 函数 f(x) 表示 , 它 的 导数 


一 了 
fa 一作 


也 是 连续 函数 。 为 了 确定 长 度 我 们 这 样 来 作 : 就 像 在 实际 中 
常 不 得 不 用 直 尺 测量 曲线 那样 ， 我 们 在 48 弧 中 作 一 个 有 
个 短 边 的 内 接 多 边 形 , 测 出 这 个 多 边 形 的 总 长 度 工 ,, 把 工 , 作 
为 一 个 近似 值 ; 令 ”无 限 增 大 , 且 让 多 边 形 的 最 大 边 的 边 长 趋 
于 零 , 我 们 定义 


L = lmL,; 
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是 弧 4B 的 长 (在 第 六 章 ,用 这 个 方法 得 到 的 圆周 长 是 把 它 看 
作 内 接 正 # 边 形 的 周 长 的 极限 )。 可 以 证 明 ,对 充分 光滑 的 曲 
线 这 个 极限 是 存在 的 ， 并 且 与 选取 内 接 多 边 形 序列 的 特定 方 
式 无 关 , 满足 这 种 条 件 的 曲线 叫 作 可 求 长 的 。 在 理论 和 应 用 
中 出 现 的 任何 “合理 的 ”曲线 都 是 可 求 长 的 ， 至 于 病态 的 情形 
我 们 将 不 作 研究 了 。 只 要 说 明 具有 连续 导数 f(x) 的 函数 
(x) 的 弧 48 在 这 个 意义 上 有 长 度 工 并 且 工 可 以 用 积分 表示 
就 足够 了 。 
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图 286 弧 长 
为 此 ,我 们 分 别 用 4 和 4b 表示 4 和 8B 的 横 坐 标 ,然后 同 以 
前 一 样 ， 用 点 % 一 a， 和 ,xs 一 65 把 从 4 到 5 的 
区 间 分 割 为 许多 小 区 间 , 小 区 间 长 度 为 Axj 一 zj 一 *i-1, 并 且 
考察 以 上 述 这 些 点 x;， yi 一 fx;) 为 顶点 的 折线 .折线 的 每 
一 小 段 的 长 度 为 
Ve — x + 9 — i) = Ax} + AY} 


和 
-a i+ (2). 
Xj 
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因此 整个 折线 的 长 度 是 
| = S | A ; 。 Ar 
二 2 | ee Ar 
如 果 现在 让 ” 趋 于 无 穷 , 那么 差 商 全 将 趋 于 导数 
四 一 % 
sel 
并 且 我 们 得 到 长 度 工 的 积分 表达 式 
L -| Vi +t OY dr. (2) 
无 须 对 此 作 进一步 详细 的 理论 探讨 了 ， 我 们 只 作 两 点 补 


充 说 明 。 第 一 , 如 果 B 被 看 作曲 线 上 坐标 为 * 的 动 点 , 那么 
L 一 L(x) 变 为 * 的 函数 ,由 基本 定理 ,我 们 有 


oh 


这 是 一 个 经 常用 到 的 公式 。 第 二 ,虽然 公式 (2 给 出 了 问题 的 
“一 般 ” 解 ,但 难于 给 出 在 特定 情况 下 弧 长 的 明确 表达 式 ， 因 
为 ,我 们 必须 把 特定 的 函数 (x) 或 干脆 把 f(x) 代 人 (2), 然 
后 着 手 对 所 得 到 的 表达 式 实际 进行 积分 ， 如 果 我 们 把 自己 限 
于 本 书 所 研究 的 初等 函数 的 范围 内 ， 那 么 一 般 说 来 这 里 的 困 、 
难 是 难以 克服 的 。 我 们 注意 到 只 有 很 少 的 一 些 情形 是 可 以 积 
分 的 ， 函 数 
y= 1) 一 VI 一 妇 
表示 单位 图 ;我们 有 fo) 一 他 一 一 一生 一 ,从 而 

、 dx V1l—x 
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1 


—x’ 


(f= 
所 以 圆 弧 的 弧 长 就 由 积分 


| = arcsinb — arc sina 
给 出 。 对 抛物 线 》 = x?, 我 们 有 了 (x) = 2x, 则 从 x 二 0 到 
* 二 bb 的 弧 长 是 


vi + 4xi dx, 
对 曲线 y = In sinx, 我 们 有 f(x) = ctg x, 并 且 弧 长 由 
[VI eg 六 


表示 , 

我 们 将 满足 于 只 写 出 这 些 积分 表达 式 。 就 我 们 现在 所 掌 
握 的 方法 来 说 ,再 稍微 多 一 点 技巧 就 能 计算 这 些 积分 了 ,但 在 
这 方面 我 们 不 再 下 功夫 了 。 


82 数 量 级 
1. 指数 函数 和 x 的 宕 
在 数学 中 我 们 经 常 遇 到 趋 于 无 穷 的 序列 a,。。 有 时 我 们 需 


要 把 这 个 序列 与 男 一 个 比 它 “ 快 "一些 然而 也 是 趋 于 无 穷 的 序 
列 5 进行 比较 .为 了 把 这 个 概念 规定 的 确切 些 , 我 们 作 比 值 


2 "如 果 2 无 限 增加 时 ,比值 (分子 ,分 母 同 时 趋 于 无 穷 ) 趋 
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于 零 , 就 说 号 较 更 快 地 趋 于 无 穷 ,或 者 说 如 有 一 个 比 % 更 
高 的 数量 级 ， 例 如 序列 5 二 如 比 序列 a 一 ”更 快 地 趋 于 无 


穷 , 而 后 者 又 比 ce， V7 快 ,因为 


Qa sn i 0 
bs 1 2 
Qn 2 Vn 


显然 ,只 要 * > + > 0, w' 就 比 wr 更 快 地 趋 于 无 穷 , 因为 这 时 


sy 
: n 


一 0。 
nn 


如 果 比 趋 于 异 于 零 的 有 限 常 数 “, 我 们 就 说 这 两 个 序 


列 w" 和 号 以 同样 的 速率 趋 于 无 穷 ,或 说 有 同样 的 数量 级 ， 例 
如 ar 一 妈 2 与 各 一 2722 十 2 有 同样 的 数量 级 ,因为 


人 们 可 能 以 为 ,把 = 的 震 当 作 尺 码 , 可 以 对 趋 于 无 穷 的 任 一 序 
列 a 度量 出 它 趋 于 无 穷 的 各 种 级 别 。 要 作 到 这 一 点 , 我 们 必 
须 找到 一 个 适当 的 需 迪 ， 使 它 与 cs 有 同一 数量 级 , 即 让 二 


趋 于 一 异 于 零 的 有 限 常 数 。 令 人 惊奇 的 是 , 这 并 不 是 总 能 办 
到 的 。 因 为 不 论 * 选择 得 多 么 大 , 指数 函数 o", 其 中 。 > 1， 
例如 ”都 比 任何 的 更 快 地 趋 于 无 穷 ， 而 不 论 * 是 多 么 小 
的 正 指数 ,ln 比 任何 的 x' 都 更 慢 地 趋 于 无 穷 , 换 句 话说 , 当 
n -> co 时 ,我 们 有 关系 式 
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La (1) 


| J ->0， (2) 
1 


其 中 指数 :不 一 定 是 整数 ， 它 可 以 是 任意 一 个 固定 的 正 数 。 

为 证 明 (1), 我 们 首先 把 命题 加 以 简化 ,办 法 是 取 这 个 比 
的 :次 方 根 。 如 果 这 个 根 趋 于 0, 那么 原来 的 比 式 也 趋 于 0， 
因此 我 们 只 需 证 明 当 > 增加 时 


了 ->0。 


有 
as 


令 5 一 os; 因为 4 假定 大 于 1, 那 末 5 和 VB 一 下 也 大 于 
1。 我 们 可 以 记 

太一 1 十 gg， 
.其 中 4 是正 的 . 现在 用 第 27 页 的 不 等 式 (6) 

至 一 (1 十 9)? 之 1 十 ng > ng， 

所 以 

a 一 b>>me 
且 


因为 后 面 的 量 当 > 增加 时 趋 于 0, 命题 得 证 。 
事实 上 ,关系 式 
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和 


0 (3) 
当 * 取 遍 任 一 序列 六 ，*，…' 而 趋 于 无 穷 时 都 成 立 ， 而 序列 
好 无 须 与 正 整 数 序列 1，2，3,………' 重 合 . 因为 如 果 
12 一 1 委 x 委 2， 
那么 
i 


这 个 说 明 可 以 用 来 证 明 (2)， 令 x= 二 Inn, 且 ce: 二 a,， 则 
ce* =n 且 nw: 一 《e)*, 关系 式 (2) 中 的 比 式 变 为 


这 就 是 (3) 当 * 一 工时 的 特殊 情形 。 
习题 : 1) 证 明 当 * 一 oo 时 函数 ln ln * 较 In > 更 慢 地 趋 于 无 穷 
2?) 让 的 导数 是 下 一 ESJr。 证 明 对 于 足够 大 的 “ 


ln xz lInx 


这 个 导数 是 “ 浙 近 ”等 价 于 第 一 项 的 , 即 当 * 一 co 时 , 它 
们 的 比 趋 于 1. 


2. In(w!1) 的 数量 级 


在 很 多 的 应 用 学 科 中 ,如 概率 论 , 重 要 的 是 要 知道 当 w 很 
大 时 , 2! 的 数量 级 或 2! 的 “ 渐 近 状态 ”。 我 们 在 这 里 将 只 研 
究 #1 的 对 数 , 即 表达 式 ， 

P, 一 ln2 十 jn3 十 jn4 十 十 jnz。 
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种 
nml 7 w+l 
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图 287 ln(z17 的 估算 


我 们 将 证 明 P, 的 “ 渐 近 值 " 是 由 >lnz 给 出 的 , 即 


eaD ->1 当 w-> oo 时 
nlnn 


这 个 证 明 是 把 一 个 和 式 与 一 个 积分 进行 比较 ， 是 一 种 党 
用 的 典型 方法 ， 在 图 287 中 , 和 式 P 等 于 那些 上 边 也 是 实 线 
的 矩形 的 面积 之 和 ， 而 这 些 面 积 合 起 来 不 超过 对 数 曲线 下 由 
1 到 十 1 的 面积 ( 见 第 590 页 习题 1) 

用 lnxdx 一 (2 十 1)ln(2 十 1) 一 (2 十 1) 十 1 


但 是 和 式 P， 同时 也 等 于 上 边 由 碟 线 组 成 的 矩形 之 和 ， 它 超过 
沿线 下 由 1 到 # 的 面积 
| nxax =nlinn—n+1, 
于 是 我 们 有 
jjinz 一 2 十 1<P 一 (2 十 1)ijn(z 十 1) 一 2 
除 以 zjnz，, 得 
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1 一 _-L + 1 = Pp, < (十 二) 卫士 已 一 二 
nn 


lnz ninn nlnn lnn Inn 


n lnn inn’ 
很 明显 ， 当 ” 趋 于 无 穷 时 两 端的 式 子 都 趋 于 1， 因 此 命题 得 
证 . 


习题 : 证 明 两 端的 式 子 分 别 大 于 1 一 二 而 小 于 1 + 二 。 


$3 无 穿 级 数 和 无 穷 乘积 
工 函数 的 无 穷 级 数 


正如 我 们 早已 阐述 过 的 ， 把 一 个 量 * 表示 成 一 个 无 穷 级 
数 | 

5 一 六 十 加 十 态 十 …， (1) 
只 是 下 述说 法 的 一 个 较 方便 的 记 法 ,并 没有 别 的 新 东西 , 即 当 
7 增加 时 ,s 是 有 限 “ 部 分 和 "序列 
的 极限 ,其 中 的 "为 
om 一 玉 十 玉 十 … 十 六 (2) 


” 因此 等 式 (1) 就 相当 于 极限 关系 , 当 > 一 co 时 ， 


| lims, 一 5。 (3) 
这 里 的 s, 是 由 (2) 定 义 的 。 当 极限 (3) 存 在 时 , 我们 就 说 级 数 
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41) 收 敛 于 值 ;, 而 如 果 极限 (3) 不 存在 ,就 说 这 个 级 数 发 散 . 
例如 :级 数 
1- 工 二 工 工 十 so. 
3 5 7 
收 化 于 值 二 ， 而 级 数 


EE Wy 
2 3 4 


收敛 于 值 2。 另 一 方面 ,级 数 
9 eg 
是 发 散 的 ,〈 因 为 部 分 和 交替 变 为 0 与 1)， 而 级 数 
a 
发 散 是 因为 部 分 和 趋 于 无 穷 . 
我 们 曾经 遇 到 过 这 样 的 级 数 , 它 的 项 5; 为 
bi = cix’, 
“的 函数 , 其 中 ci 是 常数 因子 。 这 样 的 级 数 叫 作 麦 级 数 ， 
表示 以 多 项 式 出 现 的 部 分 和 
Sn 一 co 十 cx 十 czx’? 十 让 十 cox” 
的 极限 (加 上 常数 项 co, 需要 对 记 法 (2) 作 一 个 非 实质 性 的 改 
变 )。 因 此 一 个 函数 f(x) 的 客 级 数 展开 式 
f(x%) 一 co 十 cx 十 c 妇 十 …。 
就 是 用 最 简单 的 函数 即 多 项 式 近 似 表示 f(x) 的 一 种 方法 。 总 
结 并 补充 前 面 的 结果 ,我 们 列 出 以 下 的 时 级 数 展开 式 : 


[ 叶 并 


1 二 ] 一 x 十 Xx 一 让 二 
1+x 


对 一 1 二 x 二 十 1 成 立 . (4) 


3 5 
arctgz 一 xz 一 二 十 二 一 …。 
3 5 


对 一 1 和 xz* 系 十 1 成立， (5) 


2 3 
ln(1 十 xz) 一 zx 一 二 十 二 一 …。 
人 


对 一 1 二 x 过 十 1 成立. (6) 


对 一 1 二 x 过 十 1 成立. (7) 


2 3 4 
es 
2!1 .3!1 4! 


z 对 一 切 * 都 成 立 . (8) 
我 们 还 要 加 上 以 下 重要 的 展开 式 : 


5 


对 一 切 * 都 成 立 。〈9) 


31 51 
| 人 … ”对 一 切 x 都 成 立 ，(10) 
这 两 个 级 数 是 公式 ( 见 574 页 ) 
| sinudu = 1 — cosx, (a) 
| cosudu 一 sinx (b) 


的 简单 推论 ， 我 们 从 不 等 式 
cosx* 世 1 
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开始 ,两 端 都 由 0 到 * 积分 ,这 里 * 是 任意 确定 的 正 数 ， 我 们 
求 得 ( 见 536 页 公式 (13)) : 


sinx < x; 
再 次 积分 ,得 
2 
1 一 cosx 过 之 ， 
2 
也 就 是 
2 
cost+ 宇 1 一 二， 
2 
再 积分 ,我 们 得 到 
3 3 
sinx 守 + 一 2 一 x 一 三 , 
31 
按 此 方式 无 限 进行 下 去 ,就 可 得 到 两 组 不 等 式 
sinx x cosx 三 1 
3 
sinx 守 x 一 达 cost+ 之 1 一 二 
31 21 
: Ea 和 5 x? x 
sny 和 xy 一 二 十 二 cosy 三 1 一 -一 十 一 
31 51 21 41 
学 2 4 6 
sinx 守 + 一 羡 十 衬 一 庄 cosx 伍 1 一 二 十 二 一 过 
! 51 21 4! dl 


现在 当 # 一 co 时 ， 一 0. 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 选取 一 固 


定 的 整数 m, 使 二 天 过， 并 且 记 < 一 二。 对 于 任意 整数 
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之 1 加, 令 n 二 加 十 ?+, 那 么 


r 
Oa Dae a <c(+), 


n! 72 十 1 m+2 ‘mir 2 
且 当 4 一 0% 时 ,7 也 一 co, 因而 < 人 二) > 0， 由 此 可 知 
3 5 7 
sny 一 4 一 一 十 一 一 一 
31 5 71 
2 4 6 


x x x . 
cosx 一 1 一 开 十 和 一 页 十 


因为 这 两 个 级 数 的 各 项 交错 变 号 且 绝 对 值 是 递减 的 《至 少 对 
于 |x| 过 1 是 如 此 )， 可 知 这 两 个 级 数 无 论 从 那 一 项 截断 ,其 
误差 就 绝对 值 来 说 都 不 超过 被 舍 去 部 分 的 第 一 项 . 

说 明 : 这 些 级 数 可 以 用 来 计算 正弦 、 余 弦 函 数 表 。 例 : 


sin 1° 是 多 少 ? 1° 是 -弧度 ;因而 


1 
s 工 一 工 一 工 (2 工 ) 四 
180 180 6 \180 


截断 后 的 误差 不 超过 (后 )， 即 小 于 0.00000000002。 因 
此 sin1° 一 0.0174524064 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 数 ， 
最 后 ,我 们 不 加 证 明 地 叙述 一 下 “二 项 式 级 数 ” 
(1 十 zx) 一 1 十 ax 十 cg 十 cg 十 … (11) 
其 中 Cs 是 “二 项 式 系 数 ” 


al(a 一 1)….(e 一 * 十 1) 
s! 


如 果 < 一 2 是 正 整数 ,那么 我 位 有 Cs 一 1, 且 若 > n, (11) 
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C5 一 


中 的 所 有 系数 C? 都 等 于 零 , 从 而 我 们 就 回 到 普通 二 项 式 定理 
的 有 限 公 式 。 初 等 二 项 式 定理 可 以 从 正 整 指 数 ”扩展 为 任意 
正 的 、 负 的 、 有 理 的 或 无 理 的 指数 a, 这 是 生 顿 里 年 作出 的 伟 
大 发 现 之 一 ， 当 “ 不 是 正 整数 时 , (11) 右边 就 成 为 一 个 无 穷 
级 数 , 它 对 一 1 < * 二 1 成立 ， 当 |x| > 1 时 级 数 (11) 发 散 ， 
这 时 等 号 失去 意义 。 

特别 是 ,把 a 一 之 代入 (11), 我 们 得 到 展开 式 


ee 
22 .21 2 .31! 


VIT= 一 1 十 于 < 


1.3.5 4 
Ee 12 
3 (12) 


像 十 八 世纪 其 他 的 数学 家 一 样 ， 和 牛顿 对 他 的 公式 并 没有 
给 出 一 个 真正 的 证 明 . 这 种 无 穷 级 数 的 收敛 性 以 及 这 些 无 穷 
级 数 能 成 立 的 范围 ， 直 到 十 九 世 纪 才 有 了 一 个 令 人 满意 的 分 
析 ， : 


习题 : 写 出 V1 一 下 和 一 的 短 级 数 . 


展 式 (4) 一 (11) 都 是 泰勒 (B. Taylor) (1685 一 1731) 一 

般 公 式 的 特殊 情形 。 泰勒 公式 的 目的 ,是 对 很 大 一 类 的 函数 ， 

寻求 用 函数 了 及 其 导数 来 表示 系数 ci 的 规律 ,从 而 把 其 中 任 
意 一 个 f(x) 展 成 窜 级 数 

fx) 一 co 十 ct 十 cat2 十 cx 十 ……。 (13) 

这 里 不 可 能 阐述 和 建立 泰勒 公式 成 立 的 条 件 ， 也 无 法 证 明 泰 
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勒 公式 . 但 下 面 大 体 合理 的 考虑 可 以 解释 有 关 数 学 事实 之 问 
的 相互 联系 . 
我 们 事先 假定 展开 式 (13) 成 立 , 再 假定 f(x) 可 微 , 了 (x) 
可 微 ,等 等 , 即 认 为 各 阶 导 数 
fCx), zj) 
实际 都 存在 . 最 后 , 就 像 有 限 多 项 式 似 的 , 我 们 假定 无 穷 客 
级 数 可 以 逐 项 微分 。 在 这 些 假定 下 ， 我 们 可 以 根据 1(x) 在 
* 一 0 的 邻 域 的 状态 来 确定 系数 cs。 首先 以 x* = 0 代 人 
(13), 我 们 得 到 
C0 一 (0), 
因为 级 数 (13) 中 含有 * 的 项 都 消失 了 ， 现 在 我 们 微分 (13)， 
得 到 
f(x) 一 :ci 十 2cx 十 3caxz 十 .十 2cntze 1 十。 (137) 
再 代 人 zx 一 0, 但 这 次 是 代入 (13 ) 中 而 不 是 (13), 我 们 得 到 
=f(0), 
由 微分 Ge 
f° (x) =20+2.3. cx 十 
二 (2 一 1):n xz 十 (13”) 
把 * = 0 代 人 (13") 中 , 求 得 
21c2 = f°(0). 
类 似 地 ， 微分 (13" ) 且 代 人 := 一 0, 有 
31c; 一 f°(0)., 
这 样 连续 的 作 下 去 ,我 们 得 到 一 般 公 式 
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C。 一 0 
其 中 fw(0) 是 1(*) 的 4 阶 导 数 在 x = 0 时 的 值 ， 这 个 结果 就 
是 泰勒 级 数 


1 = HO) + OO 4 Dt, C4) 


作为 微分 的 练习 ,读者 可 以 验证 ,在 (4) 一 (11) 的 各 个 级 
数 中 ,泰勒 级 数 的 系数 公式 都 是 成 立 的 。 


2. 欧 拉 公式 cosx 十 jsinx 一 ez 


忱 


欧 拉 的 形式 主义 的 方法 中 最 使 人 赞叹 的 结果 之 一 ， 是 在 
复数 范围 内 正 茨 和 余弦 函数 与 指数 函数 之 间 的 紧密 联系 ， 应 
该 予 先 指出 , 欧 拉 的 “证 明 ” 以 及 我 们 随后 的 讨论 ,严格 说 来 都 
是 没有 意义 的 ; 它 是 典型 的 十 八 世 纪 的 形式 处 理 方法 ， 

让 我 们 从 第 二 章 已 经 证 明 的 标 莫 弗 公 式 开始 

(coszg + isinng) = (cosq + isin g)”, 


在 此 ,我 们 代入 q ~ 二 得 到 公式 


。 * Pe 
(cosy 十 isinx) 一 | cos 一 十 ;sin 一 ) 。 
7 n 


现在 如 果 * 是 给 定 的 ,那么 当 " 很 大 时 ， cos 虽 不 同 于 
cos0 一 1， 
但 它们 相差 很 小 ;并 且 因 为 
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一 1 当 二 二 时 ， 


8 | 8 


( 见 395 页 ) 我 们 看 到 sin 二 是 渐 近 等 于 二 的 ， 因 此 我 们 可 以 
得 到 一 个 看 来 合理 的 极限 公式 


cosy 十 1siny 一 lim (4 十 下) 当 n ~> 00 时 ， (14) 
nn 


把 这 个 方程 的 右 端 和 公式 (587 页 ) 
om 人 (+ 当 ”一 co 时 
比较 ,我 们 有 
cosy 十 isiny 一 cm (15) 
从 e* 的 展开 式 出 发 , 我 们 用 另 一 种 形式 主义 的 方法 可 以 
得 到 同样 的 结果 . 把 * 一 ix (这 里 * 是 实数 ) 代 人 


2 3 
cz 一 1 十 一 十 三 十 过 十 …。 
l! 2! 3! 


中 ， 如 果 我 们 留意 i 的 逐次 蚂 是 i, 一 1, 一 i, 1, 并 且 是 周期 
性 的 ,那么 合并 实 部 和 虚 部 ,得 


7 轴 4 6 
co 一 (1 一 志士 过 一 二 十， 
2! 4! 6! 


x x5 x7 
es 0 
此 式 右 端 与 cosx 及 sin x 的 级 数 比 较 , 我 们 再 一 次 得 到 欧 拉 公 
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式 ， 这 样 的 推理 决 不 是 关系 式 (15) 的 严格 证 明 ， 我 们 的 第 二 
个 论证 所 以 有 问题 是 因为 。* 的 展开 式 是 在 z 是 实数 的 假定 
下 导出 的 ; 因此 作 代 换 z 一 ix 需要 说 明 其 合理 性 .同样 地 ， 
第 一 个 论证 的 成 立 被 下 述 的 事实 破坏 了 , 即 公式 


cim 人 (+ 二) 当 2~>oo 时 
了 2 


只 是 对 z 为 实数 的 情况 而 言 . 

为 了 使 欧 拉 公 式 从 仅仅 是 形式 上 成 立 变 为 严格 的 数学 真 
理 ,需要 发 展 复 变 函数 理论 ,这 个 理论 是 十 九 世 纪 伟 大 数学 成 
就 之 一 。 还 有 其 它 许多 问题 都 促进 了 这 个 意义 深远 的 发 展 。- 
例如 ， 我 们 已 看 到 函数 的 老 级 数 展开 式 在 不 同 的 :的 区 间 收 
伍 ， 为 什么 某 些 展 式 总 是 收敛 , 即 对 一 切 的 * 都 收 伍 , 而 另外 
一 些 展 式 对 |x| > 1 就 失去 意义 呢 ? 

例如 ,考虑 第 621 页 等 比 级 数 (4), 它 对 |x| < 1 是 收敛 
的 . 当 * 二 1 时 ,这 等 式 的 左边 是 完全 有 意义 的 , 它 取 值 

1 1 


= 一 一 


3 


1 十 1 2 


然而 右边 级 数 的 状态 很 奇怪 ,成 为 
1 一 1+1 一 1 十 …， 


这 个 级 数 不 收 剑 , 因为 它 的 部 分 和 在 1 和 0 间 摆 动 ， 这 说 明 
即使 函数 本 身 没 有 显 出 任何 无 规律 性 ,也 能 产生 一 个 发 散 级 


数 。 当 然 , 函数 了 二 二 当 z 一 一 1 时 变 为 无 穷 。 由 于 容易 


说 明 一 个 圭 级 数 在 x = a > 0 是 收敛 的 , 则 在 一 a 二 x < “时 
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总 是 收敛 的 ,所 以 我 们 似乎 可 以 因为 一 + 一 在 * ~ 一 1 处 的 


1 二 x* 
不 连续 性 而 为 其 展 式 的 怪异 现象 找到 一 个 “解释 ”。 然 而 函数 
4 
二 也 可 展 为 级 数 
-1x 一 Xx 二. 
1 十 加 


这 只 要 在 (4) 中 用 x? 代替 * 就 行 了 。 这 个 级 数 当 |x[| < 1 时 
也 是 收敛 的 ,而 当 * 二 1 时, 它 又 变 成 发 散 级 数 
1 一 1 十 1 一 1 十 …， 
并 且 当 |*| > 1 时 , 它 爆 炸 性 地 发 散 ,但 函数 本 身 到 处 都 很 正 
规 . 
实际 上 这 种 现象 的 完善 的 解释 只 有 当 函 数 被 看 作 是 自 变 
量 的 复数 值 时 (同时 也 看 作 是 实数 值 ) 才 是 可 能 的 . 例如 ,级 


数 二 一 当 * 一 时 必 是 发 散 的 ,因为 这 时 分 数 的 分 母 变 为 


0， 由 此 推出 级 数 对 于 所 有 满足 |x| > |i| 一 1 的 * 必然 也 
发散， 因为 可 以 证 明 如 果 对 任意 这 样 一 个 = 收敛 的 话 ， 则 对 
* 一 它 也 收敛 ， 这 个 早期 微 积分 中 完全 被 忽视 的 级 数 收敛 
性 问题 ,是 开创 复 变 函数 理论 的 主要 原因 之 一 . 


3. 调和 级 数 和 Zeta 函数 ”正弦 的 欧 拉 乘积 


各 项 为 整数 的 简单 组 合 的 级 数 是 特别 有 趣 的 。 作 为 一 个 
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例子 ,我们 考虑 调和 函数 ” 


1 十 上 二 工 十 工 十 .十 工 十 ….， (16) 
2 3 4 2 


它 与 jn2 的 级 数 的 区 别 只 是 偶数 项 的 符号 不 同 。 
要 问 这 级 数 是 否 收敛 就 是 问 序列 
S13» Sa 53。。。 


是 否 趋 于 有 限 极限 ,其 中 
本 上 (17) 
2 3 了 2 
虽然 级 数 (16) 的 项 越 往 后 越 小 并 趋 于 0, 但 容易 看 到 这 个 级 数 
并 不 收敛 。 因为 如 果 取 足够 多 的 项 , 我 们 就 能 超过 任意 事先 
给 定 的 正 数 ,使 .5; 无 限 增 大 ,因而 级 数 《16)“ 发 散 到 无 穷 ”。 
为 了 看 清 这 一 点 ,我 们 观察 


5 一 1 二 工 ， 
2 


SS+ 人 (二 + 二 )> 吕 二 (二 二 二) 一 1 十 到， 
3 4 41 4 

5 一 (> 
5 8 8 8 


一 5 十 工 >1 十 卫 ， 
2 2 
一 般 为 


Sm >> 工 十 本 。 (18) 


这 样 看 来 ,例如 只 要 mm 200, 部 分 和 就 超过 100。 
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虽然 调和 级 数 不 收 伍 , 但 可 以 证 明 级 数 
1 十 工 十 工 廿 工 十 .十 二 十 .。 (19) 
2 35 4 ns 
对 大 于 1 的 任何 。 都 是 收敛 的 , 因而 对 所 有 的 ， > 1, 定义 以 


s 为 自 变量 的 所 谓 Zeta 函数 
二 二 下 二 于 本 + 二 ) 
了 35 4 ns 


ys jn @ + 
(20) 


当 w 一 00 时 ， 
Zeta 半数 和 素数 之 间 有 一 个 重要 的 关系 ， 这 个 关系 我 们 可 以 
利用 等 比 级 数 的 知识 把 它 推导 出 来 . 设 p==2,3,5,7,* … 是 


任意 一 个 素数 ;那么 对 于 * 1, 有 


和 过 和 
p 
使 得 
1 ps p” p” 


p’ 
我 们 把 与 所 有 素数 一 2, 3, 5, 7,…… 相应 的 这 些 表 达 式 乘 
在 一 起 ,而 不 考虑 这 样 一 个 运算 是 否 成 立 。 在 左 端 得 到 无 穷 


“和 屁 积 ” 
1 . 1 . 1 ne 
| 
3 8 


2 
当 ww-> 00 时 ， 


而 在 另 一 端 我 们 得 到 级 数 
i 


这 是 因为 大 于 1 的 每 个 整数 都 能 唯一 地 表示 为 不 同 素数 的 宪 
的 乘积 。 这样 ,Zeta 函数 就 表示 成 一 个 乘积 : 


1 1 1 
om eal 2 了 (21) 
25 35 5 


如 果 只 有 有 限 个 不 同 的 素数 , 设 为 志 ,P,…*, 如 ;那么 (21) 的 右 
端的 乘积 是 一 个 普通 的 有 限 乘积 ,因此 是 一 个 有 限 值 ,甚至 对 
s = 1 也 是 如 此 .但 正如 我 们 已 见 过 的 ,Zeta 函数 对 * 一 1 ,有 


1 1 
1)=1 ee — 人 
:CD 一 1 十 圭 士 于 十 


发 散 到 无 穷 。 这 样 的 讨论 (可 以 很 容易 作出 严格 的 证 明 ) 表 明 
素数 有 无 限 多 个 ， 这 当然 比 欧 几 里 得 的 证 明 ( 见 第 36 页 ) 要 
复杂 得 多 , 难 理解 得 多 ,但 从 一 条 困难 的 道路 攀登 山峰 是 很 使 
人 神往 的 ,虽然 从 另 一 条 比较 舒服 的 道路 也 能 到 达 山 峰 ， 

像 用 无 穷 级 数 表 示 函 数 那 样 , (21) 这 样 的 无 穷 乘积 往往 
和 无 穷 级 数 同样 有 用 。 另 一 个 无 穷 乘积 是 关于 三 角 函数 siny 
的 , 它 是 欧 拉 的 又 一 个 成 就 .要 理解 这 个 公式 ,我 们 先 讨论 多 
项 式 。 如 果 f(x) 一 m 十 oz 十 … 十 anxz” 是 一 个 # 次 多 项 
式 , 且 有 # 个 不 同 的 零点 1，,**…，xs， 那么 由 代数 可 知 f(%) 
可 以 分 解 为 线性 因子 ( 见 第 140 页 ) 

f(#) = orz 一 各) "(x — Xn) 

把 乘积 zix2**…xs 作为 因子 提出 ,上 式 可 写成 
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f(x) 一 c(i = ll 一 三)， 


其 中 C 是 常数 , 若 令 * 一 0, 那么 得 到 C 一 oo。 现 在 如 果 不 考 
虞 多 项 式 而 代 之 以 较为 复杂 的 函数 1(*) ,于 是 产生 一 个 问题 ， 
是 否 仍然 可 能 利用 jx) 的 零点 把 它 分 解 为 因 式 乘积 (一 般 是 
不 可 能 的 。 例如 指数 函数 根本 没有 零点 , 因为 对 所 有 的 x 都 
有 ez 兰 0)， 欧 拉 发 现 对 正弦 函数 这 样 的 分 解 是 可 能 的 。 为 
了 用 最 简单 的 方式 写 出 这 个 公式 ， 我 们 不 考虑 sinx 而 考虑 
sin rz。 因为 sin xn 一 0 对 所 有 的 整数 ”成 立 ,而 对 其 它 数 都 
不 成 立 , 所 以 这 个 函数 的 零点 是 * 一 0, 土 1, 土 2, 土 3，.…。 
欧 拉 公式 表述 为 


。 死 x 1 1 1 
i(- 玉 
2 2 2 2:. 2 2.37 


5 @ = 5) 
224? 


因为 
1 (2 一 DD (2z+1) 


2 2n* 2n 
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我 们 得 到 第 386 页 指出 的 威廉 斯 乘积 


二 oa 


所 有 这 些 事实 的 证 明 ， 请 读者 参考 微 积分 课本 《也 可 参见 第 
675 页 )，。 


“*$ 4 用 统计 方法 得 到 素数 定理 


当 数 学 方法 应 用 于 研究 自然 现象 时 ， 人 们 常 满足 于 这 样 
的 论证 ， 即 在 一 系列 严密 的 逻辑 推理 中 ， 或 多 或 少 加 上 一 些 
合理 的 假设 ， 甚 至 在 纯 数学 中 ,也 会 遇 到 类 似 的 推理 ,尽管 没 
有 提供 严格 的 证 明 , 但 是 它 给 出 了 正确 的 解 ,并 提示 了 通 往 严 
格 证 明 的 方向 ， 捷 线 问 题 的 贝 努 利 解 ( 见 第 497 页 ) 就 有 这 样 
的 特点 ,分 析 中 早期 的 大 多 数 工作 都 是 如 此 . 

利用 应 用 数学 特别 是 统计 力学 中 的 典型 方法 ， 我 们 在 这 
里 作 一 些 论证 ,至 少 使 素数 分 布 律 看 来 是 对 的 (实验 物理 学 家 
赫兹 〈G, Hertz) 向 作者 建议 了 有 关 的 方法 )、 在 第 一 章 的 补 
充 中 ， 这 个 定理 在 经 验 的 基础 上 曾经 讨论 过 : 不 大 于 ”的 素 


数 的 个 数 4(>) 渐 近 地 等 于 量 一。 


A(n) ~ 


这 意味 着 当 z 趋 于 无 穷 时 ,4(z) 与 os 的 比 趋 于 极限 1. 
首先 我 们 假设 ， 按 下 述 意 义 描述 素数 分 布 的 数学 规律 是 
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春 在 的 ; 对 于 ”的 充分 大 的 值 ， 范 数 4(") 近似 地 等 于 积分 
上 WC)ax, 其 中 W(x) 是 一 个 度量 素数 的 “密度 "的 函数 .( 我 们 ， 


选取 2 为 积分 下 限 是 由 于 当 x < 2 时 显然 有 4(x) 一 0)， 确 
切 些 说 ， 令 * 是 一 大 数 , 而 Ax 为 另 一 大 数 ,但 * 的 数量 级 大 
于 Ax (例如 我 们 令 Ax 一 W * )。 然后 假定 素数 的 分 布 足够 
光滑 , 以 使 由 * 到 x -+ Ax 的 区 间 内 的 素数 个 数 近似 地 等 于 
W(x)Ax, 并 且 W(x) 作为 * 的 函数 变化 的 很 慢 , 使 得 在 不 改 
变 它 的 渐 近 值 的 情形 下 ,能 用 一 系列 近似 矩形 来 取代 


| Wd 


在 作 了 这 些 准 备 后 ,我 们 开始 论证 . 

我 们 已 经 证 明了 (第 617 页 ) 对 于 充分 大 的 整数 , lnz! 渐 
近 地 等 于 zjnz， 

Inn! ~ nlnn, 
现在 我 们 要 给 出 包含 素数 的 Inw! 的 第 二 个 公式 ,并 且 把 两 个 
式 子 加 以 比较 .让 我 们 计算 一 下 , 小 于 =” 的 任意 一 个 素数 p， 
作为 整数 x1 一 1， 2 .3…'2 的 一 个 因子 出 现 了 多 少 次 . 我 
们 用 [a1 表示 使 pt 整除 “的 最 大 整数 4。 因为 每 个 整数 的 
素 因 子 分 解 是 唯一 的 ， 可 见 对 于 任意 两 个 整数 “ 和 8， 有 
[ab], 一 [ea] 十 [2]。 所 以 

[>!1] 一 [1] 十 [2] 十 [3] 十 …' 士 [z],。 

在 序列 1, 2, 3,…,n 内 可 被 六 整除 的 各 项 是 p*, 2p43pt 


当 # 很 大 时 ,它们 的 个 数 Nt 近似 等 于 元 可 被 p* 整除 但 不 


。635。 


能 被 过 的 更 高 次 寡 整 除 的 项 的 个 数 Mi 等 于 Ni 一 Ntr。 因 
此 
[wll], 一 Mi 十 2M; 十 3Mi 十 
一 (N 一 NM) 二 2(0V 一) 十 3(V 一 Mi) 十 …， 
一 N, 二 Ni 二 Ni 十。 


一 二 十 二 十 二 十 …' 一 
p pp Fp p—1 


(当然 ， 这 等 式 只 是 近似 的 .) ， 
可 见 , 当 二 很 大 时 ， 对 所 有 小 于 的 素数 ,表达 式 p77 
的 乘积 ,可 以 用 来 近似 的 给 出 数 x1。 这 样 ,我 们 有 公式 


linn! te 


p<n 


lnp, 


把 这 个 式 子 和 我 们 以 前 的 Inw! 的 渐 近 关系 式 比较 ,并 且 
用 * 代 替 w, 得 到 


je a (1) 


P<x bp 


下 一 步 是 关键 所 在 ;我 们 要 利用 WW (x) 求 (1) 的 右 端的 渐 
近 表达 式 。 当 x 很 大 时 ,我 们 选择 点 2 一 82,*…， $6,， 
5 一 x+， 对 应 的 增 量 为 Ag 一 44 一 三 ,从 而 把 从 2 到 
zx 一 的 区 闻 分 割 为 许多 (7 个 ) 小 区 间 。 在 每 个 小 区 间 内 可 
能 有 素数 ， 并 且 在 第 ; 个 小 区 闻 内 的 所 有 素数 的 值 都 近似 等 
于 51。 由 我 们 关于 W(x) 的 假定 ,在 第 ; 个 小 区 间 内 的 素数 个 
数 近似 等 于 WW(5)、A5i; 因此 (1) 的 右 端的 和 近似 等 于 
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r+1 1 & 
DD) 机 (与 ) St Ag. 
f=1 8 1 


把 这 个 有 限 和 用 它 所 至 近 的 积分 来 代替 ,我 们 得 到 (1) 的 一 个 
看 起 来 合理 的 推论 , 即 关系 式 


~ _lné_ 
Inx | WwW(E) 1 人 (2) 


我 们 要 用 它 来 确定 未 知 通 数 W(x)。 如 果 我 们 用 普通 的 等 式 
代替 符号 ~ ,并 且 将 两 端 都 对 * 微分 ,那么 根据 微 积分 基本 定 
理 , 有 . 


x—1 (3) 


讨论 一 开始 ,我 们 已 经 假定 了 4(x) 近 似 地 等 于 
[ W(x)adx; 


因此 , 4 (x) 可 由 积分 
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当 的 值 充分 大 时 ,两 个 表达 式 
1 1 1 1 


Inx 《nz Inx xlnx 
是 近似 相等 的 ,因为 对 充分 大 的 * 来 说 ,这 两 个 表达 式 的 第 二 


项 都 远 远 小 于 第 一 项 。 于 是 积分 (4) 近 似 等 于 积分 


* 一 人 
上 f(s)dz 一 jz) — f(2) lnx jn22? 


这 是 因为 被 积 函数 在 大 部 分 积分 区 域内 都 几乎 相等 。 又 由 于 
它 是 一 个 常数 , 所 以 当 * 很 大 时 可 以 略 去 ,于 是 就 得 到 最 终 


结果 


A(x) ~ 2 
jnx 


这 就 是 素数 定理 ， 

我 们 不 能 指望 上 面 的 论证 中 除 启发 性 的 价值 外 还 具有 更 
多 的 东西 . 但 在 作 更 深入 的 分 析 后 却 发 现存 在 着 如 下 的 事 
实 。 我 们 大 胆 所 作 的 一 切 步骤 都 是 合理 的 , 而 其 证 明 并 不 困 
难 ;特别 是 关于 等 式 (1), 关 于 这 个 和 式 与 (2) 中 的 积分 之 间 的 
渐 近 相等 ,以 及 关于 由 (2) 到 (3) 的 过 渡 都 是 合理 的 .但 是 ,要 
证 明 我 们 一 开始 所 作 的 假定 ， 即 一 个 光滑 密度 函数 矿 (x) 的 
存在 性 , 那 就 困难 得 多 了 . 一 旦 承认 了 这 一 点 ,这 个 函数 的 估 
值 是 比较 简单 的 事 ,就 这 个 观点 而 言 , 这 样 一 个 函数 的 存在 性 
的 证 明 是 这 个 素数 问题 的 最 为 困难 之 处 。 
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附录 ”补充 说 明 ”问题 和 习题 


下 面 的 大 多 数 问 题 是 给 程度 比较 好 一 点 的 读者 准备 的 ， 
这 些 题目 是 为 了 培养 独立 思考 的 能 力 ， 而 不 是 为 了 训练 平 党 
的 技巧 。 


算术 和 代数 


《1) 我 们 怎么 知道 (如 第 89 页 上 所 说 的 那样 ) 10 的 任 
意 次 容 都 不 能 被 3 整除 ?( 见 第 69 页 .) 

(2) 证 明 最 小 正 整数 原理 是 数学 归纳 法 定理 的 一 个 推 
论 . 〈 见 第 31 页 .) 

《3) 把 二 项 式 定理 用 到 (1 十 1)” 的 展开 式 , 证 明 

0C1 二 CT CI 二 十 C2 一 2"。 

*(4) 任 取 一 个 整数 x 二 abc*…*， 把 它 的 数码 加 起 来 
4 十 6 十 c*……, 从 z 中 减 去 这 个 数 ,在 所 得 的 结果 中 任意 去 掉 
一 个 数码 , 再 把 剩 下 的 数码 加 起 来 用 ww 表示。 如 果 我 们 只 知 
道 w, 能 不 能 找 出 一 个 规则 来 求 出 划 掉 的 数码 是 几 ? (w 一 0 
时 ,无 法 确定 .) 像 园 余 的 许多 其 它 简单 事实 那样 , 它 可 以 用 来 
编 一 个 很 好 的 谜语 . 

(5) 一 阶 等 差 级 数 是 这 样 一 系列 数 4a, a 十 d, 4 十 2d， 
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a 十 34,.….， 其 中 相 邻 两 项 的 差 是 一 个 常数 。 二 阶 等 差 级 数 
是 这 样 一 系列 数 my 42, a;,…， 其 中 差 un 一 a; 形成 一 阶 等 
差 级 数 。 类 似 地 , 阶 等 差 级 数 是 这 样 一 系列 数 ， 这些 差 形 
成 一 个 一 1 阶 等 差 级 数 。 证明: 整数 的 平方 是 一 个 二 阶 等 
差 级 数 ,并 用 归纳 法 证 明 整 数 的 次 竹 是 包 阶 等 差 级 数 ， 任 
意 一 个 序列 ,如 果 它 的 第 ”项 a。 可 以 表示 为 
co 十 ci 十 co 十 士 ckztk 

的 形式 , 这 里 这 些 < 是 常数 , 证 明 它 是 不 阶 等 差 级 数 。* 对 于 
一 2, 一 3 和 一 般 的 证明 这 个 命题 的 逆 命 题 . 

(6) 证 明 阶 等 差 级 数 的 前 项 的 和 是 一 个 《十 1 阶 等 
差 级 数 ， 

(7) 10296 有 多 少 个 因子 ? ( 见 第 39 页.) 

(8) 利用 代数 公式 

(2 + be + d= ac — bd + Cad + be)’, 
通过 归纳 法 证 明 : 任意 整数 + 一 we ……an， 如 果 所 有 这 些 a 
是 两 个 整数 的 平方 和 , 则 + 本 身 也 是 两 个 整数 的 平方 和 。 用 
2 二 1 十 1?,， 5 一 1 十 2，8 一 22 十 2 等 等 ,对 + 一 160， 
+ 一 1600, + 一 1300, + 一 625 来 验证 这 一 点 。 如 果 可 能 的 
话 ,对 这 些 数 给 出 几 种 木 同 的 (两 个 整数 平方 和 的 ) 表 示 . 

(9) 用 习题 (8), 由 给 定 的 一 些 毕 达 始 拉 斯 三 元 数 , 造 出 
一 个 新 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 。 

(10) 对 以 7, 11, 12 为 基底 的 数字 系统 ， 建 立 类 似 于 第 
53 页 的 那些 可 除 性 规则 . 

(11) 已 知 两 个 正 有 理 数 
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a Cc 
7 号 一 3 于 一 》 


pb” d 
证 明 不 等 式 + 汪 >s 和 ac 一 bd > 0 等 价 。 
(12) 已 知 两 个 正 数 +、s, 满足 x 二 s, 则 有 


及 


ts 
1 1 1 ” 
[+ 二 
(13) 如 果 = 是 任 一 复数 ,用 归纳 法 证 明 ; a" 十 二 可 以 
表 为 量 w 一 z 十 一 1 的 一 个 ”次 多 项 式 ， 〈 见 第 38 页 ) 


*(14) 简 记 Bi 一 cosq 十 isin pq， 我 们 有 
[EC(q9)]” = E(mg). 
利用 这 一 点 和 第 24 页 上 的 等 比 级 数 公式 ( 它 对 复数 也 成 立 ) 
证 明 : 
sn 十 sin2p 十 sin3p 十 .…. 十 sinzg 


一 eos(o + 之 ) 
cos— — cosln 二 一 

2 2 
一 一 ， 


2sin 
2 


十 cosqp 十 cos2p 十 cos3g 十 *** 十 cosng 
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(15) 在 第 30 页 习题 3 的 公式 中 ,如 时 找 们 记 人 
2 一 BEC)， 
将 得 到 什么 结果 ? 


解 析 儿 何 


仔细 研究 下 面 的 练习 ( 它 提供 了 一 些 图 和 数值 的 例子 ) 将 
有 助 于 掌握 解析 几何 的 要 点 。 假 设 读者 已 经 热 悉 了 三 角 学 中 
的 定义 和 简单 的 事实 ， 

把 直线 或 线段 看 作 带 有 从 它 的 一 点 到 另 一 点 的 方向 ， 这 
常常 是 有 用 的 ， 有 向 直线 PO (或 有 向 线段 PO) 意 味 着 这 直线 
(或 线段 ) 带 有 从 P 到 8 的 方向 ,一 条 有 向 直线 如 果 没 有 明确 
的 表示 ,将 认为 它 取 了 任意 一 个 确定 的 方向 ,但 对 有 向 x 轴 ， 
其 方向 将 取 作 从 0 出 发 到 带 有 正 * 坐标 的 点 的 方向 ; 对 有 向 
y 轴 也 类 似 。 必 须 而 且 只 须 有 向 直线 《或 有 向 线段 )》 有 相同 
的 方向 则 称 它们 是 平行 的 。 在 有 向 直线 上 的 一 条 有 向 线段 ， 
其 方向 可 以 用 这 线段 两 个 端点 的 距离 加 上 正 负 号 来 表示 ， 其 
正 , 负 号 按照 这 线段 和 这 直线 的 方向 是 相同 还 是 相反 而 定 .我 
们 希望 把 “线段 P0” 这 词 推广 到 PP 和 8 重合 时 的 情形 ,对 这 样 
一 个 “线段 ,我 们 必须 明确 规定 它 的 长 度 为 零 , 即 没有 方向 。 

(16) 证 明 : 如 果 已 (zyD 和 P(x2,y2) 是 任意 两 点 , 则 线 
段 PP; 的 中 点 PCxo, yo) 的 坐标 为 


tr ) 
0 2 » Jo 2 -a 
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更 一 般 地 , 如 果 PL 和 P; 是 不 同 的 点 , P, 在 有 向 直线 PP, 上 使 
有 向 长 度 的 比值 PP:PP 等 于 , 则 P 的 坐标 是 
zo — (1 — Ort kre, yo = (1— Ry +t ky, 

(提示 : 在 这 带 比 例 的 线段 上 作 两 条 平行 横 线 .7 

这 时 在 直线 P,P; 上 的 点 ,其 坐标 的 形式 是 

t= hx hx, ?7 一 My 十 43ya9 

这 里 和 十 2 一 1. 1 一 1 和 轨 一 0 分 别 表示 点 亚 和 点 尸 .和 
取 负 值 表示 点 在 PB 外 , % 取 负 值 表示 点 在 Pi 外， 

(17) 以 类 似 的 方式 用 的 值 来 说 明 直 线 上 点 的 位 置 。 

用 正 负数 来 表示 旋转 的 方向 ， 这 和 表示 距离 一 样 重要 . 
有 向 * 轴 旋 转 90° 后 和 有 向 > 轴 重 合 。 我 们 把 这 个 旋转 方向 
定义 为 正 的 . .在 通常 的 坐标 系 中 , 正 * 轴 指 向 右 方 , 正 ? 轴 指 
向 上 方 ; 这 是 反 时 针 意 义 的 旋转 。 现在 我 们 定义 一 有 向 直线 
4 到 男 一 有 向 直线 1 的 角 为 : 4, 变 成 平行 于 4 时 ， 转 过 的 角 
度 . 自然 , 这 角度 可 以 差 360° (一 周 ) 的 整数 倍 。 例如, 有 向 
* 轴 到 有 向 > 轴 的 角 是 90° 或 一 270° 等 等 。 

(18) 如 果 “ 是 有 向 * 轴 到 有 向 直线 1 的 角 , P,P 是 1 
上 任 两 点 , 4 表示 从 已 到 P; 的 有 向 距离 ,证 明 


XI Xl 


cosw C=- 六， 


，sine 一 内 一 四 


(#3 — Kk) sing = (ys — Yi) cosa, 


如 果 直 线 ! 不 和 x 轴 垂 直 , i 的 斜率 定义 为 
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m 值 与 直线 的 方向 无 关 ， 因为 ga 一 g(a 十 180°) 或 


i (1 CO) (ys — 1) 
等 价 地 说 i 


(19) 证 明 : 一 条 直线 的 斜率 到 底 是 零 . 正 的 、 或 负 的 ,这 
按照 过 原点 平行 于 它 的 直线 相应 地 是 在 * 轴 上 ,在 一 ,三 象限 
或 二 ,四 象限 而 定 . 

我 们 按照 如 下 的 办 法 来 区 分 一 条 有 向 直线 ! 的 正 侧 和 负 
侧 . 设 忆 是 不 在 ! 上 的 任 一 点 而 2 是 P 到 ! 上 的 垂 足 ，P 在 
! 的 正 侧 还 是 负 侧 按 ! 到 有 向 直线 OP 的 角 是 90° 还 是 一 90% 
而 定 。 

我 们 现在 确定 一 条 有 向 直线 ! 的 方程 。 我 们 过 原点 0 作 
! 的 垂 线 m, 取 mm 的 方向 使 mw 到 1 的 角 为 90°. 记 有 向 * 轴 到 
”了 9 的 角 为 8. 则 a 一 90° 十 pb,sinw 一 cospg,cosw 一 一 sinf。 
设 R 是 mw 和 /1 的 交点 ,坐标 为 +, y,。 我 们 用 4d 表示 有 向 直线 
m 上 的 有 向 距离 OR. 

(20) 证 明 4 是 正 的 必须 而 且 只 人 须 0 在 ! 的 负 侧 ， 

我 们 有 x 一 dcos8，y, 一 dsin8。 《和 习题 (18) 比 较 .) 
因此 (x 一)sina 一 (y 一 总 )cosa 或 

(x* 一 dcosp)cos8 一 一 () — dsing) sinp,. 
由 此 得 方程 
xcos8 十 ysin8 一 4 一 0. 
这 是 直线 1 的 法 式 方 程 。 注意 这 方程 和 ! 的 方向 无 关 , 因为 
方向 的 变化 将 改变 左边 每 一 项 的 符号 ,因此 方程 不 变 ， 
用 任意 因子 乘 这 法 式 方 程 的 两边 ， 我 们 得 到 直线 的 一 般 
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方程 ; 

ax 十 pb 十 < 一 0 
为 了 从 一 般 方程 倒 过 去 找 出 这 个 几何 意义 明确 的 法 式 方程 ， 
我 们 必须 乘 一 个 因子 ,使 前 两 个 系数 变 成 cos8 和 sin 8, 它们 
的 平方 和 等 于 1。 我 们 可 以 用 因子 1/Ve 十 居 乘 ,得 到 法 式 
方程 


a pb C 
一 -一 王 xy 十 一 -一 7》 十 一 一 一 一 0， 
AR 十 好 Vatb Vatpb 
于 是 有 | 


b sing, 


Vit 


= cosp, 


NE 
Vatph 


Z。 


a som 
Vet 

(21) 证 明 : (a) 把 一 般 方 程 化 为 法 式 方程 只 能 乘 因 子 
一 -一 或 一 二 | -. (5) 选 定 了 上 述 的 任 一 因子 就 决定 了 
Ma 十 于。 Vatoe 


这 直线 的 方向 。(<) 选 定 了 上 述 的 一 个 因子 后 ,原点 在 直线 的 
正 侧 \ 负 侧 还 是 在 这 有 向 直线 上 ， 是 按照 4 是 负 的 \ 正 的 还 是 
零 而 定 . 

(22) 直接 证 明 过 定点 P(xo,y。) ,斜率 为 wm 的 直线 的 方程 
为 

y 一 加 一 W(x 一 zo) 或 y 一 Wz 十 Yo 一 px 
证 明 过 两 个 定点 已 (zx 六), P(x2, y) 的 直线 的 方程 为 

(yg — IDx CO— #4) = tO— ry CO— yy). 
宣 线 (或 曲线 ) 与 * 轴 的 交点 的 * 坐标 称 为 这 线 的 一 个 
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xz~ 截 矩 , 对 )- 截 矩 有 类 似 的 定义 。 
(23) 用 一 个 适当 的 因子 去 除 习 题 (20) 中 的 一 般 方程 ,说 
明 直线 的 方程 可 以 写成 截 矩 式 


3 


a 
a pb 


这 里 a 和 2 是 *- 截 逢 和 》”- 截 矩 ， 何 时 出 现 例外 情形 ? 

(24) 用 类 似 的 方法 说 明 一 条 不 平行 于 > 轴 的 直线 的 方 

程 可 以 写成 斜 截 式 
7 一 Mt 十 0。 
《如果 直线 平行 于 7 轴 , 这 方程 可 写成 > 一“.) 

(25) 设 ax 十 by 十 c= 一 0 和 和 ax 十 by 十 c 一 0 是 两 条 
没有 方向 、 相 应 斜率 为 mw 和 wm’ 的 直线 ! 和 7 的 方程 .说 明 
1 和 / 是 平行 还 是 垂直 按照 (z) mw 一 入 或 mm 一 一 1 (5b) 
ab' 一 4b 一 0 或 ae' 十 2 一 0 而 定 .( 注 意 : 即使 直线 的 余 
率 不 存在 , 即 平行 于 > 轴 ,(2) 也 成 立 .) 

《26) 证 明 : 过 定点 Po(xo, yo) 平行 于 方程 为 

ax Tbyt+ec 0 
的 已 知 直线 1 的 直线 , 其 方程 为 ax 十 by 一 ax 十 byo。 证明 
对 过 P 垂 直 于 ! 的 直线 ,有 类 似 的 方程 bx 一 ay = bxo 一 ayo。 
(注意 : 如 果 ! 的 方程 是 法 式 , 则 上 述 每 一 种 情形 中 , 新 的 方 
程 也 是 法 式 ,) 

(27) 设 zcos8 十 ysinp 一 4 一 0 和 ax 十 Dy 十 c= 0 
是 同一 条 直线 1 的 法 式 方程 和 一 般 方程 。 证 明 从 ! 到 任 一 点 
Q(u; v) 的 有 向 距离 2 为 
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一 xphcosB 十 zsinp 一 2 


_ 44 十 00 十 < 
Yt 
而 % 是 正 的 还 是 负 的 按 点 8 在 有 向 直线 1 (i 的 方向 已 被 8 决 
定 或 被 Va 十 刀 前 面 选 择 的 符号 决定 ) 的 正 侧 还 是 负 侧 而 定 
(提示 : 写 出 过 9 平行 于 ! 的 直线 mw 的 法 式 方程 ,并 求 出 1 到 
m 的 距离 .) 
(28) 设 1(x,y) = 0 表示 直线 ! 的 方程 
ak 十 2 十 < 一 0， 
类 似 地 , 1'(x,y) 一 0 是 直线 7 的 方程 1 和 1 是 满足 4 十 * 
一 1 的 常数 ， 证 明 :如 果 ! 和 了 在 Pwo, yo) 相交 , 则 过 P。 
的 任 一 直线 的 方程 为 
Mx, y) + W(x, y) = 0. 
反之 亦 然 ; 而 且 每 一 条 这 样 的 直线 用 上 述 选择 的 一 对 数 4 和 
2" 唯一 决定 (提示 : PB 在 1 上 必须 而 且 只 须 Kxzo, y6) 一 axo 十 
by 十 < 一 0.) 如 果 ! 和 /是 平行 的 ， 上述 方 程 表示 什么 直 
线 ? 注意 ; 不 一 定 要 有 7 十 xX 一 1, 它 只 是 为 了 对 过 P, 的 每 
一 条 直线 给 出 唯一 的 方程 . 

(29) 用 上 面 习题 的 结果 求 出 过 ! 与 的 交点 P 和 男 一 
点 已 (xi， y) 的 直线 的 方程 (不 求 Pa 的 坐标 . (提示: 由 条 件 
Xx 和) 十 27x 1) 一 0,4 十 一 1. 求 出 1 和 4,) 通 
过 求 出 P, 的 坐标 ( 见 第 107 页 ) 来 验证 并 说 明 P, 在 所 求 出 的 
这 个 方程 的 直线 上 。 


h 
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(30) 证 明 : 直线 ! 和 夹 角 的 平分 线 的 方程 为 
Va bl,y) = +t Vetol(r,y). 
《提示 ;见习 题 (27). ) 如 果 ! 和 7 是 平行 的 ,这 方程 表示 什么 ? 
(31) 分 别 用 下 面 的 每 一 种 方法 求 线段 P,P; 的 垂直 平分 
线 的 方程 (a) 求 出 直线 P,P; 的 方程 , 找 出 线段 PP; 中 点 Po 的 
坐标 ， 求 过 P, 垂直 于 PP, 的 直线 的 方程 (2) 用 方程 表示 下 
列 事实 : ”垂直 平分 线 上 任 一 点 PC(x+, y) 到 P, 的 距离 (第 105 
页 ) 等 于 P 到 ,的 距离 。 把 这 方程 两 边 平方 再 化 简 . 
(32) 分 别 用 下 面 的 每 一 种 方法 求 过 三 个 不 共 线 的 点 
Pi, P;, P; 的 圆 的 方程 (a) 求 线段 PP 和 PsP; 的 垂直 平分 线 
的 方程 , 把 这 两 条 直线 的 交点 取 作 圆 心 , 求 出 它 的 坐标 ,把 半 
径 取 为 圆心 到 已 的 距离 , 求 出 半径 。(2) 这 方程 的 形式 必然 
是 x* 十 六 一 2ax 一 265y 一 ( 见 第 106 页 )。 由 于 上 述 三 个 
给 定点 在 圆 上 ,我 们 必须 有 
Xi 十 y 一 2axi 一 2by1 二 上 
x2 + yi— 2ax; — 2by; =k, 
好 十 好 一 2axs 一 25ys 一 ， 
因为 一 个 点 在 一 曲线 上 ， 必 须 而 且 只 须 它 的 坐标 满足 这 曲线 
的 方程 ， 从 这 联 立 方程 解 出 a, 6,%. 
(33) 求 长 轴 为 2p, 短 轴 为 29, 焦 点 在 Fle， 0) 和 F'(—e, 
0) (这 里 一 六 一 4 的 椭 贺 的 方程 。《 用 这 曲线 上 任 一 点 
到 FF 和 F’' 的 距离 + 和 rx’ 来 求 .) 按 椭圆 的 定义 ,r 十 ”一 21。 
用 第 106 页 的 距离 公式 说 明 
fr —7 (x+e)— (+—e) = 1exr, 
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由 ,7 一 r=(r +r)(r mr) = 2p(r —+), 
证 明 ” 一 + 一 2ex/p。 解 这 个 关系 式 和 7+ 十 + 一 2p, 求 出 重 
要 的 公式 


Wy 和 
由 于 ( 仍 用 距离 公式 ) 7? 一 (x 一 ce》 十 六 ,把 xr? 用 上 述 表 达 式 
(一 所 x 十 p) 代入 得 

(eprp (tp) 


把 它 展开 , 合并 ,用 p* 一 9 代替 。? 并 化 简 。 说 明 这 个 结果 可 
以 表示 为 


的 形式 . 
对 双 曲 线 同 样 进行 。 双 曲线 是 这 样 点 的 轨迹 :” 它 使 差 
7 一 +" 的 绝对 值 等 于 一 个 给 定 的 量 2p， 这 里 2 一 六 十 4， 
《34) 抛物 线 定义 为 这 样 点 的 轨迹 : 它 到 一 固定 直线 ( 准 
线 ) 的 距离 等 于 它 到 一 固定 点 (焦点 ) 的 距离 。 如 果 我 们 把 直 
线 * 一 一 a 取 作 准 线 ,把 F(a, 0) 取 作 焦 点 ,证 明 抛 物 线 的 方 
程 可 以 写成 y== 4ax. 


儿 何 作 图 


(35) 证 明 : 用 圆规 和 直 尺 不 可 能 作出 3? V4 
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以 5 .证 明 : 只 有 当 “ 是 一 个 有 理 数 的 三 次 方 时 ,MY a 才能 作 
图 .〈 见 第 182 页.) 

(36) 求 出 正 3. 2* 边 形 和 5 2" 边 形 的 边 长 并 找 出 相应 
的 一 系列 扩 域 的 特征 . 

(37) 证 明 用 圆规 和 直 尺 不 能 三 等 分 120° 和 30° 角 . ( 提 
示 : 在 30。 的 情形 ,所 讨论 的 方程 是 


423 一 3z 一 cos30° 一 pa 


通过 引进 一 个 新 的 未 知 数 x 一 V 3 z, 得 到 一 个 的 方程 ,如 
第 190 页 的 讨论 , * 是 不 可 作 图 的 .) 

(38) 证 明正 九 边 形 是 不 能 作 图 的 . 

(39) 证 明 : 一 个 点 pgCx，y) 对 于 以 原点 为 圆心 , > 为 半 
径 的 圆 的 反 演 p(x', y') 由 方程 


给 出 。 用 代数 的 办 法 求 出 用 *, 》 表示 x, 》 的 方程 . 

*(40) 用 习题 (39), 通过 分 析 证 明 : 全 体 直线 和 圆 反 演 
后 仍 是 直线 和 圆 。 并 用 习题 (39) 核 对 第 194 页 的 性 质 4a) 一 d) 
以 及 相应 于 图 61 的 那些 变换 , 

(41) 对 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 进 行 反 演 ,两 族 平行 于 坐 
标 轴 的 直线 * 一 常数 和 y 一 常数 ,将 变 成 什么 ?用 解析 几何 
和 不 用 解析 几何 对 此 给 出 回答 .( 见 215 页 ) 

(42) 你 自己 选择 一 个 简单 的 情形 进行 阿波 罗 尼 斯 作 图 ， 
试用 第 170 页 的 方法 从 分 析 上 来 解 。 
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射影 几何 和 非 欧 几何 


(43) 对 四 个 调和 的 点 进行 排列 ， 求 出 交叉 比 4 的 所 有 
1 
值 。 ( 答 : 1 一 一 1，2， 二 .) 


(44) 四 个 点 何 时 能 使 第 233 页 给 出 的 六 个 交叉 比 的 值 
有 某 些 是 共同 的 ?( 答 : 只 有 % = 一 1 或 1 = 1. 还 有 一 个 1 
的 虚数 值 , 对 它 2 ~ 一 站， 称 为 "等 反 调和 "交叉 比 ,) 
(45) 证 明 : 如 果 交 叉 比 (4BCD) 一 1, 则 C 点 和 妃 点 重 
合 . 
(46) 对 第 234 页 平面 交叉 比 证 明 这 些 命题 . 

(47) 证 明 : 如 果 P 和 P' 是 关于 某 个 圆 的 反 演 ,直径 4B 
和 PP' 共 线 ， 则 点 4，B, P, P' 形成 调和 交叉 比 (提示 : 用 第 
235 页 的 解析 表达 式 (2) ,把 圆 取 作 单位 圆 ，4B 取 在 坐标 轴 
上 ). 

(48) 对 三 个 点 已, P, P;, 求 出 第 四 个 调和 点 的 坐标 。 如 
果 P 移 到 P,P, 的 中 点 ,将 会 怎样 9( 见 第 235 页 .) 

*(49) 用 丹 德 林 球 来 发 展 圆锥 截 线 理论 。 特别 是 证 明 : 
所 有 的 二 次 曲线 (除了 圆 ) 全 是 如 下 的 点 的 几何 轨迹 ， 它 到 一 
个 定点 和 一 条 定 直线 / 的 距离 的 比 是 一 常数 不 之 工时 
是 双 曲 线 , 一 1 时 是 抛物 线 , < 1 时 是 椭圆 直线 ! 是 二 
次 曲线 所 在 平面 和 丹 德 林 球 与 圆锥 相遇 的 圆 所 在 平面 的 交 线 
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(由 于 圆 没 有 这 个 特点 ,除非 把 它 看 作 极限 情形 ); 因 此 把 这 个 
性 质 作 为 二 次 曲线 的 定义 ,就 不 是 十 分 合适 的 ,虽然 有 时 候 是 
这 么 作 的 ,) 

(50) 讨论 :“ 一 个 即 看 成 点 曲线 又 看 成 直线 束 曲 线 的 二 
次 曲线 是 自 对 偶 的 "。( 见 第 273 页 .) 

*(51) 用 图 73 的 三 维 图 形 通 过 取 极 限 来 证 明 平 面 上 的 
笛 沙 格 定理 。( 见 第 228 页 .) 

*(52) 空间 中 给 定 四 条 斜 插 的 直线 ， 能 夯 多 少 条 直线 和 
它们 相交 ? 如 何 刻 划 它 们 ? (提示 : 过 三 条 给 定 直 线 作 一 单 
叶 双 曲面 , 见 第 227 页 .) 

*(53) 如 果 庞 加 菜 圆 是 复 平面 上 的 单位 圆 , 则 两 点 aa， az 
和 过 这 两 点 的 "直线 " 与 单位 圆 相交 的 两 点 wis wa 定义 了 一 个 


交叉 比 2 一 : 也 一 全 它 按 第 135 页 习题 8 是 实数 ， 按 


定义 它 的 对 数 是 x 到 z; 的 双 曲 距离 。 

*(54) 通过 一 个 反 演 变换 把 庞 加 莱 圆 变 到 上 半 平 面 、 对 
这 上 半 和 平面 ， 直 接 或 借助 于 上 述 反 滨 给 出 庞 加 莱 模型 和 它 的 
性 质 . 〈 砚 第 291 页 .) 
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(55) 对 五 个 正 多 面体 和 其 它 一 些 多 面体 验证 欧 拉 公 式 。 
进行 相应 的 平面 网 化 简 . 
“(56) 在 欧 拉 公式 的 证 明 中 (第 307 页 ) 通过 不 断 地 应 用 
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两 个 基本 的 步骤 ， 我 们 把 平面 上 任意 三 角形 网 化 为 一 个 由 一 
个 三 角形 组 成 的 网 , 对 它 有 了 一 下 十 下 一 3 一 3 十 1 一 1 
我 们 怎么 能 保证 最 后 不 会 出 现 一 对 没有 公共 顶点 的 三 角形， 
使 得 了 一 下 十 下 一 6 一 6 十 2 一 2? (提示 : 我 们 可 以 假设 
原来 的 网 是 连通 的 ， 即 可 以 从 任 一 顶点 沿 着 网 上 的 边 到 达 任 
何其 它 的 顶点 。 说明 在 这 两 个 基本 步骤 下 , 这 个 性 质 不 受 破 
坏 )， | 

《57) 在 网 的 化 简 中 我 们 只 人 允许 两 个 基本 的 步 又。 是 不 
是 可 能 在 某 一 步 出 现 这 样 的 情形 : 有 一 个 三 角形 它 和 网 中 其 

它 三 角形 只 有 一 个 顶点 是 公共 的 ? 〈 造 一 个 例子 .) 这 将 要 求 

第 三 个 步骤 : 消去 两 个 顶点 ,三 个 边 和 一 个 面 , 这 是 否 影响 证 
明 ? 

《58》 能 不 能 用 一 个 宽 橡 皮 图 在 扫 帅 把 上 缠 三 图 ,使 得 皮 
带 在 扫 需 把 上 是 平 的 , 即 不 拧 转 这 皮带 2 (当然 , 这 橡皮 图 本 
身 必须 在 茶 处 交 又 )， 

《59) 说 明 对 一 个 挖 掉 中 心 的 圆 盘 可 以 存在 一 个 没有 不 
动 点 的 自身 连续 变换 . 

*(60) 圆 盘 上 每 一 点 沿 某 一 固定 方向 平移 一 个 单位 ， 这 
样 一 个 变换 显然 没有 不 动 点 。 当然 , 这 不 是 圆 盘 到 它 自身 的 
变换 ,因为 某 些 点 将 变 成 贺 盘 外 的 点 .在 这 时 , 第 327 页 ( 基 
于 变换 P 一 P*) 的 讨论 为 什么 不 成 立 ? 

(61) 假设 我 们 有 一 个 橡皮 内 胎 , 里 边 涂 上 白色 , 外 面 涂 
上 黑色 。 能 不 能 通过 挖 一 个 小 洞 , 变形 , 再 补 上 这 个 小 洞 , 把 
这 内 胎 翻 过 来 使 里 边 是 黑 的 而 外 边 是 白 的 ? 
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，#(62) 为 了 说 明 在 三 维 空间 中 没有 “四 色 定 理 ”， 证 明 : 
对 任意 的 数 *， 在 空间 存在 = 个 实体 ， 每 一 个 都 和 其 它 的 接 
触 . 

*(63) 用 一 个 真正 的 圆 环 面 (内 胎 , 铁 环 ) 或 用 带 有 同一 
的 边界 的 一 个 平面 区 域 (图 143)， 作 一 个 由 七 个 区 域 组 成 的 
地 图 ,使 得 每 一 个 区 域 都 和 其 余 的 接触 ， 

(64) 图 118 的 4 维 四 面体 由 五 个 点 a, 2 cy 4,。 组 成 ， 
每 个 点 和 其 它 四 个 点 相连 。 即使 这 些 连 线 可 以 是 曲线 , 在 平 
面 上 这 图 形 也 不 能 画 成 如 下 形式 : 这些 连 线 中 没有 两 条 是 相 
交 的 。 另 一 个 十 个 连 线 的 构 形 , 在 平面 中 不 能 画 成 如 下 形式 : 
有 六 个 点 ae bg c，a ,b,c ， 其 中 44,5,c 的 每 一 个 点 与 4'， 
b', c' 的 每 一 个 点 都 不 交叉 地 相连 。 用 试验 验证 这 一 点 。* 以 
若 当 曲 线 定理 为 基础 , 试 给 出 一 个 证 明 ( 人 们 已 经 证 明了 : 任 
何 由 点 和 直线 组 成 的 构 形 ,如 果 不 能 在 平面 上 不 交叉 地 表示 ， 
则 必然 包含 这 两 个 构 形 之 一 为 其 一 部 分 )。 

(65) 取 三 维 四 面体 的 六 个 边 形成 一 个 构 形 再 加 一 条 直 
线 连接 两 个 对 边 的 中 点 (四 面体 的 两 个 边 如 果 没 有 公共 端点 ， 
就 称 为 是 对 边 )。 证 明 这 个 构 形 等 价 于 前 面 习题 中 所 说 的 一 
个 。 


*(66) 设 p, 4, y 是 符号 E 的 三 个 端点 ,这 符号 移动 基 个 
距离 后 给 出 另 一 个 符号 , 端点 为 p ,9 ,+ 。 能 不 能 用 三 条 
曲线 连 ? 和 yp',4 和 4g ，7 和 + ,使 得 它们 彼此 不 相交 同时 也 
不 和 这 两 个 符号 互相 交 ? 

如 果 我 们 绕 正 方形 转 一 周 , 我 们 将 四 次 改变 方向 ,每 次 转 
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90"， 整 个 是 A 一 360"。 如 果 我 们 绕 三 角形 转 一 周 , 由 初等 
几何 知 这 A 一 360。。 

《67) 证 明 : .如 果 C 是 任 一 简单 闭 多 边 形 , 则 A 二 360° 
《提示 : 把 C 的 内 部 分 为 一 些 三 角形 ,然后 按 第 307 页 那样 抹 
掉 边界 的 线段 。 设 这 一 系列 的 边界 是 B,，B:，B:， ……，B。， 
则 B, 一 C 而 Bs 是 一 个 三 角形 。 证 明 : 如 果 Ai 对 应 于 Bi, 则 
Ai 一 A;-_1). . 

*(68) 设 C 是 任 一 简单 闭 曲 线 , 带 有 连续 转动 的 切 向 量 ， 
如 果 A 表示 当 我 们 绕 曲线 转 一 周 时 ， 切 线 的 角度 的 总 变化 。 
证 明 在 这 也 有 A 一 360° (提示: 设 P,Pi,P,*… 是 把 C 分 为 
很 短 的 几乎 近似 于 直线 段 的 分 点 。 设 C; 是 由 线段 PP,， 
PP PP 和 原来 的 弧 PiPir,***, PsPo 组 成 的 曲线 . 则 
Co 一 0 而 C, 是 由 直线 段 组 成 的 。 证 明 A; 一 Ar 再 用 上 
面 习题 的 结果 )。 这 对 图 55 的 旋 轮 线 适用 吗 ? 

(69) 证 明 : 如 果 把 第 336 页 克 莱 菌 瓶 的 图 中 的 所 有 四 
个 箭头 全 变 成 顺 时 针 方 向 ,这 时 形成 的 曲面 等 价 于 一 个 球面 ， 
但 其 上 一 个 圆 盘 用 一 个 交叉 幅 代 替 〈 这 曲面 拓扑 等 价 于 射影 
几何 的 扩充 平面 ). 

(70) 图 142 的 克 莱 菌 瓶 可 以 用 一 个 平面 切 成 对 称 的 两 
半 , 证明 这 是 两 个 莫 比 乌 斯 带 . 

*(71) 在 图 139 的 莫 比 乌 斯 带 中 ， 把 每 一 条 模 线 肌 的 丙 
个 端点 同一 .证明 这 与 克 莱 菌 瓶 拓 扑 等 价 . 

一 直线 段 上 所 有 可 能 的 有 序 点 对 (两 点 重合 或 不 重合 ) 按 
如 下 的 意义 形成 一 个 正方 形 。 如 果 这 对 点 用 它们 到 一 个 端点 
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4 的 距离 *，? 确定 ， 则 有 序 对 (x, y) 可 以 看 作 是 正方 形 中 
一 点 的 直角 坐标 。 

所 有 可 能 的 无 序 点 对 ( 即 (x 上) 和 (y， :) 认为 是 一 样 的 ) 
形成 一 个 曲面 5, 它 与 正方 形 拓扑 等 价 。 为 了 看 到 这 一 点 , 我 
们 选择 这 样 的 表示 : ”如 果 * < y, 我 们 取 靠 近 4 的 点 为 第 一 
个 。 这 样 的 5 是 所 有 这 样 的 (x, y) 组 成 的 集 : 或 * 小 于 y 
或 * 一 y。 利 用 直角 坐标 系 , 它 给 出 了 平面 上 以 (0, 0), (0， 
1), (1, 1) 为 顶点 的 三 角形 . 

*(72) 第 一 点 属于 一 条 直线 ,第 二 点 在 一 个 圆 的 贺 周 上 ，- 
所 有 这 样 的 有 序 点 对 形成 什么 曲面 ?〈 答 : 一 个 圆柱 面 . ) 

(73) 在 加 上 的 所 有 有 序 点 对 形成 什么 曲面 ?( 答 : 一 个 


圆 环 面 .) 
*(74) 0 ii 〈 答 :一 
个 莫 比 乌 斯 带 .) | 


(75) 这 里 介绍 一 种 把 硬币 放 在 大 圆桌 面 上 的 游戏 :4 
和 两 人 轮流 在 桌 上 放 硬 币 。 这 些 硬币 彼此 不 必 挨 着 ， 每 个 
硬币 可 以 放 在 桌子 上 任何 一 个 地 方 ， 只 是 不 许 超出 桌子 的 边 
缘 , 也 不 许 压 在 桌面 上 已 有 的 硬币 之 上 。 一 个 硬币 一 旦 放 好 
就 不 许 再 动 。 直到 这 桌子 布 满 了 许多 硬币 ,使 得 没有 空隙 能 
再 放下 另 一 个 硬币 为 止 。 谁 设法 放下 最 后 一 个 硬币 谁 就 获 
胜 。 如 果 4 先 放 , 证 明 : 只 要 他 不 出 错 , 那么 不 管 B 怎 么 放 ， 
4 一 定 能 获胜 . \ 

(76) 如 果 在 习题 (75) 的 游戏 中 ,桌子 是 图 125 中 4。 的 形 
状 ,证 明了 总 能 赢 
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函数 、 极 限 和 连续 性 


(77) 求 第 167 页 上 比值 08 : 48 的 连 分 数 展开 式 ， 

(78) 证 明 序列 a 一 V2, arn 一 V2 十 a 是 以 B 一 2 
为 界 的 单调 递增 序列 , 因而 有 极限 。 证 明 这 个 极限 必 是 数 2。 
( 见 第 170 页 和 第 422 页 ) 

， “*(79) 用 类 似 于 第 412 页 及 其 以 后 所 用 过 的 那些 方法 ， 
试 证 : 若 给 定 任意 光滑 闭 曲 线 ,总 可 以 作出 一 个 正方 形 ,其 边 
和 这 曲线 相 切 。 

如 果 连 接 函 数 图 象 任意 两 点 的 直线 段 的 中 点 在 图 象 的 上 
方 ， 那 么 函数 x = f(x) 叫 作 凸 的 。 例如, zx 一 ce* (图 278) 是 
凸 的 ,而 w 二 Inx (图 277) 不 是 。 

《80) 证 明 函 数 x = f(x) 是 凸 的 必须 而 且 只 须 


f(x) + fx) > /2 士 二 )， 


其 中 等 式 只 对 一 x; 成 立 。 
*(81》 证 明 对 于 是 函数 ,有 更 一 般 的 不 等 式 
Lfx1) + bfx2) 2 Nx + 2xs) 
成 立 ,其 中 5， 轧 是 使 和 十 和 一 1 且 生 过 0 之 0 的 任意 
两 个 常数 。 这 等 价 于 这 样 的 命题 , 即 在 连接 图 象 两 点 的 线段 
上 ,没有 位 于 图 象 下 面 的 点 。 
(82》 利 用 习题 (80) 的 条 件 , 证 明 函 数 x 一 M1 十 ** 和 
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x 一 二 (* > 0) 是 凸 的 , 即 对 于 正 的 二 和 zx, 有 


2 
3 


titVite > ir (sts) 

2 2 
荆 仁 + 七 > -2 
2 Xl V2 Xi 十 XxX; 

《83) 同样 可 证 当 x > 0 时 ,x 一 和 ,wx 一 妇 是 凸 的 ， 当 


<x 委 2r 时 ,xz 一 sinx; 当 0 + 地 时 ,4 一 馈 x; 以 及 


当 |x| 壹 1 时 , 4 一 一 V1 一 2 都 是 凸 的 。 


极 大 与 极 小 


” (84) 如 果 假 设 这 条 路 径 和 两 条 给 定 直线 相遇 次 ( 见 第 
430 页 )， 求 图 178 中 P 和 9 之 间 长 度 最 短 的 路 径 . 

(85) 如 果 路 径 要 求 按 已 知 顺序 和 三 角形 的 各 边 相 遇 , 求 
锐角 三 角形 内 , P 和 9 两 点 间 的 最 短 连 线 ，( 见 第 430 页 .) 

(86) 画 等 高 线 ,验证 : 对 边界 处 于 同一 等 高 线 的 三 连通 
区 域 的 曲面 ， 至 少 有 两 个 鞍点 存在 ( 见 第 448 页 )。 再 次 排除 
曲面 的 切 平面 沿 整 条 闭 曲 线 是 水 平 的 情形 . 

《87) 以 任意 两 个 正 有 理 数 4a 和 5b 开始, 一步 一 步 地 组 成 
数 对 sor 一 Men br， Dnt 一 于 (on 十 2)， 证 明 它 们 确定 了 
一 个 区 间 套 序列 ( -> co 时 的 极限 点 ,就 是 所 谓 的 w 和 页 的 
算术 几何 平均 值 ,在 高 斯 早期 研究 中 它 起 过 很 大 作用 )。 
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《88) 求 图 219 内 的 整个 图 象 的 长 度 ,并 且 和 两 条 对 角 线 
的 总 长 度 作 比 较 ， 

*(89) 研究 由 四 点 41,， 4;，A;3，A44 形成 图 216 或 218 的 
情形 的 条 件 。 

*(90) 求 存在 不 同道 路 网 (满足 角度 条 件 ) 的 五 点 系统 。 
它们 之 中 只 有 某 些 个 能 产生 相对 极 小 ( 见 第 468 页 )。 

(91) 证 明 施 瓦 茨 不 等 式 
(ti 十 十 qx6r 志 (十 十 42) (十 …… 十 52) 
对 任何 一 组 的 数 对 a;, b; 成 立 ; 证 明 等 号 仅 当 这 组 a; 和 这 组 
5i 成 比例 时 成 立 ( 提 示 : 推广 习题 (8) 的 代数 公式 )。 

*(92) 用 *# 个 正 数 x,……, xs， 我 们 作 54， 

St = xx rit)/ CK 
其 中 符号 “十 ……” 是 指 这 些 量 取 个 的 组 合 的 所 有 乘积 (有 
Cx 个 ) 相 加 ， 然 后 证 明 
oe 

其 中 等 号 仅 当 所 有 的 量 x; 相等 时 才 成 立 。 

(93) 当 二 3 时 ,(92) 中 的 这 些 不 等 式 表 明 对 于 三 个 正 
数 4a,5,c 有 
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由 这 个 不 等 式 可 推出 立方 数 的 什么 样 的 极 值 性 质 ? 

*《94) 求 连接 两 点 4 和 BB， 且 与 线段 48 一 起 含有 规定 
面积 的 最 短 曲 线 弧 .《 答 : 这 个 弧 必 是 贺 弧 .) 

*(95) 给 定 两 个 线段 4B 和 4 8', 求 连接 4 到 8 的 弧 和 
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4' 到 B' 的 另 一 条 弧 , 要 使 这 两 条 弧 和 两 个 线段 一 起 含有 规定 
.的 面积 ,并 且 总 长 最 短 。( 答 ; 这 是 相同 半径 的 两 个 圆 弧 ) 

*(96) 对 任意 若干 个 线段 48B, 4'8', 等 作 同 样 的 讨论 ， 

*(97)》 在 交 于 0 点 的 二 直线 上 分 别 求 两 点 4 和 了， 并 且 
用 一 个 最 短 的 弧 连 接 4 和 8B， 使 得 它 和 直线 所 包含 的 面积 为 
规定 的 面积 。( 答 ; 这 是 垂直 于 这 两 条 直线 的 一 个 圆 弧 .) 

*(98) 同一 个 问题 ,但 现在 是 所 包含 区 域 的 整个 周 界 , 即 
弧 加 04 加 0B 是 最 短 的 。( 答 : 解 由 切 这 二 直线 且 向 外 凸 
的 贺 弧 给 出 .) 

*(99) 对 若干 个 角度 扇形 讨论 同样 的 问题 ， 

*(100) 证明 在 图 240 内 逼近 平面 的 曲面 并 不 是 平面 , 除 
非 稳定 曲面 在 中 心 。 注意 : 从 分 析 上 求 出 或 刻 划 这 个 曲面 ， 
这 是 一 个 向 人 们 挑战 的 没有 解决 的 问题 ， 对 于 图 251 中 的 曲 
面 同 样 是 如 此 。， 在 图 258 内 , 我 们 实际 上 有 12 个 对 称 平面 ， 
它们 在 对 角 线 上 相交 成 120。。 

建议 另外 作 一 些 肥 皂 膜 实验 。 对 于 比 三 个 更 多 的 连接 
棒 , 作 图 256 和 257 所 述 的 实验 。 研究 空气 趋 于 零 时 体积 航 
极限 情形 。 对 非 平行 平面 或 其 它 曲面 作 实 验 . 吹 胀 图 258 能 
立方 体 的 泡 , 直 到 它 填 满 整 个 立方 体 ,并 且 凸 出 过 楼 线 。 然 导 
把 空气 再 吸 尽 ,把 过 程 倒 过 来 。 

*(101) 求 总 周 长 一 定 且 面 积极 小 的 两 个 等 边 三 角形 ， 
[ 答 : 三 角形 必须 是 全 等 的 (利用 微 积分 )。 ] 

*(102) 求 总 周 长 一 定 且 面 积极 大 的 两 个 三 角形 。 ( 答 : 
一 个 三 角形 退化 为 点 ; 另 一 个 必 是 等 边 的 ,) 
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*(103) 求 总 面积 一 定 且 有 极 小 周 长 的 两 个 三 角形 ; 
*(104) 求 总 面积 一 定 且 有 极 大 周 长 的 两 个 等 边 三 角形 。 


微 ” 积 分 


(105) 直 接应 用 导数 的 定义 , 即 作 差 商 , 变 形 ,直到 很 容易 
通过 代 换 zx 一 * 得 到 极限 ( 见 第 545 页 ), 微 分 函数 


i A 上 


Y 一 


(106) 证 明 函数 y 一 。 ,其 中 一 0 时 , 令 》 = 0 在 
x 一 0 处 它 的 所 有 各 阶 导数 都 是 零 。 

(107) 证 明 习 题 (106) 的 函数 不 能 展 为 泰勒 级 数 。( 见 第 
625 页 ) . 
(108) 求 曲 线 y= 和 y=xe ”的 拐点 (1”(x) 
a ne 
(109) 证 明 对 于 有 7# 个 不 同根 x,，x2,"…xs 的 多 项 式 
1(x), 有 


fA Tl 
f(x) fx x 


*(110) 利用 积分 作为 一 个 和 的 极限 的 直接 定义 ,证 明 当 
2 一 co 时 , 有 


1 1 1 
n (二 + 
全 nn 22 十 7 Na 十 和 2 4 
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*(111)》 用 类 似 的 方法 证 明 

和 (i 三 十 sn 人 十 … .十 sin22] 一 cosp 一 工 

(112) 在 大 范围 的 坐标 纸 上 画 图 276， 并 且 计 算 阴 影 面 
积 的 小 正方 形 , 求 出 * 的 一 个 近似 值 . 

(113) 利用 第 575 页 的 的 数值 计算 公式 (7)， 计 算 =， 


使 其 容许 精确 度 至 少 为 i 


(114) 证 明 : ce” 二 一 1.( 见 第 627 页 .) 
(115》 一 给 定形 状 的 曲线 按 比 例 1 : x 扩大， 记 L(x) 和 
4(z) 为 扩大 曲线 的 长 度 和 面积 ， 证 明 当 > 一 oo 时 ， 


L(x) > 
pA 


一 一 1 = v _LC) 
更 一 般 , 如 果 上 > 亏 ， 当 * 下 9 时 ，- 了 一 0， 用 贺 ， 正 


方形 和 * 椭 圆 验 证 。( 面 积 较 周 长 为 更 高 的 数量 级 。 见 第 614 


页 .) 
《116)》 指数 函数 常 组 合 如 下 : 


“一 由 xz 一 于 (一 后， 


9 一 chx 一 1 (e* 十 ec) 


2. 
x -—* 
ex 一 上 
w= thr™= 2 
e*+e”* 


它们 分 别 叫 作 双 曲 正弦 , 双 曲 余弦 以 及 双 曲 正切 。 这 些 函 数 
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与 三 角 函 数 有 很 多 类 似 的 性 质 ; 它们 借助 于 双 曲 线 
ww—=l1 

连 系 在 一 起 ,就 如 w = cosx 和 vwv 一 sin* 由 圆 w 十 一 1 述 

系 在 一 起 一 样 。 读 者 应 该 证 明 下 面 的 事实 并 与 三 角 遂 数 的 对 

应 事实 比较 : 


Dehx = shr, Dshx = chx, Dthx~—t, 
chix 


sh(x++ zx)=shx:chx tchx. shx’, 
ch(x++x)=chx:chx + shr. shx’, 
这 些 函 数 的 反 函 数 叫 作 
X 一 arcsh zx 一 ln(x + Vet 1); 
xz 一 arcch y 一 In(v 二 Wi 一 1) (> T)， 
它们 的 导数 由 下 述 公式 给 出 : 


Darcsh zx 一 1 
Vlitw 

1 3 

Darcchy = -一 一 一 一 
纪 一 工 


Dh (lol| > 1)， 


i? 
(117) 在 欧 拉 公式 的 基础 上 ， 验 证 双 曲 函数 和 三 角 函 数 
之 间 的 相似 性 。 
*(118) 类 似 于 习题 (14) 关 于 三 角 函 数 的 公式 , 求 
shx 十 sh2x 士 …' 十 shzax 
以 及 | 
方 十 中 s 十 由 2z 十 hn 


的 简单 求 和 公式 。 


积 分 法 


第 572 页 的 定理 ,把 函数 f(x) 在 积分 限 a 和 4 之 间 的 积 
分 问题 转化 为 求 f(x) 的 原 函 数 G(z) ( 即 满足 G'(x) 一 jx) 
的 一 个 函数 )， 然 后 积分 就 是 简单 的 差 G(6) 一 G(a)， 这 些 
原 函 数 ,是 由 f(x) 决定 的 ( 除 一 个 附加 的 常数 外 ), 名 叫 "不 定 
积分 ,并 且 习惯 上 用 没有 积分 限 的 记 法 


GO | re 


表示 《这 个 记 法 对 于 初学 者 会 引起 误解 ; 见 第 571 页 的 说 
oy bas 

每 一 个 微分 公式 都 得 到 一 个 不 定 积分 问题 的 解 ， 这 只 要 
简单 的 倒 过 来 看 成 积分 公式 即 可 。 我 们 可 以 利用 两 个 重要 的 
法 则 来 稍微 推广 这 个 经 验 手 续 ,这 两 个 法 则 不 是 什么 新 东西 ， 
只 是 等 价 于 复合 函数 以 及 函数 乘积 的 微分 法 。 它 们 的 积分 形 
式 叫 作 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 . 

4) 第 一 个 法 则 是 由 复合 函数 微分 法 公式 得 来 的 ， 

H(u) = G(x), 


其 中 

z= pu) 和 2 一 pc) 
假定 它们 彼此 互 为 函数 ， 并 且 在 所 考察 的 区 间 内 是 唯一 确定 
的 . 那么 有 | 


9 664。 


(Co 一 CP). 


如 果 
G'(#) = /Co， 
可 写成 
G(x) 一 | fx)dx, 
也 就 是 
G's)p'u) = Hu), 
”这 样 ,利用 上 面 关于 妨 (z) 的 公式 的 结果 ,等 价 于 
HOG) ~ | 1 Ca 
又 因为 H(u) = G(%), 
GO) UZ | KeCO)wCoan 


用 菜 布 尼 兹 记 法 ( 见 第 565 页 ), 这 个 公式 可 写成 很 具 启 示 性 
的 形式 


[War 一 jxe 宇 "du, 


这 是 指 符 号 dx 可 以 用 符号 了 .du 代替 ， 好 像 i 和 du 都 


是 数 , 而 人 是 一 个 分 数 那样 。 
我 们 用 几 个 例子 来 说 明 公式 GD) 的 应 用 。 
SE [- 二- du、 我们 从 公式 (D 的 右 端 开始 , 作 代表 


+ 一 Inu 一 y(n)， 那 么 用 (4) 一 土 ， f(x) 一 二; 因此 
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.一 1 人 笃 - inx， 


| se 
ulna 


两 端 同时 微分 ,可 以 验证 这 个 结果 。 我们 从 
1 
ulnu 
很 容易 说 明 这 是 对 的 . 
b) J= | aguan 一 | tan. 令 x+ 二 sinz = 二 (x)， 则 


d 
一 一 (lnlnz 
人 ( ) 


pu) = cosu, f(x) = x 


因此 

] 一 人 位 一 lnx 
或 

| ctg udu 一 In sin u, 
这 个 结果 仍 可 用 微分 法 验证 . 
c) 一 般 , 如 果 我 们 有 一 形 如 
~ { 史 Co) 
"| su) 人 


的 积分 ,我 们 令 x 一 J(n), f(x) 一 z+, 并 且 求 


J -和 = Inx = lnf(u),. 
汉 
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d)] J 一 | 各 zeoszar. 设 sinx 一 zx, 则 cosx 一 笃 . 
x 


入 


e) 7 一 | 至 ww， 令 lnz 一 zx， 则 土 一 些 ， 那么 
2 u du 


下 面 这 些 例子 是 从 左 端 开始 用 公式 (1). 
日 ] 一 |- 宪 , 令 Vz 一 wu 那 和 x 一 wr 且 


x 


CU 


因而 


1— [T2404 一 2 一 2Vz， 
了 


g) 利用 代 换 x 一 au, 其 中 是 常数 ,有 


7-| dx -| 要 :二 : 1 du 
十 和 du a 1l+w 


-| et 人 
.11+t，w a > 


h)J= [Vi 一 xz2dx。 令 zx 一 cost, 和 ~ — sin zx。 


u 


那么 J 一 一 | udu 一 一 | du 
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a 2 
| 2 4 


利用 sin 2u — 2 sin ucosu 一 2cosu V1 — cosih cosz%w， 我 们 有 


“ Wp > 一 于 
Ml. 
I 
udu 
0 C9 | er 
(120) | wu. (125) | AVI 十 下 dt. 
121 126) | 二 十 上 7 
Ca | ( ) | 7 和 二“ 
(122) | rp (127) | 
(123) | 二 22. (128) feos" ~ sint* di 
(129) 证 明 | 全 一 一 arc 由 二 ， 
| GO arc 
ax 


B) 乘积 的 微分 法 则 是 ( 见 第 556 页 ) 
(p(x)g(x)) = p(x)q'(x) + p(x)q(*), 


可 以 写成 积分 形式 : 
pnD4(9 = | pg a + | pC)9 Cas 
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(GD (pg Car a ~ [Cad ， 
这 个 公式 叫 作 分 部 积分 法 ， 当 被 积 函数 可 以 写成 形 如 
bx)4"(x) 的 乘积 , 且 其 中 9(x) 的 原 函 数 g(x) 已 知 时 ,这 个 
法 则 是 很 有 用 的 在 这 种 情形 ,公式 (ID 把 求 p(x)q (x) 不 定 
积分 的 问题 转化 为 求 函数 p(x)q(x) 的 积分 , 而 解 记 一 个 积 
分 常常 比较 简单 。 

例 : 


a) 7 ~ | um xzar. 令 p(x) 一 lnx,，9qg (lx) 一 1， 于 是 - 


9g(z) 一 x， 那么 由 (HI) 导出 


ze 一 YXlny 一 | 三 A lh 一 Ee 


b) j= | cxar. 令 p(x) 一 Inx， g(x%) 一 wy 那么 


c)J= [esin xdx。. 这 里 我 们 令 


px) = +, g(x%) = — cosx, 


并 且 求 
jE sin xdx = 一 和 cosy 十 sin xy。 


利用 分 部 积分 法 计算 下 列 积分 
(130) | ar- (131) rlnxas (a C—1), 
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(132) | ecoszar。( 握 示 : (ID 应 用 两 次 .) 
(133) ee (提示 : 利用 习题 (130).)。 


.用 分 部 积分 法 计算 积分 | sarxdx, 可 导出 一 个 用 无 穷 乘积 表 
示 = 的 值得 注意 的 式 子 。 为 此 ,我 们 把 函数 sin"x 写成 


m—1 


sin X。 sinx 


的 形式 , 并 且 在 积分 限 0 和 > 之 间作 分 部 积分 。 则 得 有 公 


式 


% Li 
也 上 
| sinmxdx 一 《mp 一 D|， sin™™? vecos? xdx 
0 
TT 


一 一 (7 一 DT sin™xdx 十 (2 一 D 人 sin”™2xqdx 


| sinmxdx 一 | sarar， 
这 是 因为 (ID) 的 右 端 第 一 项 pCx)g(x), 当 x* 值 为 0 与 本 时 等 


于 零 . 反复 使 用 最 后 的 公式 ,对 


1» 一 | sin” xdx 
( 当 台 是 奇数 或 偶数 时 ,公式 是 不 同 的 ) 可 得 如 下 值 ; 


22 一 1.22 一 3... 


.Js 一 
2n 272 一 2 


1 Zz 
2 
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2z .2 一 2...2 


22 十 1 2 一 1 3” 


Ja 一 


因为 当 0 <x* 二 工时 ;0 二 sinx 二 1, 所 以 


sin2 lr > sin”™x > sin’"t!x, 


从 而 ( 见 第 537 页 ) 
Tn-i > Tzn > Tznt1s 


或 
Tn 一 2 > Tn_ > 1, 
Tznts Tantl 
把 上 面 计算 的 1;,-; 的 值 代 人 这 最 后 一 个 不 等 式 ,我 们 有 
22 十 1~ 工 -3 “3.5.5.7.……(22 一 1)(22 一 1)(22 十 1) 
7 2.2.4.4.6.6...(22)027) 


。 工 二 1. 
2 


今 让 =” -~> co 并 取 极 限 , 则 中 间 项 趋 于 1, 因此 得 到 关于 二 的 


0 
过 2.2.4.4.6.-6...22 .22... 
2 1.3.3.5.5.7...(27 本 一 1).(22 十 1) 


2 (Wb) 当 
[C22)1]: (C22 +1) 


一 lin 7 一 > Co 。 
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